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Chapitre 1Introdu
tionCe manus
rit r�esume six ann�ees de travail. Les travaux d�e
rits 
i-dessous ont �et�es men�es ave
 MadalinaDea
onu, Jean-S�ebastien Giet, Philippe Lauren�
ot, Sylvie M�el�eard, St�ephaneMis
hler, Bernard Roynette,et Etienne Tanr�e.Les th�emes abord�es paraissent relativement divers, mais ils sont tous reli�es: les mod�eles �etudi�es, qu'ilssoient d�eterministes ou sto
hastiques, 
on
ernent l'�evolution temporelle de quantit�es subissant des 
hange-ments d'�etats instantan�es (dus par exemple �a des impulsions �el�e
triques, des 
ollisions, des 
oales
en
es,des fragmentations, des naissan
es ou des morts, des mutations...). En d'autres termes, les ph�enom�enesque nous �etudions sont dis
ontinus.Ce travail 
on
erne des �equations di��erentielles sto
hastiques (E.D.S.) et des �equations aux d�eriv�ees par-tielles sto
hastiques (E.D.P.S.) �a sauts (
al
ul des variations sto
hastiques et th�eor�emes de support), des�equations de Boltzmann (existen
e, r�egularit�e, approximations num�eriques), des �equations de 
oagulation-fragmentation (existen
e, uni
it�e, approximations num�eriques, �etude qualitative, 
omportement en tempslong) et des pro
essus de type bran
hement (approximation par des objets d�eterministes et 
omportementen temps long).Dans 
ette introdu
tion, nous essaierons dans un premier temps de d�e
rire bri�evement les objets quenous avons �etudi�e. Nous exprimerons ensuite nos pr�eo
upations de mani�ere g�en�erale, et le lien entre lesdi��erents objets. En�n, nous pr�esenterons le plan de 
e travail de synth�ese.1.1 Objets �etudi�esNous pr�esentons i
i rapidement les di��erents objets �etudi�es.E.D.S. �a sauts. Les �equations di��erentielles sto
hastiques ave
 sauts mod�elisent l'�evolution au 
oursdu temps d'une quantit�e al�eatoire Markovienne fXtgt�0, soumise �a des 
hangements imm�ediats d'�etats.Le pro
essus fXtgt�0 peut repr�esenter, par exemple, la taille d'une population dis
r�ete, le nombre depersonnes en attente dans une �le d'attente, la vitesse d'une parti
ule soumise �a des 
ollisions instantan�ees,la masse d'une parti
ule subissant des 
oales
en
es ou des fragmentations, et
... Le 
as le plus simple estXt = X0 + Z t0 ZE h(s;Xs�; z)N(ds; dz); (1.1)o�u E est un espa
e mesur�e, o�u N est une mesure al�eatoire de Poisson sur R+ �E, et o�u Xs� (la limite �agau
he de X en s) repr�esente l'�etat de X juste avant un saut �eventuel �a l'instant s. La fon
tion h(s; x; z)repr�esente la taille du saut de X �a l'instant s si Xs� = x et si la mesure de Poisson a 
hoisi le 
ouple(s; z).On peut bien sûr ajouter des termes de d�erive et de di�usion �a la dynamique de fXtgt�0. Nous renvoyonspar exemple �a Ikeda-Watanabe [56℄ pour des r�esultats d'existen
e et d'uni
it�e pour de telles �equations,et �a Ja
od-Shiryaev [60℄ pour tout renseignement sur les pro
essus �a sauts. Tous les travaux pr�esent�esi
i �etudient ou utilisent plus ou moins expli
itement de telles �equations.2



E.D.P.S. �a sauts. Les �equations aux d�eriv�ees partielles sto
hastiques que nous �etudions ont �et�e introduitespar Walsh [111, 112℄. Dans [111℄, Walsh tente de mod�eliser le potentiel �el�e
trique V (x; t) au point x �al'instant t � 0, dans une membrane nerveuse. La membrane �etant suppos�ee 
ylindrique, des argumentsd'�e
helle et de sym�etrie permettent de se ramener au 
as o�u x 2 [0; 1℄. Walsh aÆrme que V satisfait uneE.D.P.S. Poissonnienne de type�tV (x; t) = �x2V (x; t) + g(V (x; t)) + F (x; t); (1.2)o�u F est un pro
essus pon
tuel de Poisson repr�esentant les stimuli. Walsh montre ensuite que, les stimuli�etant nombreux et petits, on peut appro
her F par un bruit blan
 Gaussien, et don
 V par un pro
essus
ontinu. Une �etude approfondie de l'�equation obtenue (sensiblement g�en�eralis�ee) est men�ee dans [112℄,et a �et�e developp�ee par beau
oup d'auteurs, 
itons par exemple [12, 13, 91℄. Comme dans [3, 97℄, noustentons i
i d'obtenir des r�esultats sur le mod�ele ave
 sauts initialement introduit dans [111℄.Outre l'aspe
t physique, les E.D.P.S. sont int�eressantes 
ar elles ne poss�edent pas la propri�et�e de Markov,les solutions ne sont pas limit�ees �a gau
he en t, et
... Ce
i oblige �a approfondir 
onsid�erablement leste
hniques d'E.D.S. La notion de solution, par exemple, n'est pas fa
ile �a d�e�nir. Nous �etudions 
e typed'objet dans [114, 118℄.Equations de Boltzmann. L'�equation de Boltzmann d�e
rit la densit�e f(t; x; v) � 0 de parti
ules deposition x 2 D � R3 et vitesse v 2 R3 �a l'instant t � 0, dans un gaz rar�e��e (�a haute altitude). Elle s'�e
rit�tf(t; x; v) + v:rxf(t; x; v) = Q(f(t; :))(x; v); (1.3)o�u Q est un op�erateur de 
ollisions binaires agissant sur les vitesses,Q(f)(x; v) = ZR3 dv ZS2 d�B(v; v�; �)[f(x; v0)f(x; v0�)� f(x; v)f(x; v�)℄: (1.4)Les vitesses pr�e-
ollisionelles v0 et v0� sont des fon
tions expli
ites de v, v� et du param�etre d'impa
t�. Quand deux parti
ules de vitesses v0 et v0� se 
hoquent, ave
 un param�etre d'impa
t �, leurs vitessespost-
ollisionnelles sont v et v�. Finalement, la se
tion eÆ
a
e B(v; v�; �) = B(v0; v0�; �) repr�esente letaux auquel deux parti
ules de vitesses v et v� se 
hoquent ave
 un param�etre d'impa
t �. L'�equationest don
 relativement simple: le terme Q 
ompte les 
ollisions, et le terme de transport v:rxf exprime lefait que la vitesse d'une parti
ule est donn�ee par la d�eriv�ee de sa position. Nous renvoyons aux livres deCer
ignani-Illner-Pulvirenti [25℄, Villani [108℄, et �a l'arti
le de revue de Desvillettes [34℄ pour d'amplesd�etails. Cette �equation est depuis bien longtemps un 
entre d'int�erêt pour les math�emati
iens, 
itons lestravaux fondateurs d'Arkeryd [7℄ et de Di Perna-Lions [37℄, et les avan
�ees r�e
entes de Villani [106, 107℄.Du point de vue math�ematique, l'�equation de Boltzmann g�en�erale est extrêmement 
ompliqu�ee. Nous
onsid�ererons i
i le 
as homog�ene en espa
e, i.e. o�u la solution f ne d�epend pas de la variable d'espa
ex. Nous �etudierons aussi le plus souvent les 
as de la dimension 1 (mod�ele de Ka
) et 2. En�n, noussupposerons souvent que les parti
ules sont Maxwelliennes, 
'est �a dire que la se
tion eÆ
a
e ne d�ependpas des vitesses. Nous nous 
on
entrerons essentiellement sur le probl�eme sans 
uto� angulaire o�u lase
tion eÆ
a
e est autoris�ee �a exploser pour les 
ollisions engendrant de petites d�eviations (
ollisionsrasantes). Ce
i o

asionne une di��eren
e 
onsid�erable de 
omportement des solutions, puisque dans le
as sans 
uto� (resp. ave
 
uto�), 
haque parti
ule subit une in�nit�e (resp. un nombre �ni) de 
ollisionssur 
haque intervalle de temps born�e.Nous �etudions 
e type d'�equations dans [115, 117, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 127℄.Equations de 
oagulation-fragmentation. Consid�erons un syst�eme in�ni de parti
ules 
ara
t�eris�ees parleur masse i 2 N� . Supposons que deux parti
ules de masses i et j s'aggr�egent ave
 taux ai;j , pourdonner une parti
ule de masse i + j, et qu'une parti
ule de masse i + j se fragmente au taux bi;j pourdonner deux parti
ules de masses i et j. Notons 
i(t) � 0 la 
on
entration (nombre par unit�e de masse)de parti
ules de masse i �a l'instant t � 0. Les �equations de 
oagulation-fragmentation s'�e
rivent8 i 2 N� ; �t
i = 12 i�1Xj=1(aj;i�j
j
i�j � bj;i�j
i)� 1Xj=1(ai;j
i
j � bi;j
i+j): (1.5)3



Par exemple, le terme 12Pi�1j=1 aj;i�j
j
i�j repr�esente l'apparition de parti
ules de masse i par 
oales
en
ede parti
ules plus petites, le fa
teur 1=2 �evitant de 
ompter deux fois 
haque paire fj; i� jg. Le termeP1j=1 bi;j
i+j exprime l'apparition de parti
ules par fragmentation de parti
ules plus grosses. Les autrestermes ont des signi�
ations similaires.Plusieurs variantes de 
es �equations sont possibles: on peut 
onsid�erer le 
as o�u les masses sont 
ontinues,
'est �a dire peuvent prendre toutes les valeurs de R+ . On peut aussi s'int�eresser �a des �equations nonspatialement homog�enes, qui prennent en 
ompte les positions des parti
ules et leurs mouvements (leplus souvent de type di�usion).L'�equation de 
oagulation pure (bi;j � 0) a �et�e introduite par Smolu
howski [99℄. Les appli
ations sontdiverses: physique (formations de gouttelettes, fum�ee,...), 
himie (polym�erisation,...), astrophysique (for-mation des galaxies), biologie (h�ematologie, regroupement d'animaux). On renvoie �a Drake [38℄, Aldous[5℄, Lauren�
ot-Mis
hler [69℄ pour des arti
les de revue sur le sujet. Voir aussi Bertoin [15, 16℄ pour desmod�eles al�eatoires de fragmentation pure. L'�etude de 
es �equations 
onnâ�t un essor relativement r�e
ent.Nous nous int�eressons �a 
e sujet dans [125, 126, 129, 130, 132, 133, 136, 137, 140, 142℄.Equations de 
oagulation-
ollision. La 
ombinaison des �equations de Boltzmann et de 
oagulations'av�ere fondamentale dans l'�etude des brouillards de gouttelettes (par exemple dans un 
arburateur),voir O'Rourke [90℄, Villedieu-Simonin [109℄. Nous �etudions, dans [135, 138℄, la 
on
entration f(t;m; v)de parti
ules de massem 2 N� et de vitesse v 2 R3 �a l'instant t � 0, dans un syst�eme o�u les parti
ules sontsoumises �a des 
ollisions (�elastiques ou in�elastiques) et �a des 
oales
en
es. Ce mod�ele a �et�e abondamment�etudi�e par les physi
iens (voir les nombreuses r�ef�eren
es dans [109℄), mais il n'existe manifestement au
untraitement rigoureux g�en�eral. Bien sûr, 
oupler les �equations de Boltzman et de 
oales
en
e n'est passimple, puisque les quantit�es 
onserv�ees ne sont pas les mêmes, les fon
tionnelles de Lyapunov de l'unene s'appliquent pas �a l'autre, et
...Pro
essus de type bran
hement ave
 d�ependan
e spatiale. Consid�erons une population d'individus 
ar-a
t�eris�es par un param�etre x 2 X , par exemple par leur position, un 
ara
t�ere g�en�etique plus ou moinsh�er�editaire, ... On suppose que la population suit une dynamique al�eatoire Markovienne. Dynkin d�e�nitdans [41℄ 
e type de pro
essus sto
hastiques.Dans [131℄, nous 
onsid�erons le 
as o�u 
haque individu se d�epla
e suivant une di�usion, meurt ave
 untaux � et donne naissan
e �a un nombre al�eatoire d'individus (suivant une loi binaire d�ependant de laposition), situ�es au même endroit.Dans [134℄ (voir aussi [139℄), nous �etudions un mod�ele plus 
ompliqu�e, introduit par les biologistes Bolker-Pa
ala [21℄ et Die
kman-Law [36℄. Dans 
e mod�ele, 
haque individu est immobile, mais sa prog�eniture sedisperse au moment de la naissan
e. D'autre part, les individus se gênent, 
e qui 
onduit �a un ph�enom�ened'auto-r�egulation par 
omp�etition.1.2 Th�emes abord�esNous expliquons i
i rapidement les propri�et�es que nous �etudions.Existen
e et uni
it�e. Tous les objets pr�esent�es 
i-dessus ne sont pas 
lairement bien d�e�nis. Il faut donnerune notion de solution, en utilisant leurs propri�et�es a priori, puis d�emontrer qu'une telle solution existe,et, si possible, est unique. Nous �etudions de mani�ere approfondie l'existen
e de solutions de 
ertainesE.D.P.S. [114℄, de l'�equation de Boltzmann spatialement homog�ene tri-dimensionnelle sans 
uto� [120℄,de l'�equation de 
oagulation fragmentation ave
 un taux de fragmentation explosif [130℄, et de l'�equationde 
oagulation-
ollision [138℄.Interpr�etation probabiliste d'�equations d�eterministes. Consid�erons par exemple l'�equation de Boltzmannhomog�ene. La solution �eventuelle f(t; v) est naturellement, pour 
haque t � 0, une densit�e de probabilit�esur R3 . En e�et, Qt(dv) = f(t; v)dv repr�esente la distribution des vitesses des parti
ules �a l'instant4



t � 0. On peut don
 essayer de 
onstruire un pro
essus sto
hastique fVtgt�0, tel que pour tout t � 0,L(Vt) = Qt. On souhaite naturellement que fVtgt�0 repr�esente l'�evolution des vitesses d'une parti
uletypique. Don
 fVtgt�0 doit être Markovien, �a traje
toires 
�adl�ag, et �a valeurs dans R3 . Nous 
onstru-irons fVtgt�0 
omme la solution d'une E.D.S. �a sauts. Cette E.D.S. sera relativement 
ompliqu�ee: ladistribution des vitesses des autres parti
ules (i.e. la densit�e f , soit en
ore la loi de Vt) intervient dansla dynamique du pro
essus fVtgt�0. On parle alors d'E.D.S. non lin�eaires.Les travaux fondateurs 
on
ernant 
e sujet sont dus �a Tanaka, [103℄ et Sznitman [101℄, voir aussiGraham-M�el�eard [53℄. Nous �etendons ou utilisons 
es travaux 
on
ernant l'�equation de Boltzmann dans[125, 126, 129, 130, 132, 133, 135, 136, 137, 138℄. Nous tenterons aussi d'adapter la m�ethode aux �equationsde 
oagulation-fragmentation, en d�e�nissant un pro
essus fMtgt�0, repr�esentant l'�evolution de la massed'une parti
ule typique, aussi solution d'une E.D.S. �a sauts, dans [125, 126, 129, 130, 133, 136℄. Jourdain[62℄ a aussi travaill�e �a 
e sujet. En�n, nous appliquerons 
ette te
hnique aux �equations de 
oagulation-
ollision dans [135, 138℄.Les int�erêts de telles repr�esentations probabilistes d'�equations d�eterministes sont multiples. Tout d'abord,on peut esp�erer am�eliorer la 
ompr�ehension de l'�equation �etudi�ee. De plus, le pro
essus fVtgt�0 
ontientplus d'information que la solution f(t; v) de l'�equation de Boltzmann: en plus de la distribution �a toutinstant, il d�e
rit l'historique des parti
ules. Ce
i peut permettre d'obtenir des r�esultats sur la r�egularit�eet sur le 
omportement en temps long de f(t; v) (voir les paragraphes 
i-dessous). En�n, on d�eduit de larepr�esentation probabiliste une m�ethode parti
ulaire sto
hastique de r�esolution num�erique de l'�equation(voir le paragraphe 
i-dessous).Cal
ul des variations sto
hastiques pour les pro
essus �a sauts: existen
e, r�egularit�e de densit�es. Con-sid�erons une mesure de Poisson N(dt; dz) sur R+ � E, o�u E est un ouvert de Rd , d'intensit�e r�eguli�ere.Consid�erons une fon
tionnelle Z de 
ette mesure de Poisson, par exemple Z = Xt, o�u t > 0 est �x�e eto�u X est la solution de l'E.D.S. (1.1). On se demande quelles 
onditions sur Z (ou sur les param�etresde (1.1)) suÆsent pour assurer que la loi de Z a une densit�e, �eventuellement r�eguli�ere. Dans le 
as defon
tionnelles du mouvement Brownien, Malliavin [77℄ a introduit le fameux 
al
ul des variations sto
has-tiques. Bismut [19℄ a adapt�e la m�ethode aux fon
tionnelles de mesures de Poisson, 
e qui a �et�e approfondipar Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od [17℄, voir aussi [23, 92, 31℄ pour des m�ethodes alternatives.Dans [114℄, nous approfondissons les m�ethodes de [17℄ a�n d'obtenir l'existen
e d'une densit�e pour la loide la solution d'une E.D.P.S. �a sauts.Dans [115℄, nous adaptons les m�ethodes de [17℄ a�n de d�emontrer que sous l'hypoth�ese d'une se
tioneÆ
a
e Maxwellienne, la solution de l'�equation de Boltzmann 2D (qui peut être vue 
omme la loi dela solution d'une E.D.S. �a sauts) est C1 pour tout t > 0, même si la 
ondition initiale est irr�eguli�ere.Cette propri�et�e de r�egularisation a �et�e d'abord d�e
ouverte par Desvillettes [33℄, et ses r�esultats ont �et�eam�elior�es, dans le 
adre de la dimension 1, par Graham-M�el�eard [54℄, qui utilisent le 
al
ul des variationssto
hastiques.Des tentatives de m�ethodes alternatives, ne 
on
ernant que l'existen
e de densit�e, sont propos�ees dans[127℄ (ave
 une appli
ation �a une �equation de Boltzmann non Maxwellienne) et dans [128, 141℄ (ave
 uneappli
ation dans [130℄ �a une �equation de fragmentation).Th�eor�eme de support et positivit�e de densit�es pour des pro
essus �a sauts. Consid�erons 
omme pr�e
�edemmentune mesure de Poisson N(dt; dz) d'intensit�e r�eguli�ere, et une fon
tionnelle Z de 
ette mesure de Poisson,par exemple Z = Xt, o�u t > 0 est �x�e et o�uX est la solution de l'E.D.S. (1.1). On se demande maintenantsous quelles 
onditions sur Z (ou sur les param�etres de (1.1)) la loi de Z est minor�ee par une mesure ad-mettant une densit�e 
ontinue et stri
tement positive. Plus pr�e
is�ement, dans le 
as o�u la loi de Z poss�edeune densit�e f , peut-on 
ara
t�eriser l'ensemble des points de positivit�e de f . Dans le 
as de fon
tionnellesBrowniennes, les travaux de Ben Arous-L�eandre [14℄ r�epondent �a 
ette question, et Bally-Pardoux [13℄�etendent la m�ethode aux E.D.P.S. 
ontinues. D'autre part, L�eandre donne un d�ebut de r�eponse pour lespro
essus �a sauts dans [73℄. En�n, la positivit�e de la densit�e (et même le 
omportement asymptotiquede la densit�e) en temps petit a �et�e �etudi�ee dans [72, 57, 93℄.a) Forte non-d�eg�eneres
en
e. Dans [116℄, nous d�emontrons que la loi de Xt est minor�ee par une mesure5



�a densit�e positive partout, pour tout temps t > 0, sous une hypoth�ese de forte non-d�eg�en�eres
en
e surles 
oeÆ
ients de (1.1), dans le 
as de la dimension 1. Nous utilisons pour 
ela le 
al
ul des variationssto
hastiques de Bismut, [19℄, Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od [17℄. Nous appliquons la m�ethode aux E.D.S.non lin�eaires asso
i�ees aux �equations de Boltzmann 1D et 2D Maxwelliennes sans 
uto� dans [117, 119℄.L'hypoth�ese de forte non-d�eg�eneres
en
e se traduit, dans le 
adre de l'�equation de Boltzmann, par un
ara
t�ere suÆsamment explosif de la se
tion eÆ
a
e au voisinage des 
ollisions rasantes. Ces r�esultats
on
ernant l'�equation de Boltzmann semblent faibles (dans le 
as ave
 
uto�, Pulvirenti-Wennberg [95℄obtiennent des minorations expli
ites par des gaussiennes), mais sont les premiers dans 
ette dire
tion.Notons que Villani s'est interess�e �a la question depuis, et il semble être 
apable de g�en�eraliser et simpli�ernos r�esultats.b) Th�eor�emes de support. La 
ara
t�erisation du support de la loi de fXtgt�0, en tant que pro
essus,a d'abord �et�e �etudi�ee dans le 
as d'E.D.S. Browniennes. Le fameux r�esultat de Stroo
k-Varadhan [100℄explique que le support de la loi de la solution d'une E.D.S. Brownienne est la fermeture d'un ensemblebien 
hoisi d'E.D.O. Leur preuve a �et�e simpli��ee par Millet-Sanz [82℄, et de nombreux auteurs ont raÆn�eet �etendu 
e r�esultat. L�eandre [73℄ trâ�te le 
as d'E.D.S. �a sauts parti
uli�erement simples, mais le premierr�esultat g�en�eral est dû �a Simon [98℄.Nous tentons d'appliquer la m�ethode de Simon aux E.D.P.S. �a sauts dans [118℄.
) Cara
t�erisation de la positivit�e de la densit�e. Dans le 
as de la solution fXtgt�0 d'une E.D.S. Brown-ienne, Ben Arous-L�eandre [14℄ utilisent �a la fois le 
al
ul des variations sto
hastiques et les outils desth�eor�emes de support pour 
ara
t�eriser l'ensemble des points de positivit�e de la densit�e de Xt, �a t �x�e, voiraussi Aida-Kusuoka-Stroo
k [1℄. C'est bien sûr (a posteriori) relativement naturel. L�eandre [73℄ donneen
ore des pistes d'extension aux pro
essus �a sauts. Dans [121℄, nous donnons un r�esultat relativementsatisfaisant 
on
ernant les E.D.S. �a sauts. Puis nous l'appliquons pour montrer que la solution f(t; v) deBoltzmann 1D Maxwellienne ne s'annule jamais, d�es que t > 0, si la se
tion eÆ
a
e est sans 
uto� maispas trop explosive (le r�esultat est 
ompl�ementaire de 
elui de [116℄).Approximation num�erique, simulation, limites \hydrodynamiques". Dans le 
adre des �equations deBoltzmann et de 
oagulation-fragmentation, les interpr�etations probabilistes en termes d'E.D.S. nonlin�eaires fournissent, une fois les E.D.S. linearis�ees, des m�ethodes parti
ulaires sto
hastiques de r�esolutionnum�erique. Au del�a de l'int�erêt num�erique, on peut esp�erer, bien sûr, que la justi�
ation des m�ethodesnum�eriques est li�ee �a la validation des �equations d�eterministes. En e�et, 
es �equations d�e
rivent l'�evolutionde distributions (de vitesses par exemple) d'un syst�eme de parti
ules al�eatoires en intera
tion.a) Equation de Boltzmann. Citons tout d'abord Nanbu [85℄, Sznitman [101℄, Babovski-Illner [9℄, Wagner[110℄, Graham-M�el�eard [53℄ sur la 
onvergen
e de syst�emes parti
ulaires sto
hastiques vers la solution del'�equation de Boltzmann. Nous tentons d'obtenir 
es 
onvergen
es sous des hypoth�eses a�aiblies dans[120, 123, 124℄. Nous nous int�eressons ensuite �a un th�eor�eme de la limite 
entrale asso
i�e dans [122℄,bas�e sur les travaux de Ferland-Fernique-Giroux [51℄ et M�el�eard [80℄. Ce r�esultat donne une vitesse de
onvergen
e de l'algorithme de simulation, dans un 
adre relativement restreint.b) Equation de 
oagulation-fragmentation. L'algorithme de Mar
us-Lushnikov [78, 76℄ est un syst�eme departi
ules sto
hastiques en intera
tion (
es parti
ules s'aggr�egent), qui appro
he la solution de l'�equationde 
oagulation quand le nombre de parti
ules tend vers l'in�ni. Ce syst�eme est physiquement tr�esraisonnable, et des preuves de 
onvergen
e ont �et�e donn�ees par J�eon [61℄ et Norris [86℄. Nous d�emontrons,dans [132℄, que si le noyau de 
oagulation est trop explosif, alors le syst�eme de Mar
us-Lushnikov 
onvergevers une �equation de 
oagulation modi��ee, qui prend en 
ompte l'intera
tion entre une parti
ule de massein�nie ave
 le reste du syst�eme (mod�ele de Flory [52℄, voir aussi [45℄). Ce
i �etend un r�esultat de Norris[87℄, qui traitait de noyaux parti
uliers.R�e
emment, Babovski [8℄ puis Eibe
k-Wagner [42℄ ont introduit un nouveau syst�eme de parti
ules,moins physique mais num�eriquement plus eÆ
a
e. Nous r�eobtenons 
e syst�eme de parti
ules �a l'aidede l'interpretation probabiliste de [125℄ et �etudions sa vitesse de 
onvergen
e dans [126℄, et nous �etendonsla te
hnique �a un 
adre non spatialement homog�ene dans [129℄.En�n, nous obtenons une m�ethode alternative dans [133℄. Cette m�ethode est bas�ee sur un nouvel al-gorithme: nous simulons, de mani�ere parfaitement exa
te (
'est �a dire sans approximation d'au
une6



sorte), un pro
essus sto
hastique dont la loi est solution de l'�equation de 
oagulation. L'int�erêt de 
ettem�ethode est surtout th�eorique: elle fournit une preuve d'existen
e imm�ediate et 
onstru
tive. Il est deplus int�eressant d'obtenir une m�ethode de simulation (exa
te) d'un pro
essus non lin�eaire. En�n, bienque globalement moins puissante que les te
hniques parti
ulaires, 
ette m�ethode o�re quelques avantagesdu point de vue de la r�esolution num�erique.
) Pro
essus de Bran
hements. En�n, nous 
onsid�erons, dans [134℄, une population d'individus en
omp�etition se reproduisant et d�e
�edant al�eatoirement. Nous montrons que 
ette population peut êtreappro
h�ee, dans un 
ertain sens, par une fon
tion d�eterministe f(t; x), la densit�e de nombre, solutiond'une �equation d'�evolution int�egrale. Cette �equation int�egrale, bien qu'assez d�eli
ate, est plus simple quele syst�eme sto
hastique.Comportement en temps long. En�n, le 
omportement en temps long de tous les ph�enom�enes d�e
ritspr�e
�edemment est parti
uli�erement int�eressant. Nous n'avons travaill�e que r�e
emment �a la question.Nous �etudions, dans [136℄, un mod�ele de 
oagulation spatial o�u les parti
ules sont attir�ees par l'origine.Nous montrons, sous de multiples hypoth�eses qu'en temps grand, toutes les parti
ules forment un uniqueamas situ�e �a l'origine.Nous obtenons dans [137℄ un r�esultat de 
onvergen
e �a l'�equilibre pour des �equations dis
r�etes de
oagulation-fragmentation sans hypoth�ese d'�equilibre en d�etail ou r�eversibilit�e). Il semble que 
e r�esultatsoit le premier dans 
ette dire
tion: les travaux pr�e
�edents supposaient l'existen
e d'un �equilibre en d�etail,voir par exemple [2, 10, 24, 40, 58℄.Dans [140℄, nous d�emontrons l'existen
e de solutions auto-similaires de l'�equation de 
oagulation. Unesolution auto-similaire est en quelque sorte un �equilibre dynamique, puisque qu'elle est 
ara
t�eris�ee parune vitesse de 
roissan
e et par un pro�l. Ce
i 
on�rme en partie une 
�el�ebre 
onje
ture, voir par exem-ple [5, 74, 69℄. Nous d�emontrons rigoureusement dans [142℄ 
ertaines propri�et�es �nes de 
ette solutionauto-similaire, dans un 
as parti
ulier. Ce
i 
on�rme des r�esultats intuitifs obtenus par les physi
iens,voir par exemple [74, 39℄.Nous n'utilisons pas, dans [137, 140, 142℄, les probabilit�es pour parvenir �a nos �ns.Dans [138℄ (voir [135℄ pour une version simpli��ee), nous donnons plusieurs 
omportement asymptotiquesde la solution de l'�equation de 
ollisons �elastiques, in�elastiques, et 
oales
entes. Suivant la positivit�e ounullit�e des taux des diverses 
ollisions, nous d�emontrons que la solution tend vers une Maxwellienne,une masse de Dira
 en 0 (en vitesse), ou que toute la masse part �a l'in�ni. Ces r�esultats �etendent demani�ere 
ons�equente 
eux de Lauren�
ot-Mis
hler [69℄, et reposent en partie sur l'utilisation du pro
essussto
hastique asso
i�e �a l'�equation.Dans [131℄, nous 
onsid�erons un pro
essus de bran
hement-di�usion. Sous des hypoth�eses ad�equates,nous d�emontrons que si la population ne s'�eteint pas, alors elle explose ave
 une vitesse exponentielleexpli
ite. Nous obtenons le pro�l, i.e. la distribution asymptotique de la population.En�n, nous �etudions su

intement le 
omportement en temps long d'une population auto-r�egul�ee dans[134℄: exemples d'extin
tion, de survie, et d'�etats d'�equilibre pour le mod�ele sto
hastique, exemples de
onvergen
e �a l'�equilibre pour son approximation d�eterministe.1.3 PlanNous 
ommen�
ons au Chapitre 2 ave
 les E.D.S. et E.D.P.S. �a sauts. Nous poursuivons dans le Chapitre3 ave
 les �equations de Boltzmann. Nous �etudions ensuite les �equations de 
oagulation-fragmentationau Chapitre 4, puis de 
oagulation-
ollision au Chapitre 5. Nous 
on
luons ave
 les pro
essus de typebran
hement spatial au Chapitre 6.
7



Chapitre 2Existen
e et positivit�e de densit�es pour des pro
essus �a sautsNous nous proposons i
i de pr�esenter les r�esultats des arti
les [114, 116, 119, 121, 127, 128, 141℄. Tous 
estravaux portent sur le 
al
ul des variations sto
hastiques et les th�eor�emes de support pour des pro
essus�a sauts, et sont largement inspir�es de Bismut [19℄ et Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od [17℄.Les motivations essentielles des travaux expos�es 
i-dessous sont l'appli
ation aux �equations de Boltzmann,et, marginalement, aux �equations de 
oagulation-fragmentation.Nous n'avons pas travaill�e dans les dire
tions int�eressantes d�evelopp�ees par Carlen-Pardoux [23℄, De-nis [31℄ (voir aussi Pi
ard [92℄), qui ne semblent pas s'appliquer aux �equations de Boltzmann et de
oagulation-fragmentation.Exposons tout d'abord la prin
ipale pr�eo

upation de 
e 
hapitre. Consid�erons un pro
essus de MarkovfXtgt�0, homog�ene en temps, �a valeurs dans R (ou Rn ), de g�en�erateur in�nit�esimalK�(x) = b(x)�0(x) + ZO f�(x + h(x; z))� �(x)g'(z)dz; (2.1)pour toute fon
tion � suÆsamment r�eguli�ere, tout x dans R. On suppose que O est un ouvert de R, queh : R�O 7! R et ' : O 7! R+ sont des fon
tions donn�ees. On suppose aussi que X0 = x0 est d�eterministe.Ce
i signi�e que le pro
essus X part de x0, et saute, quand sa position est x, d'une amplitude h(x; z)ave
 un taux '(z). On se demande si la loi de Xt admet une densit�e pour tout temps t > 0, et si 
ettedensit�e est positive partout. Autrement dit, l'op�erateur K est-il r�egularisant?L'id�ee intuitive est la suivante: si RO '(z)dz =1, alors X saute in�niment souvent: pour tout 0 < s < t,X a presque sûrement une in�nit�e de sauts entre s et t. Les sauts de X sont d'autre part de la formeh(Xt�; Z), ave
 Z une variable al�eatoire ind�ependante de Xt� �a densit�e (en gros de densit�e '(z)). Sih0z(x; z) est souvent non nulle, 
e
i implique que les sauts h(Xt�; Z) sont souvent �a densit�e, 
e qui pro
ureune densit�e �a X apr�es le saut, puisque, en gros, Xt = Xt� + h(Xt�; Z), ave
 Z ind�ependante de Xt�.Comme X saute instantan�ement apr�es 0, Xt a don
 une densit�e d�es que t > 0. Cette id�ee intuitive estparti
uli�erement d�eli
ate �a mettre en oeuvre.Un r�esultat important est dû �a Bi
hteler-Ja
od [18℄. Consid�erons l'�equation di��erentielle sto
hastiqueunidimensionnelleXt = x0 + Z t0 b(Xs�)ds+ Z t0 �(Xs�)dBs + Z t0 ZO h(Xs�; z) ~N(ds; dz); (2.2)o�u fBtgt�0 est un mouvement Brownien, et ~N est la mesure 
ompens�ee d'une mesure de Poisson N sur[0; T ℄�O, d'intensit�e '(z)dzds, ave
 O un ouvert de R. Le g�en�erateur du pro
essus de Markov fXtgt�0est donn�e par L�(x) = 12�2(x)�00(x) +K�(x) (sous une forme 
ompens�ee). Le th�eor�eme prin
ipal de [18℄est le suivant.Th�eor�eme 1 (Bi
hteler-Ja
od [18℄) Supposons que ' � 1. Suppons que b; � : R 7! R sont desfon
tions deux fois d�erivables �a d�eriv�ees born�ees. Supposons que h : R � O 7! R est deux fois d�erivablesur R�O, que h0z; h00zx; h00zz sont born�ees et qu'il existe une fon
tion � 2 L2\L4(O; dz) telle que jh(0; z)j+8



jh0x(x; z)j + jh00xx(x; z)j � �(z). Consid�erons l'unique solution fXtgt�0 de (2.2). Alors, si l'hypoth�ese denon d�eg�eneres
en
e 8 x 2 R; �(x) > 0 ou ZO 11fh0z(x;z)6=0gdz =1 (2.3)est satisfaite, la loi de Xt admet une densit�e sur R d�es que t > 0.En fait, le r�esultat de [18℄ est plus g�en�eral, puisqu'ils ajoutent un se
ond terme Poissonnien �a (2.2),�eventuellement irr�egulier en z.Notons que Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od [17℄ ont aussi travaill�e �a la r�egularit�e des densit�es. Les travaux[18, 17℄ reposent sur l'utilisation de formules d'int�egration par parties: il existe des variables al�eatoiresGt � 0 et DXt � 0 telles que pour toute fon
tion � : R 7! R suÆsamment r�eguli�ere, E[�(Xt)Gt℄ =�E[�0(Xt)DXt℄. Ce
i permet d'obtenir, si DXt > 0 p.s., l'existen
e d'une densit�e pour la loi de Xt. Leste
hniques d�evelopp�ees de la sorte permettent aussi de d�emontrer que la densit�e obtenue est r�eguli�ere.Nous pr�esentons 
i-dessous des m�ethodes alternatives, permettant de se passer de formules d'int�egrationpar parties, 
e qui 
onduit �a des a�aiblissements d'hypoth�eses 
on
ernant l'existen
e de densit�es. Led�efaut de telles m�ethodes est qu'on n'esp�ere pas les utiliser pour d�emontrer la r�egularit�e des densit�es.Pour traiter le 
as des E.D.S. non lin�eaires asso
i�ees aux �equations de Boltzmann, les m�ethodes d�evelopp�eesdans [18, 17℄ sont satisfaisantes dans le 
as de se
tions eÆ
a
es Maxwelliennes, o�u le taux de 
ollision ded�epend pas des vitesses. Pour traiter le 
as g�en�eral, il faudrait pouvoir rempla
er la fon
tion taux '(z)par une fon
tion des deux variables x et z.Nous d�e
oupons le 
hapitre en quatre se
tions. Nous exposerons d'abord une nouvelle notion de d�erivationdes fon
tionnelles de mesures de Poisson. Cette notion n'est pas vraiment nouvelle, 
ar elle est sous-ja
ente dans [17℄. Nous �etendons ensuite les m�ethodes de Bi
hteler-Ja
od [18℄, bas�ees sur une m�ethodede perturbations, a�n d'a�aiblir leurs hypoth�eses ou de d�emontrer des r�esultats de positivit�e. Nous don-nons ensuite une m�ethode alternative, qui ne repose pas sur un 
al
ul des variations sto
hastiques, etqui 
onduit �a des r�esultats nouveaux 
on
ernant l'existen
e de densit�es. En�n, nous exposons quelquesperspe
tives.Remarquons en�n que nos r�esultats r�e
ents [141℄ 
on
ernant l'existen
e de densit�es pour des pro
essus�a sauts (voir Se
tion 2.3 
i-dessous) rendent 
aduques 
ertains de nos an
iens r�esultats, au moins dansle 
adre stri
t de 
e 
hapitre ([113℄ Chapitre 2 et [127, 128℄, voir Th�eor�emes 2, 5, et 7 
i-dessous). Nousr�esumons n�eanmoins tous 
es arti
les: les m�ethodes utilis�ees restent int�eressantes.2.1 Introdu
tion d'une d�eriv�ee intrins�equeNous r�esumons i
i [114℄ (voir aussi [113℄, Chapitre 1) et [113℄, Chapitre 2. Bien que l'int�erêt de lam�ethode porte surtout sur ses appli
ations �a des objets plus 
ompliqu�es, 
omme les solutions d'E.D.P.S.,nous 
onsid�ererons dans un premier temps le 
as des E.D.S.2.1.1 E.D.S.Nous d�emontrons ([113℄, Chapitre 2, Theorem 1.2) un r�esultat qui g�en�eralise un peu le Th�eor�eme 1.Th�eor�eme 2 Supposons que ' est C1 et stri
tement positive sur O, que les fon
tions b; � : R 7! R sontC1 �a d�eriv�ees born�ees, et que la fon
tion h : R � O 7! R admet les d�eriv�ees 
ontinues h0x; h0z; h00zx =h00xz. Supposons que h0z et h00zx sont born�ees, et que il existe une fon
tion � 2 L2(O;'(z)dz) telle quejh(0; z)j+ jh0x(x; z)j � �(z). Consid�erons l'unique solution fXtgt�0 de (2.2). Alors, sous l'hypoth�ese denon d�eg�eneres
en
e 8 x 2 R; �(x) 6= 0 ou ZO 11fh0z(x;z)6=0g'(z)dz =1 (2.4)la loi de Xt admet une densit�e sur R d�es que t > 0.9



A�n de d�emontrer un tel r�esultat, on prouve que pour t > 0, l'appli
ation ! 7! Xt(!) est suÆsammentinje
tive (i.e. C1 dans un 
ertain sens, �a d�eriv�ee presque partout non nulle). Ce
i implique que deuxr�ealisations de Xt seront presque sûrement di��erentes, puis que la loi de Xt poss�ede une densit�e. Pour
ela, il faut d�e�nir une notion de d�erivation de Xt par rapport �a !, 
'est �a dire par rapport au mouvementbrownien et/ou �a la mesure de Poisson. Dans [113℄, Chapitre 2 et [114℄, nous 
onstruisons un 
al
ul deMalliavin pour les fon
tionnelles de la mesure de Poisson, et nous utilisons le 
al
ul de Malliavin 
lassiquesur l'espa
e de Wiener asso
i�e au mouvement Brownien (voir par exemple Nualart [89℄). Nous d�e�nissonsdon
 deux op�erateurs de d�erivation, sur l'espa
e 
anonique produit. Le premier, DW� , asso
i�e au bruitblan
, est standard. Le se
ond, DN�;� , li�e �a la mesure de Poisson, tente de d�e�nir \proprement" la d�eriv�eesuivante : si X est une variable sur l'espa
e 
anonique 
 asso
i�e �a N , si ! 2 
, et si (�; �) 2 supp !(rappelons que tout ! 2 
 est une mesure de 
omptage sur [0; T ℄�O et que O est ouvert) :DN�;�X(!) = ���X(! � Æ(�;�) + Æ(�;�+�))�����=0 : (2.5)Notons que 
ette notion de d�eriv�ee n'est pas extrêmement pratique, puisqu'elle n'est bien d�e�nie queP (d!)N(!; d�; d�)-presque partout. Cette notion de d�eriv�ee est sous-ja
ente dans [18, 17℄, mais pas ex-pli
itement introduite: Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od s'int�eressent �a l'op�erateur 
arr�e du 
hamp d�e�ni, pourdeux variables X et Y , par �N (X;Y ) = R T0 R0DN�;�XDN�;�Y �(�)N(d�; d�), o�u � est un poids d�eterministebien 
hoisi. Nous prouvons alors possible le 
rit�ere suivant : soit X une variable al�eatoire qu'on peutd�eriver et telle que p.s., Z T0 �DW� X�2 d� + Z T0 ZO �DN�;�X�2 �(�)N(d�; d�) > 0; (2.6)alors la loi de X admet une densit�e par rapport �a la mesure de Lebesgue. Pour 
ela, nous utilisons unem�ethode du type Bouleau-Hirs
h, dont la preuve a �et�e simpli��ee par Nualart [89℄.Nous �etudions les op�erateurs DW� et DN�;� en d�etail, a�n d'en exploiter les prin
ipales propri�et�es, pourpouvoir v�eri�er que Xt est d�erivable. Ce
i est tr�es te
hnique. Une fois 
al
ul�ees les d�eriv�ees de la solution,il reste �a v�eri�er que p.s., �(t) > 0, o�u�(t) = Z T0 �DW� Xt�2 d�d� + Z T0 ZO �DN�;�Xt�2 �(�)N(d�; d�; d�): (2.7)Ce
i n'est pas tr�es dur, 
ar DW� Xt et DN�;�Xt satisfont des E.D.S. lin�eaires.La prin
ipale nouveaut�e par rapport au travail de Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od [17℄ est que nous d�e�nissonsles op�erateurs DW� et DN�;� sur un domaine D o�u on n'a pas de formule d'int�egration par parties: D esttrop gros. C'est 
e
i qui nous permet d'a�aiblir les hypoth�eses d'int�egrabilit�e et de r�egularit�e en vued'obtenir l'existen
e de densit�es.2.1.2 E.D.P.S.Nous r�esumons i
i l'arti
le [114℄. Nous 
onsid�erons l'E.D.P.S. sur [0; T ℄� [0; 1℄ :�V�t = �2V�x2 + g(V ) + f(V ) _W + h(V; :) _~N (2.8)o�u W est un bruit blan
 gaussien, et ~N est la mesure 
ompens�ee d'une mesure de Poisson sur [0; T ℄ �[0; 1℄�O, ind�ependante de W , d'intensit�e dsdy'(z)dz, o�u O est un ouvert de R et o�u ' est une fon
tionC1 de O dans (0;1). L'in
onnue V est une fon
tion (al�eatoire) de [0; T ℄� [0; 1℄ dans R. Cette E.D.P.S.10



g�en�eralise 
elles introduites par Walsh, [111, 112℄. L'�equation d'�evolution asso
i�ee s'�e
rit :V (x; t) = Z 10 Gt(x; y)V0(y)dy + Z t0 Z 10 Gt�s(x; y)g(V (y; s))dyds (2.9)+ Z t0 Z 10 Gt�s(x; y)f(V (y; s))W (dy; ds) + Z t0 Z 10 ZRGt�s(x; y)h(V (y; s); z) ~N(ds; dy; dz):La 
ondition initiale V0 est suppos�ee d�eterministe, mesurable, et born�ee sur [0; 1℄. Le noyau de Green Gest 
elui asso
i�e �a l'E.D.P. �tV = �x2V , ave
 des 
onditions de Neumann au bord. Nous supposons quef , g et h sont Lips
hitziennes, dans un 
ertain sens. Nous prouvons dans une premi�ere partie l'existen
ed'une unique solution faible V (x; t) pour (2.8). Ce r�esultat est �enon
�e dans [114℄ Th�eor�eme 1.4. Ceth�eor�eme d'existen
e et d'uni
it�e est tr�es simple �a prouver, en utilisant les m�ethodes de Walsh, une foisque la notion de solution faible est �enon
�ee, et que la validit�e des int�egrales sto
hastiques a �et�e �etablie.Les probl�emes majeurs sot que p.s., l'appli
ation t 7! V (!; x; t) n'a pas de limites �a gau
he pour tout x,et que manifestement, V (x; t) n'appartient pas �a un espa
e Lp(
) ave
 p > 2.Nous nous int�eressons ensuite �a l'absolue 
ontinuit�e de la loi de notre solution V (x; t), pour x 2 [0; 1℄ ett > 0. En utilisant la te
hnique de d�erivation d�e
rite 
i-dessus, nous d�emontrons le r�esultat suivant.Th�eor�eme 3 Supposons que ' est C1. Supposons que f; g : R 7! R sont C1 �a d�eriv�ees born�ees, queh : R �O 7! R admet les d�eriv�ees 
ontinues h0x; h0z; h00zx = h00xz. Supposons que h0z et h00zx sont born�ees, etqu'il existe une fon
tion � 2 L2(O;'(z)dz) telle que jh(0; z)j+ jh0x(x; z)j � �(z). Nous �emettons ensuiteune hypoth�ese de non-d�eg�eneres
en
e relativement te
hnique (voir hypoth�eses (S) et (EP2) dans [114℄):soit f(x) > 0 pour tout x 2 R, soit l'ensemble H = fz 2 O=8x; h0z(x; z) 6= 0g est suÆsamment grosau sens o�u RH '(z)dz diverge suÆsamment. Consid�erons l'unique solution fV (x; t)gx2[0;1℄;t�0 de (2.9).Alors pour tout t > 0, x 2 [0; 1℄, la loi de V (x; t) admet une densit�e sur R.Autant la te
hnique d�evelopp�ee �a la sous-se
tion pr�e
�edente n'�etait qu'ane
dotique pour les E.D.S., au-tant elle permet de d�emontrer le th�eor�eme 
i dessus. En utilisant dire
tement les m�ethodes de [18, 17℄, ilparait tr�es diÆ
ile d'obtenir un tel r�esultat. Par exemple, Saint Loubert Bi�e [97℄ parvenait �a d�emontrer ler�esultat sous des hypoth�eses bien plus restri
tives, qui supposaient essentiellement que soit h ne d�ependpas de x, soit f = 0 et h est 
roissante en x.Nous tirons avantage i
i du fait que (voir les notations de la sous-se
tion pr�e
�edente) la 
onnaissan
e deDW� V (x; t) et DN�;�V (x; t) est bien plus instru
tive que 
elle de �NV (x; t). Nous sommes 
ontraints demener des 
al
uls pr�e
is. En e�et, au
une majoration grossi�ere n'est permise, puique par exemple, lasolution est tr�es peu int�egrable (il semble que E[jV (x; t)j3℄ =1).L'avantage de 
ette m�ethode est 
laire : elle permet de traiter le 
as d'un grand nombre de fon
tionnellesde Poisson, sous des hypoth�eses assez faibles. L'in
onv�enient majeur est qu'on ne peut pas, ave
 
ettem�ethode, �etudier la r�egularit�e des densit�es, faute d'int�egration par parties.2.2 Utilisation de d�eriv�ees dire
tionnellesA�n de d�emontrer le Th�eor�eme 1, Bi
hteler-Ja
od introduisent des d�eriv�ees dire
tionnelles de Xt par rap-port �aN et B, o�uX est la solution de (2.2), puis utilisent une formule d'int�egration par parties. R�esumonsgrossi�erement la te
hnique du point de vue de la mesure de Poisson. Tout d'abord, ils d�e�nissent une
lasse V de dire
tions: v(!; s; z) 2 V si v est pr�evisible et suÆsamment int�egrable, born�ee, et r�eguli�ere parrapport �a z. Ils perturbent ensuite la mesure de Poisson: pour ! �x�e et � petit (dans un voisinage de 0),ils posent, si N(!) =Pi Æ(Ti;Zi), N�(ds; dz) =Pi Æ(Ti;Zi+�v(Ti;Zi)). Ils utilisent le Th�eor�eme de Girsanovpour les mesures al�eatoires (voir Ja
od-Shiryaev [60℄) a�n de montrer que N� est en
ore une mesure dePoisson, de même loi que N , sous la probabilit�e P � = G�:P . La densit�e de Radon-Nykodym G� est lavaleur terminale de la solution d'une E.D.S. lin�eaire. Ils 
onsid�erent ensuite la solution fX�t gt�0 de (2.2),11



o�uN est rempla
�ee parN�. Par 
onstru
tion, la loi de X� sous P � est la même que 
elle de X sous P (surun intervalle de temps 
ompa
t). Autrement dit, E[�(X�t )G�℄ = E[�(Xt)℄ pour toute fon
tion � : R 7! Rborn�ee et pour tout t � 0. Ils montrent ensuite qu'on peut d�eriver 
ette formule dans L2 (si � est assezr�eguli�ere), en � = 0, et obtenir la formule d'int�egration par parties E[�0(Xt)DXt℄ = �E[�(Xt)DGt℄. Ce
ipermet de 
on
lure, si E[jDGtj℄ < 1 et si DXt > 0 p.s., que la loi de Xt a une densit�e. Ces 
onditionssont satisfaites d�es que t > 0, pour un bon 
hoix de la dire
tion v 2 V .Remarquons que le lien ave
 la se
tion pr�e
edente est simple: on a DXt = R t0 RO DN�;�Xtv(�; �)N(d�; d�).La d�e�nition de DN�;� (voir la se
tion pr�e
�edente) est don
 uni�
atri
e.Nous montrons dans les sous-se
tions 
i dessous que la notion de d�eriv�ee dire
tionnelle peut d'une partêtre exploit�ee sans formule d'int�egration par parties (don
 sous des hypoth�eses plus faibles), et peutd'autre part permettre d'�etudier la positivit�e de la densit�e.2.2.1 D�erivation presque sûreNous r�esumons i
i une partie de [127℄, dont l'obje
tif prin
ipal est l'appli
ation aux �equations de Boltz-mann. Cet arti
le repose sur le 
rit�ere d'absolue 
ontinuit�e 
i dessous, dont la preuve est extrêmementsimple (voir Lemme 1.1 dans [127℄).Lemme 4 Soit d 2 N� et X une variable al�eatoire �a valeurs dans Rd . Soit � un voisinage de 0 2 Rd .Supposons qu'il existe une famille de variables al�eatoires fX�g�2� �a valeurs dans Rd telle que:(i) Pour tout � 2 �, la loi de X� est absolument 
ontinue par rapport �a 
elle de X. De plus, siG� = dX=dX�, sup�E �jG�j2� <1.(ii) Pour presque tout !, il existe un voisinage V(!) de 0 2 Rd sur lequel l'appli
ation � 7! X�(!) est de
lasse C1.(iii) Pour presque tout !, ���X������=0 est inversible.Alors la loi de X est absolument 
ontinue par rapport �a la mesure de Lebesgue sur Rd .Ce 
rit�ere permet de traiter des 
as o�u la d�eriv�ee dire
tionnelle DXt pr�e
�edemment d�e
rite n'est pasdans L1(
). Nous a�aiblissons don
 en
ore 
ertaines hypoth�eses de Bi
hteler-Ja
od [18℄. N�eanmoins,nous 
onsid�erons une mesure de Poisson non 
ompens�ee et une E.D.S. sans mouvement Brownien, 
e quisimpli�e sensiblement les preuves. Nous obtenons le r�esultat suivant (voir [127℄ Theorem 1.2). Ce
i n'estqu'un exemple d'appli
ation du 
rit�ere 
i-dessus, bien adapt�e �a l'�etude des �equations de Boltzmann.Th�eor�eme 5 Consid�erons l'E.D.S. �a valeurs dans RdXt = x+ Z t0 b(Xs�)ds+ Z t0 ZRh(Xs�; z)N(ds; dz); (2.10)o�u N est une mesure de Poisson sur [0; T ℄ � R d'intensit�e dsdz. Supposons que b = Rd 7! Rd est C2,�a 
roissan
e au plus lin�eaire, ave
 b0; b00 �a 
roissan
e au plus polynomiale, et que h : Rd � R 7! Rd estC2. Supposons qu'il existe une fon
tion � 2 L1(R) telle que ��(z) = supju�zj�jzj=2^1=jzj �(u) 2 L1(R; dz)et telle que, pour un 
ertain p 2 N� , jh(x; z)j � (1 + jxj) �(z), jh0x(x; z)j+ jh00xx(x; z)j � (1 + jxjp) �(z), etjh0z(x; z)j+ jh00zz(x; z)j+ jh00xz(x; z)j � K (1 + jxjp).Si la 
ondition de non-d�eg�en�eres
en
e: pour tout x 2 Rd , tout y 2 Rd=f0g,ZR1fyth0z(x;z)(h0z(x;z))ty 6=0g(z)dz =1; (2.11)alors il existe une unique solution fXtgt2[0;T ℄ �a (2.10), et pour tout t > 0 la loi de Xt admet une densit�esur Rd . 12



Comme dans [114℄, 
e 
rit�ere s'applique �a plus de fon
tionnelles de N , (il requiert en parti
ulier moinsd'int�egrabilit�e) 
ar il ne n�e
essite pas de formule d'int�egration par parties, mais ne peut pas permettred'obtenir la r�egularit�e de la densit�e. Il est 
lair que le th�eor�eme 5 peut être obtenu dire
tement �apartir du Th�eor�eme 1 par lo
alisation. N�eanmoins, l'E.D.S. asso
i�ee �a l'�equation de Boltzmann n'est paslo
alisable (
ar non lin�eaire), et on doit don
 d�evelopper de nouvelles te
hniques qui permettent d'utiliserdire
tement le 
rit�ere du Lemme 4.2.2.2 Utilisation de forte monotonieNous nous int�eressons en�n, dans [128℄, �a une derni�ere appro
he. On s'int�eresse aux 
as des pro
essus deMarkov de g�en�erateurs (2.1), o�u la fon
tion '(z) est rempla
�ee par une fon
tion Æ(x; z). Autrement dit,on souhaite autoriser le taux de saut �a d�ependre de la position. Ce
i semble parti
uli�erement diÆ
ile, etpourtant tr�es utile: dans l'�equation de Boltzmann par exemple, le taux de 
ollision d�epend en g�en�eraldes vitesses; dans l'�equation de fragmentation, le taux de fragmentation d�epend des masses, et
...On suppose, pour simpli�er, que h(x; z) = �(x)�(z) et Æ(x; z) = �(x)'(z). Un tel pro
essus peut serepr�esenter �a l'aide d'une mesure de Poisson N(ds; dz; du) sur [0; T ℄�O� [0;1) d'intensit�e ds'(z)dzdu,
omme l'unique solution deXt = x+ Z t0 ZO Z 10 �(Xs�)�(z)11fu��(Xs�)gN(ds; dz; du) + Z t0 b(Xs�)ds: (2.12)Notons que l'indi
atri
e permet juste de r�egler le taux de saut. Il parâ�t alors tr�es diÆ
ile de 
onstruiredes perturbations X� de 
ette E.D.S. telles que l'appli
ation � 7! X�t soit r�eguli�ere en �. En e�et, d�esque X�t 6= Xt, alors instantan�ement apr�es, l'indi
atri
e de X� va a

epter une in�nit�e de sauts que X varejeter (ou vi
e versa), 
e qui 
onduit �a des dis
ontinuit�es presque partout en �. Nous proposons don
une id�ee originale, bas�ee sur le 
rit�ere suivant, dont la preuve est extrêmement simple (voir Theorem 3.1dans [128℄).Lemme 6 Soit Y une variable al�eatoire �a valeurs dans R. Supposons qu'il existe une famille de variablesal�eatoires r�eelles fY �g�2[0;1℄ telle que:1. pour tout � 2 �, la loi de Y est absolument 
ontinue par rapport �a 
elle de Y �,2. l'appli
ation � 7! Y � est presque sûrement tr�es 
roissante sur [0; 1℄, au sens o�u il existe une variableZ p.s. positive telle que pour tout 0 � � < � � 1, Y � � Y � � (�� �)Z.Alors la loi de Y est absolument 
ontinue par rapport �a la mesure de Lebesgue sur R.L'originalit�e de 
e 
rit�ere est qu'il ne requiert au
une r�egularit�e en ! des fon
tionnelles �etudi�ees, maisjuste un ordonnement. Nous pouvons l'appliquer �a une 
lasse restreinte d'E.D.S. (voir [128℄, Theorem1.2).Th�eor�eme 7 Supposons que ' est C1. Supposons que �; b; � : R 7! R sont lo
alement lips
hitziennes,ave
 �; � positives, et que jbj+ �� est �a 
roissan
e au plus lin�eaire. Supposons que � : O 7! R+ est C2 etque �00 est born�ee. Ajoutons l'hypoth�ese de non-d�eg�en�eres
en
eZ0 11f�0(z)6=0g'(z)dz =1: (2.13)Alors il existe une unique solution fXtgt�0 �a (2.12). Si de plus� > 0; � > 0 sont 
roissantes et � � 0; (2.14)alors Xt �a (2.12) admet une densit�e sur R d�es que t > 0.Les hypoth�eses sont raisonnables, �a part (2.14) qui est extrêmement restri
tive, et qui permet d'utiliser desth�eor�emes de 
omparaisons entre les solutions perturb�ees X�, � variant. Nous pr�esenterons n�eanmoinsau Chapitre 4 une appli
ation de 
e r�esultat �a des pro
essus de fragmentation, qui v�eri�ent par naturedes hypoth�eses de monotonie. 13



2.2.3 Positivit�e de la densit�e: un 
rit�ere brutalOn s'int�eresse maintenant �a la positivit�e de la densit�e de la solution de (2.2). Des r�esultats dans 
ettedire
tion ont �et�es men�es en temps petit dans [72, 57, 93℄. Le seul r�esultat en temps quel
onque est dû�a L�eandre, qui 
onsid�ere une 
lasse assez restreinte de pro
essus. La m�ethode 
i-dessous est adapt�e du
as Brownien d�evelopp�e par Bally-Pardoux [13℄ (qui �etudient une E.D.P.S. 
onduite par un bruit blan
Gaussien).Pour simpli�er, on supposera toujours qu'il n'y a pas de di�usion, i.e. que � � 0. Dans un premier travail[117℄, nous avons �etabli un r�esultat qui fournit dire
tement la positivit�e de la densit�e partout, sous unehypoth�ese de forte non-d�eg�en�eres
en
e. Le r�esultat est extrêmement te
hnique. Nous verrons n�eanmoinsque la m�ethode s'applique tr�es bien �a l'�etude de 
ertaines �equations de Boltzmann.Nous �etablissons d'abord, inspir�es par [13℄, le 
rit�ere suivant (voir [116℄, Th�eor�eme 3.3).Lemme 8 Soit X une variable al�eatoire r�eelle, et y0 2 R �x�e. Supposons qu'il existe une suite devariables perturb�ees (dans un sens �a pr�e
iser) fX�ng�2[�1;1℄;n2N telle que pour 
haque n, � 7! X�n est p.s.C2 sur [�1; 1℄. Supposons aussi qu'il existe 
 > 0; Æ > 0; k <1 tel que pour tout r > 0,limn!1P  jX � y0j < r ; ���� ���Xn(0)���� � 
 ; supj�j�Æ ����� ���Xn(�)����+ ���� �2��2Xn(�)����� � k) > 0: (2.15)Alors il existe une fon
tion 
ontinue � stri
tement positive en y0 qui minore la loi de X.Ce 
rit�ere se d�eduit d'un th�eor�eme d'inversion lo
ale uniforme. En appliquant 
e 
rit�ere �a l'E.D.S.(2.2), utilisant toujours les d�eriv�ees dire
tionnelles de [18℄, nous obtenons le r�esultat suivant (voir [116℄Th�eor�eme 2.3). L'�enon
�e �etant trop long, nous renvoyons �a l'arti
le original pour un �enon
�e rigoureux.Th�eor�eme 9 Supposons que ' est C1. Consid�erons la solution fXtgt�0 de l'�equation (2.2) ave
 � � 0.Supposons que h et b sont tr�es r�eguli�eres, int�egrables, et que h0z est uniform�emement non int�egrable: ilexiste une fon
tion Æ sur O telle que jh0z(x; z)j � Æ(z) et 0 � Æ =2 L1(O;'(z)dz). Alors la loi de Xt estminor�ee par une fon
tion 
ontinue stri
tement positive sur R.La preuve de 
e r�esultat est tr�es te
hnique, beau
oup plus diÆ
ile que, par exemple, 
elle de [13℄. Nousverrons tout de même que l'appli
ation aux �equations de Boltzmann se r�ev�ele satisfaisante.Nous ne traitons que le 
as de la dimension 1 pour une raison fondamentale: le d�eterminant et la normedes matri
es 1� 1 sont de même nature, 
e qui n'est pas le 
as en dimension plus grande. Nous parvien-drons juste �a �etendre la m�ethode au 
as de la dimension 2 pour l'E.D.S. parti
uli�ere asso
i�ee �a l'�equationde Boltzmann 2D.2.2.4 Cara
t�erisation des points de positivit�eIl est bien 
onnu que la positivit�e d'une di�usion est li�ee aux r�esultats de type support. Ben Arous-L�eandre [14℄ utilisent 
e type d'outils. Notre but dans [122℄ est d'ailleurs d'adapter les id�ees de [14℄aux pro
essus �a sauts. Nous obtenons en
ore un r�esultat relativement 
ompliqu�e, mais 
ette fois, leshypoth�eses sont naturelles. Nous 
onsid�erons en
ore une E.D.S. plus simple que (2.2). Nous renvoyons �a[122℄ Theorem 2.3 pour un �enon
�e rigoureux.Th�eor�eme 10 Consid�erons l'E.D.S. �a valeurs dans RXt = x+ Z t0 b(Xs�)ds+ Z t0 ZO h(Xs�; z)N(ds; dz); (2.16)14



o�u N est une mesure de Poisson sur [0; T ℄�O d'intensit�e ds'(z)dz. Supposons que O est un ouvert deR, que ' est C1 et positive sur O, et que h et b sont suÆsamment r�eguli�eres. Consid�erons l'ensemble demesures dis
r�etes M = ( nXi=1 Æ(ti;zi) ,n 2 N; 0 < t1 < ::: < tn < T; zi 2 O) : (2.17)Consid�erons, pour m 2M, la solution (d�eterministe) St(m) de (2.16) o�u on a rempla
�e N par m. Pour� : O 7! R, une dire
tion d�eterministe (satisfaisant 
ertaines 
onditions), pour � 2 [�1; 1℄, et pourm =Pni=1 Æ(ti;zi) 2M, on note 
��(m) =Pni=1 Æ(ti;zi+��(zi)), qui est en
ore �el�ement de M.Soit t > 0 et y0 2 R �x�es. S'il existe m0 2 M et une dire
tion � tels quey0 = St(m0); m0(ftg �O) = 0; ���St(
��(m0))�����=0 6= 0; (2.18)alors la loi de Xt est minor�ee par une fon
tion 
ontinue stri
tement positive en y0.Commentons nos hypoth�eses. Pour t > 0 �x�e, les points y sus
eptibles d'être des points de positivit�epour la densit�e de Xt 
eux qui sont �a l'int�erieur du support de la loi de Xt. On d�emontre dans [122℄que le support de fXtgt�0 est la fermeture, dans D ([0; T ℄;R) muni de la topologie de Skorokhod, deffSt(m)gt�0 ; m 2 Mg. Ce r�esultat naturel s'obtient en utilisant les travaux de Simon, [98℄. Mais onn'en d�eduit que le fait que le support de Xt 
ontient fSt(m) ; m 2M; m(ftg�O) = 0g, 
ar l'appli
ationx 7! x(t) n'est 
ontinue de D ([0; T ℄;R) dans R qu'aux points x 2 D ([0; T ℄;R) tels que x(t) = x(t�). Cesarguments expliquent les deux premi�eres 
onditions de (2.18).En�n, la derni�ere 
ondition (2.18) implique, grossi�erement, qu'il existe � > 0 tel que sur un voisinage Vde m0, l'appli
ation m 7! St(m) est une submersion de V dans [y0� �; y0+ �℄. Toujours heuristiquement,
e
i implique que ! 7! Xt0(!) est lo
alement une submersion dans [y0 � �; y0 + �℄. Don
, pour � < �,la quantit�e P (jXt0 � y0j < �) est (au moins) de l'ordre de �. Ce
i implique que la densit�e de Xt en y0,obtenue 
omme la limite de 1�P (jXt0 � y0j < �), est stri
tement positive.Nous verrons une fois de plus que 
e r�esultat s'applique bien �a l'�equation de Boltzmann.Nous ne parlerons pas i
i d'un travail reli�e o�u nous �etudions le support (fon
tionnel) de la solution d'uneE.D.P.S. �a sauts, [118℄.2.3 Existen
e de densit�es: une m�ethode \�el�ementaire"Nous avons tent�e tr�es r�e
emment, dans [141℄, de red�emontrer simplement le r�esultat de Bi
hteler-Ja
od[18℄ (voir Th�eor�eme 1 
i dessus). Nous obtenons en fait des r�esultats (voir Theorem 2.2, Corollary 2.3 etProposition 2.4 dans [141℄) qui g�en�eralisent les Th�eor�emes 1, 2, et 5.Consid�erons don
 le pro
essus de Markov fXxt gt�0 issu de x, homog�ene en temps, �a valeurs dans R, deg�en�erateur in�nit�esimal K donn�e par (2.1) (sous forme �eventuellement 
ompens�ee, et ave
 �eventuellementun terme de di�usion). Supposons par exemple que les hypoth�eses du Th�eor�eme 1 sont satisfaites. Notrepreuve permet en fait d'a�aiblir un peu 
es hypoth�eses, et est s
ind�ee en trois �etapes essentielles (voir[141℄, Sous-Se
tion 2.1):Etape 1: nous montrons qu'on peut 
onstruire un temps d'arrêt � , arbitrairement petit, tel que Xx�poss�ede une densit�e 
onditionnellement �a F��.Etape 2: nous montrons que si X0 poss�ede une densit�e, alors XX0t poss�ede une densit�e pour tout t � 0,�a l'aide de la propri�et�e de 
ot: pour tout t � 0, l'appli
ation x 7! Xxt est un C1-di��eomorphisme.Etape 3: soit t > 0. En utilisant les Etapes 1 et 2, la propri�et�e de Markov Forte permet de 
on
lure que,Xxt poss�ede une densit�e 
onditionnellement �a t > � . Le temps d'arrêt � pouvant être 
hoisi arbitrairement15



petit, on 
on
lut ais�ement.Nous parvenons aussi �a red�emontrer le r�esultat de Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od [17℄ Theorem 2.14 
on-
ernant le 
as de pro
essus multi-dimensionnels. Nous a�aiblissons en fait un peu leurs hypoth�eses, voir[141℄, Theorem 2.9, Corollary 2.10, et Proposition 2.13.En�n, et 
'est la prin
ipale nouveaut�e de 
e travail, nous parvenons �a adapter notre m�ethode au 
as depro
essus �a taux de saut non 
onstant, 
'est �a dire quand la fon
tion '(z) est rempla
�ee par une fon
tiondu type 
(x)'(z) dans K, ave
 
 > 0 r�eguli�ere. La diÆ
ult�e est que dans 
e 
as, le pro
essus fXxt gt�0ne poss�ede plus la propri�et�e de 
ot. Nous rempla�
ons l'�etape 2 de la preuve 
i-dessus par:Etape 2': nous montrons que si X0 poss�ede une densit�e, alors XX0t poss�ede une densit�e pour tout t � 0.Nous utilisons pour 
ela une estimation a priori du type: si XX0t poss�ede une densit�e f(t; x) 2 L2(R) pour
haque t � 0, alors �t RR f2(t; x)dx � C RR f2(t; x)dx. La boule unit�e de L2 �etant faiblement 
ompa
te,
ette estimation a priori et le Lemme de Gronwall permettent de 
on
lure.Notre r�esultat est un peu long �a �enon
er, mais il g�en�eralise 
onsid�erablement le Th�eor�eme 7 
i-dessus, et
ontient le Th�eor�eme suivant (voir Se
tion 3 dans [141℄, plus pr�e
isement Theorem 3.2, Corollary 3.3, etProposition 3.4).Th�eor�eme 11 Consid�erons le pro
essus de Markov fXtgt�0 issu de x0, �a valeurs dans R, de g�en�erateurin�nit�esimal K donn�e, pour � 2 C1b (R) et x 2 R parK�(x) = b(x)�0(x) + ZR f�(x + h(x; z))� �(x)g 
(x)'(z)dz: (2.19)Supposons que ' : R 7! R+ est mesurable, et que b : R 7! R est de 
lasse C1 et �a 
roissan
e auplus lin�eaire. Supposons que 
 : R 7! R+ est C1, que h : R � R 7! R est mesurable, et que pourtout z 2 R, x 7! h(x; z) est C1. Supposons en�n qu'il existe � 2 L1(R; '(z)dz) et � 2 C(R) tels que
(x)jh(x; z)j � (1 + jxj)�(z) et jh0x(x; z)j � �(x)�(z). Alors, sous l'hypoth�ese de non-d�eg�eneres
en
e (quenous �e
rivons pour simpli�er dans le 
as o�u h est C1 en z): pour tout x 2 R,
(x) > 0; ZR 11fh0z(x;z)g'(z)dz =1; (2.20)Xt admet une densit�e sur R d�es que t > 0.Ce r�esultat est relativement satisfaisant, puisqu'il semble être le premier r�esultat un peu g�en�eral 
on
er-nant les pro
essus �a taux de saut 
 non 
onstant. Il a�aiblit 
onsid�erablement les hypoth�eses de [128℄(voir Th�eor�eme 7 
i-dessus).2.4 Perspe
tivesIl subsiste une multitude de probl�emes int�eressants.R�egularit�e de densit�es. Montrer que la densit�e obtenue au Th�eor�eme 11 est de 
lasse C1 sous 
ertaineshypoth�eses.D�eriver les instants de sauts. Tous les r�esultats et te
hniques expos�es 
i-dessus reposent sur la pertur-bation en z de la mesure de Poisson N(ds; dz). Inspir�e par Carlen-Pardoux [23℄, Denis [31℄ perturbe lesinstants de saut de la mesure de Poisson N(ds; dz), et utilise ensuite la propi�et�e de 
ot de la d�erive. Lam�ethode est attra
tive (en parti
ulier 
ar elle permet de traiter le 
as d'une mesure de Poisson d'intensit�esinguli�ere), mais la preuve est tr�es te
hnique, et repose fortement sur la propri�et�e de Markov homog�ene16



de fXtgt�0. Il serait int�eressant d'explorer 
ette dire
tion.La m�ethode de Pi
ard. Nous aimerions red�emontrer, �a l'aide d'une preuve analytique, les r�esultats dePi
ard [92℄, et les �etendre au 
as d'un taux de saut non 
onstant. Pi
ard d�emontre qu'en fait, le pro
essusde saut Xt peut avoir une densit�e C1, même si sa mesure de saut est singuli�ere, même s'il n'a pas ded�erive, pourvu que sa mesure de saut explose suÆsamment.Autres... Bien sûr, il faudrait �etendre les r�esultats de positivit�e au 
adre multi-dimensionnel, ave
 unmouvement brownien. Les r�esultats de r�egularit�e de Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od [17℄ sont restreints et
ompliqu�es. On peut 
raindre, n�eanmoins, qu'il y ait peu d'espoir de les am�eliorer. En�n, nous verronsdans les 
hapitres suivants 
on
ernant les �equations de Boltzmann et de 
oagulation-fragmentation, diversprobl�emes de r�egularisation...
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Chapitre 3Equations de type Boltzmann spatialement homog�enesConsid�erons, dans un gaz �a haute altitude, la densit�e f(t; x; v) � 0 de parti
ules de position x 2 D � R3et de vitesse v 2 R3 �a l'instant t � 0. Supposons que le gaz est spatialement homog�ene, 
'est �a dire quef(t; x; v) = f(t; v) ne d�epend pas de la variable position x. L'�equation de Boltzmann homog�ene d�e
ritl'�evolution de f , et s'�e
rit �tf(t; v) = Q(f(t))(v); t � 0; v 2 R3 ; (3.1)o�u Q est un op�erateur de 
ollisions binairesQ(f)(v) = ZR3 ZS2 [f(v0)f(v0�)� f(v)f(v�)℄�(�; jv � v�j)d�dv�: (3.2)Les vitesses pr�e-
ollisionnelles v0 et v0� sont donn�ees parv0 = v + v�2 + jv � v�j2 � ; v0� = v + v�2 � jv � v�j2 �: (3.3)La se
tion eÆ
a
e �(�; jv� v�j) = �(�; jv0� v0�j) � 0 d�e
rit le taux de 
ollision entre parti
ules de vitessesv et v�, ave
 param�etre d'impa
t �. L'angle � 2 [��; �℄ est 
elui entre les dire
tions (v� v�) et (v0 � v0�),et est d�etermin�e par l'�equation 
os � = j hv � v�; �i j=jv � v�j. Cette �equation est relativement simple,puisque le terme Q(f) 
ompte l'apparition de parti
ules de vitesse v par 
ollisions de parti
ules de vitessesv0 et v0�, et la disparition de parti
ules de vitesse v par 
ollision ave
 d'autres parti
ules de vitesses v�.Remarquons que (3.3) n'est rien d'autre qu'une param�etrisation des vitesses possibles v0 et v0� telles quel'�energie et la quantit�e de mouvement soient pr�eserv�ees, i.e. jv0j2+ jv0�j2 = jvj2+ jv�j2 et v0+ v0� = v+ v�.On renvoie �a Cer
ignani-Illner-Pulvirenti [25℄ et Villani [108℄ pour de nombreux d�etails et d�eveloppementsmath�ematiques sur 
e mod�ele. Nous nous int�eresserons essentiellement �a lever l'hypoth�ese non physiquede 
uto� angulaire, qui suppose que Z �0 �(jv � v�j; �)d� <1: (3.4)Cette hypoth�ese doit être rempla
�ee par la 
ondition plus faible mais physiqueZ �0 �(jv � v�j; �)d� =1; Z �0 �2�(jv � v�j; �)d� <1: (3.5)Il y a une grosse di��eren
e de nature entre 
es deux 
onditions. Dans le premier 
as, 
haque parti
ule ne
hoque qu'un nombre �ni de parti
ules sur un intervalle de temps 
ompa
t, dans l'autre, elle subit unein�nit�e de 
ollisions sur 
haque intervalle de temps 
ompa
t. Nous verrons que 
e
i o

asionne de grossesdi��eren
es de 
omportement des solutions, notamment pour 
e qui est de la r�egularit�e.Nous supposerons le plus souvent que la se
tion eÆ
a
e est Maxwellienne, 
'est �a dire que � ne d�ependque de �. En�n, nous 
onsid�ererons le plus souvent des �equations en dimension 1 et 2 au lieu de 3.Nous 
onsid�ererons l'�equation sous forme faible, et nous nous int�eresserons �a des solutions mesures. Nousdirons qu'une famille fQtgt�0 de probabilit�es sur R3 est solution de l'�equation de Boltzmann si pourtoute fon
tion � : R3 7! R de 
lasse C2b ,ZR3 �(v)Qt(dv) = ZR3 �(v)Q0(dv) + Z t0 ds ZR3Qs(dv) ZR3Qs(dv�) ZS2 d� f�(v0)� �(v)g�(jv � v�j; �):(3.6)18



Pour 
on
lure 
ette introdu
tion, rappelons l'interpr�etation probabiliste de 
ette �equation donn�ee parTanaka [103℄ voir aussi Sznitman [101℄, Graham-M�el�eard [53, 54℄. La solutionQt(dv) est 
ens�ee repr�esenterla distribution des vitesses dans le gaz �a l'instant t. On peut don
 voir Qt 
omme la loi de Vt, la vitessed'une parti
ule 
hoisie au hasard �a l'instant t. En poussant un peu plus loin le raisonnement, on peutessayer de 
onstruire un pro
essus fVtgt�0, qui repr�esente l'�evolution de la vitesse d'une parti
ule typique,
hoisie au hasard �a l'instant 0, et subissant les 
ollisions d'autres parti
ules typiques. Ce
i est d�e
rit dela mani�ere suivante: fVtgt�0 est un pro
essus de Markov inhomog�ene en temps, de g�en�erateurLs�(v) = ZR3Qs(dv�) ZS2 d� f�(v0)� �(v)g�(jv � v�j; �); (3.7)o�u Qs est la loi de Vs. C'est don
 un pro
essus de Markov non lin�eaire: le g�en�erateur de fVtgt�0 d�ependdes marginales temporelles de fVtgt�0. Bien sûr, un tel pro
essus 
ontient plus d'information que la solu-tion fQtgt�0 de l'�equation de Boltzmann, puisqu'il fait intervenir une dynamique. Le lien ave
 l'�equationde Boltzmann est simple: si fVtgt�0 est le pro
essus pr�e
edemment d�e
rit, alors, si on pose Qt = L(Vt)pour 
haque t, la famille fQtgt�0 est solution de l'�equation de Boltzmann. Un tel pro
essus peut êtrer�ealis�e 
omme la solution d'une E.D.S. ave
 sauts, non lin�eaire.Nous exploiterons 
ette interpr�etation probabiliste dans deux dire
tions: dans un premier temps, nousnous int�eressons �a la r�egularit�e et �a la positivit�e des solutions, et dans un se
ond temps �a la r�esolutionnum�erique de l'�equation.3.1 R�egularit�e et positivit�eNous �etudions pour 
ommen
er la r�egularit�e des solutions.3.1.1 R�egularit�eRemarquons tout d'abord que le pouvoir r�egularisant des 
ollisions ne s'applique instantan�ement �a Qtque dans le 
as sans 
uto� (
'est �a dire sous l'hypoth�ese (3.5)). On peut e�e
tivement d�emontrer quedans le 
as ave
 
uto� (
'est �a dire sous l'hypoth�ese (3.4)), les singularit�es de la 
ondition initiale Q0persistent en tout temps. Nous traiterons i
i le 
as bi-dimensionnel, 
ar le 
as tri-dimensionnel pose degrosses diÆ
ult�es (voir se
tion 3.2 
i dessous).Nous utilisons dans [115℄ le 
al
ul de Malliavin pour pro
essus �a sauts de Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od [17℄et l'interpr�etation probabiliste de Tanaka [103℄ a�n d'�etendre �a la dimension 2 les r�esultats de Graham-M�el�eard [54℄. Bien sûr, il faut travailler un peu, 
ar Bi
hteler-Gravereaux-Ja
od traitent le 
as d'E.D.S. �asauts standard, alors qu'on doit �etudier une E.D.S. non lin�eaire: les 
oeÆ
ients qui dirigent notre E.D.S.d�ependent de la loi de sa solution. Nous obtenons (voir [115℄, Theorems 3.1, 3.2, 3.3):Th�eor�eme 12 Supposons que la 
ondition initiale Q0 est une probabilit�e sur R2 qui admet un momentd'ordre 2, et n'est pas une masse de Dira
. La se
tion eÆ
a
e � est Maxwellienne, et s'�e
rit � = �0+�1,o�u �1 � 0 est paire sur [��; �℄nf0g, et il existe k0 > 0, �0 2 (0; �), et r 2 (1; 3) tels que �0(�) = k0j�jr 11j�j��0.On suppose aussi que R �0 �2�(�)d� <1. Alors l'�equation de Boltzmann 2D spatialement homog�ene admetune solution fQtgt�0 ave
 
ondition initiale Q0. De plus, Qt a une densit�e f(t; v) d�es que t > 0.Si on suppose de plus que Q0 admet des moments de tout ordre et que ��� sin �1+
os � ��� 11j�j2[�=2;�℄ 2 \p�1Lp(�(�)d�),alors pour tout t > 0, f(t; :) est de 
lasse C1(R2 ), et f est de 
lasse C0((0;1)� R2 ).Remarquons que le meilleur r�esultat pr�ealable de 
e type avait �et�e obtenu par Desvillettes [33℄. Il obtenaitune r�egularit�e de type H1 au lieu de C1. Remarquons que dans le 
adre unidimensionel, Desvillettes[32℄ obtenait, par 
ontre, une r�egularit�e C1.La 
ondition \Q0 n'est pas une masse de Dira
" est n�e
essaire, puisque si toutes les parti
ules ont la19



même vitesse �a t = 0, alors elle ne se 
ognent jamais, et don
 Qt = Q0 pour tout t.L'intuition de 
e r�esultat est relativement simple. Consid�erons don
 le pro
essus fVtgt�0 pr�e
�edemmentasso
i�e �a l'�equation de Boltzmann. Consid�erons le 
as le plus d�eg�en�er�e, o�u Q0 = 12Æv0 + 12Æv1 , ave
v0 6= v1 deux ve
teurs de R2 . Puisque nous sommes dans le 
adre sans 
uto�, on sait que V 
hoqueinstantan�ement une autre parti
ule dont la vitesse est pro
he de v1, ave
 un angle de d�eviation � 
hoisial�eatoirement suivant une loi �a densit�e (donn�ee essentiellement par �0). Les 
ontraintes de 
onservationd'�energie et de quantit�e de mouvement ne permettent d'obtenir, apr�es 
ette premi�ere 
ollision, qu'unedensit�e sur un 
er
le pour la loi de Vt. (Tout simplement 
ar Vt est le v0 de la formule (3.3), obtenu enrempla�
ant v par Vt� et v� par v1). Mais une deuxi�eme 
ollision va permettre �a notre pro
essus d'avoirun se
ond saut, di�us sur un 
er
le dont le 
entre est di��erent du pr�e
�edent. Don
 Vt va avoir une densit�esur R2 . Le pro
essus de r�egularisation C1 est bien sûr plus d�eli
at �a expliquer rapidement.Notons juste que le 
as bidimensionnel parâ�t (et se r�ev�ele) bien plus diÆ
ile que le 
as unidimensionnel,puisque en gros, un saut fournit dire
tement une densit�e �a V dans le 
as 1D, alors qu'il en faut plusieursdans des dire
tions di��erentes dans le 
as 2D. N�eanmoins, notre preuve repose sur une adaptation de
elle de Graham-M�el�eard [54℄.Nous avons tent�e de g�en�eraliser 
e r�esultat au 
as non Maxwellien dans [127℄, en utilisant la te
hniqued�evelopp�ee dans la sous-se
tion 2.2.1. Nous obtenons un r�esultat que nous n'�enon
erons pas i
i en touteg�en�eralit�e, mais qui 
ontient le 
as suivant (voir [127℄ Theorem 2.8).Th�eor�eme 13 Supposons que la 
ondition initiale est une probabilit�e sur R2 qui admet des momentsde tout ordre, et n'est pas une masse de Dira
. Supposons que la se
tion eÆ
a
e est de la forme�(jv � v�j; �) =  (jv � v�j)=j�j�, ave
 � 2 [1; 2), ave
  minor�ee, major�ee, de 
lasse C2, ave
  0 et 00 �a 
roissan
e au plus polynomiale. Alors l'�equation de Boltzmann 2D spatialement homog�ene admetune solution fQtgt�0 ave
 
ondition initiale Q0. De plus, Qt a une densit�e f(t; v) d�es que t > 0.Ce r�esultat n'est pas tr�es puissant, mais le 
as non Maxwellien parâ�t tr�es d�eli
at. Ce
i est li�e au fait quedans le 
hapitre 2, la plupart des pro
essus de saut que nous �etudions ont un taux de saut ind�ependantde la position, 
e qui revient i
i �a dire que la se
tion eÆ
a
e est ind�ependante des vitesses. L'adaptationdes m�ethodes de [141℄ (voir Th�eor�eme 11 
i-dessus) ne semble pas imm�ediate.3.1.2 Positivit�eNous souhaitons maintenant �etudier la positivit�e de la solution. Dans le 
as ave
 
uto�, Pulvirenti-Wennberg [95℄ obtiennent des minorations par des gaussiennes (Maxwelliennes). De tels r�esultats, outreleur int�erêt propre, permettent de minorer le taux de produ
tion d'entropie, et don
 de 
ontrôler la vitessede 
onvergen
e �a l'�equilibre, 
e qui est une question parti
uli�erement importante.Malheureusement, nous ne pourrons traiter, dans le 
as sans 
uto�, que la positivit�e de la solution.Consid�erons pour 
ommen
er le 
as unidimensionnel (mod�ele de Ka
). Dans [118℄, nous utilisons lam�ethode brutale d�evelopp�ee dans la sous-se
tion 2.2.3 (voir [116℄), et l'hypoth�ese de forte non-d�egeneres
en
ese traduit par une se
tion eÆ
a
e tr�es explosive, �a savoir R �0 ��(�)d� =1 (mais nous supposons toujoursR �0 �2�(�)d� < 1. Nous utilisons ensuite la m�ethode de [121℄ (voir sous-se
tion 2.2.4) et l'hypoth�eses'�e
rit R �0 �(�)d� = 1 mais R �0 ��(�)d� < 1. Les deux r�esultats sont 
ompl�ementaires, et on obtient�nalement (voir [118℄ Theorem 1.5 et [121℄ Theorem 5.4)Th�eor�eme 14 Supposons que la 
ondition initiale est une probabilit�e sur R qui admet un moment d'ordre2, et n'est pas une masse de Dira
 en 0. La se
tion eÆ
a
e � est Maxwellienne, et s'�e
rit � = �0+�1, o�u�1 � 0 est paire sur [��; �℄nf0g, et il existe k0 > 0, �0 2 (0; �), et r 2 (1; 3) tels que �0(�) = k0j�jr 11j�j��0.On suppose aussi que R �0 �2�(�)d� < 1. Alors on sait par Graham-M�el�eard [54℄ que l'�equation de Ka
(\
ari
ature" unidimensionnelle de l'�equation de Boltzmann) spatialement homog�ene admet une solutionfQtgt�0 ave
 
ondition initiale Q0, et que Qt a une densit�e f(t; v) d�es que t > 0. Il existe une fon
tion20



g(t; v) sur (0;1)�R, 
ontinue en v, stri
tement positive partout, telle que pour tout t > 0, pour presquetout v, f(t; v) � g(t; v).Ces r�esultats sont relativement satisfaisants, puisqu'ils montrent que la m�ethode d�evelopp�ee dans [116℄est raisonnable (
e qui n'�etait pas 
lair a priori).En�n, nous parvenons dans [120℄ �a traiter le 
as de l'�equation de Boltzmann 2D sous l'hypoth�eseR �0 ��(�)d� =1, mais ave
 une restri
tion suppl�ementaire: la 
ondition initiale Q0 doit avoir un supportsuÆsamment grand (voir [120℄ Theorem 1.5 pour un �enon
�e pr�e
is): le Th�eor�eme 14 est en
ore vrai endimension 2 si r � 2 et si, par exemple, Z2 � supp Q0. Notons que nous ne sommes pas parvenus�a g�en�eraliser la m�ethode de [116℄ �a la dimension plus grande que 1, sauf dans 
e 
adre parti
ulier del'�equation de Boltzmann.Ces r�esultats semblent être les premiers dans 
ette dire
tion, dans le 
as sans 
uto�, et l'utilisation du
al
ul des variations sto
hastiques est bien sûr agr�eable pour des probabilistes.3.2 R�esolution num�eriqueNous nous int�eressons maintenant �a la r�esolution num�erique de l'�equation de Boltzmann. Nous util-isons quasiment syst�ematiquement le r�esultat puissant de Graham-M�el�eard [53℄, qui fournit une preuveet une vitesse de 
onvergen
e de syst�emes parti
ulaires sto
hastiques vers la solution de l'�equation deBoltzmann ave
 
uto�. Il ne reste don
 plus qu'�a �etudier la 
onvergen
e de l'�equation ave
 
uto� versl'�equation sans 
uto�, en donnant des vitesses de 
onvergen
e, et �a regrouper les deux r�esultats. Rap-pelons don
 tout d'abord le r�esultat de Graham-M�el�eard [53℄, dans un 
adre adapt�e �a nos pr�eo

upations.Consid�erons une se
tion eÆ
a
e �(jv � v�j; �), born�ee dans L1 par une 
onstante � (i.e. RS2 �(jv �v�j; �)d� � �), et une distribution initiale Q0. Consid�erons un nombre �ni n 2 N� de parti
ules. Con-sid�erons ensuite le pro
essus de Markov (V 1;nt ; :::; V n;nt )t�0, �a valeurs dans (R3 )n, de loi initiale Q
n0 , etde g�en�erateur Ln donn�e, pour � : (R3 )n 7! R suÆsamment r�eguli�ere, et pour v = (v1; :::; vn) 2 (R3 )n, parLn�(v) = 1n X1�i 6=j�n ZS2 �(�; jvi � vj j)��(v0ij)� �(v)	 d�; (3.8)o�u v0ij = (v1; :::; vi�1; v0i; vi+1; :::; vj�1; v0j ; vj+1; :::; vn), ave
 v0i et v0j donn�es par (3.3) en rempla�
ant v etv� par vi et vj . Remarquons que 
e pro
essus n'est autre qu'une 
hâ�ne de Markov �a temps 
ontinu et �ataux de saut born�e, et don
 on peut le simuler exa
tement. Ce pro
essus d�e
rit l'�evolution des vitessesde n parti
ules interagissant suivant la dynamique de l'�equation de Boltzmann.Th�eor�eme 15 (Graham-M�el�eard [53℄) Consid�erons une se
tion eÆ
a
e �(jv � v�j; �) born�ee dansL1 par une 
onstante �, et une distribution intiale Q0. Notons Qn = 1nPni=1 ÆV i;n la mesure empiriqueasso
i�ee au syst�eme de parti
ules (V 1;nt ; :::; V n;nt )t�0. Alors pour tout T , Qn 
onverge en probabilit�e versune mesure Q sur D ([0; T ℄;R3 ), ave
 un taux major�e par qK exp(�T )n . Cette mesure Q est la loi d'unpro
essus Markovien non lin�eaire fVtgt�0, dont la famille de marginales Qt = L(Vt) est solution del'�equation de Boltzmann ave
 
ondition initiale Q0 et se
tion eÆ
a
e �.Graham-M�el�eard obtiennent aussi des r�esultats de propagation de 
haos. Dans [120℄, nous obtenonsessentiellement le r�esultat suivant (voir [120℄ Theorem 5.5).Th�eor�eme 16 Consid�erons une se
tion eÆ
a
e Maxwellienne �(�), satisfaisant R �0 �2�(�)d� <1. Con-sid�erons une suite �l de se
tion eÆ
a
es tronqu�ees, 
onvergeant vers � (par exemple �l(�) = �(�)11fj�j�1=lg).Soit �l = RS2 �l(�)d�. Consid�erons une suite fl(n)gn�1, �a valeurs enti�eres, divergeant vers l'in�ni, telleque exp(�l(n)) = o(n): (3.9)21



Consid�erons en�n le syst�eme de n parti
ules asso
i�e �a la se
tion eÆ
a
e �l(n), et posons Qn = 1nPni=1 ÆV i;n .Alors pour tout T , Qn 
onverge en probabilit�e vers une mesure Q sur D ([0; T ℄;R3 ). Cette mesure Q est laloi d'un pro
essus Markovien non lin�eaire fVtgt�0, dont la famille de marginales Qt = L(Vt) est solutionde l'�equation de Boltzmann (3D) ave
 
ondition initiale Q0 et se
tion eÆ
a
e �.La seule r�eelle diÆ
ult�e de 
e travail est d'�etudier la 
onvergen
e de la solution ave
 
uto� vers la solu-tion sans 
uto�. Le 
as de la dimension 3 est r�eellement diÆ
ile, pour la raison suivante: quand deuxparti
ules v et v� se 
hoquent, il faut 
hoisir (arbitrairement) un rep�ere orthonorm�e (I(v � v�); J(v �v�); (v � v�)=jv � v�j), puis 
hoisir au hasard un angle � et un angle ', et en�n 
hoquer v et v� suivantle param�etre d'impa
t � 2 S2 dont les 
oordonn�ees sph�eriques dans le rep�ere 
hoisi sont � et '. Or ilest manifestement impossible de trouver deux appli
ations 
ontinues I et J de R3 dans R3 telles quepour tout X dans R3 , (I(X)=jX j; J(X)=jX j; X=jX j) soit un rep�ere orthonorm�e. Don
 les 
oeÆ
ients lel'E.D.S. que nous traitons sont irr�eguliers, et nous sommes oblig�es de travailler... Notons que 
e probl�emen'apparâ�t pas en dimension deux.Nous nous sommes aussi int�eress�es au 
as non Maxwellien. Nous n'avons �etudi�e que le 
as de la dimension2. Nous obtenons les r�esultats suivants ([124℄, Theorems 3.4 et 4.1).Th�eor�eme 17 Consid�erons une se
tion eÆ
a
e �(v; v�; �) =  (jv�v�j)B(�), o�u B est paire sur [��; �℄,et satisfait R �0 �B(�)d� < 1, et  est born�ee et lo
alement Lips
hitzienne. Consid�erons une 
onditioninitiale Q0 admettant un moment d'ordre 2.1) Alors on peut 
onstruire un pro
essus de Markov non lin�eaire fVtgt�0 asso
i�e �a l'�equation de Boltzmann2D (i.e. dont le g�en�erateur est donn�e par (3.7)).2) On peut 
onstruire, en suivant les id�ees du th�eor�eme pr�e
�edent une suite de syst�emes de parti
ulesdont les mesures empiriques Qn sont tendues, et dont les valeurs d'adh�eren
e sont solutions de l'�equationde Boltzmann 2D (o�u plutôt sont les lois de pro
essus reli�es �a l'�equation de Boltzmann 2D).Nous avons propos�e une m�ethode alternative au probl�eme non Maxwellien sans 
uto� dans [123℄. En�n,nous avons montr�e un r�esultat de type th�eor�eme de la limite 
entrale dans pour le 
as 2D Maxwellienave
 
uto� (voir [122℄, Theorem 5.4).3.3 Perspe
tivesIl reste une multitude de probl�emes ouverts 
on
ernant l'�equation de Boltzmann, ne serait-
e que 
on
er-nant l'existen
e et l'uni
it�e de solutions et leur 
omportement en temps long. Nous ne parlerons 
i-dessousque de probl�emes o�u l'appro
he probabiliste peut être utile.R�egularisation: est-il possible d'�etendre au 
as 3D non Maxwellien les r�esultats du Th�eor�eme 12? Ce
iparâ�t tr�es d�eli
at, �a 
ause du probl�eme d'irr�egularit�e des 
oeÆ
ients (en dimension 3 et pour des poten-tiels non Maxwelliens). Peut-on obtenir des minorations Gaussiennes (Maxwelliennes) de la solution?Probl�eme inhomog�ene: le 
as inhomog�ene en espa
e est nettement moins 
lair du point de vue probabiliste,puisque les vitesses de deux parti
ules qui se 
ognent ne sont plus ind�ependantes, mais ind�ependantes
onditionnellement au fait qu'elles aient la même position. Peut-on n�eanmoins trouver une repr�esentationprobabiliste utilisable?Uni
it�e et 
onvergen
e �a l'�equilibre: revenons au 
as homog�ene. Le seul r�esultat d'uni
it�e 
on
ernantl'�equation sans 
uto� est dû �a Tos
ani-Villani [105℄, et traite du 
as Maxwellien. Leur preuve est rel-ativement probabiliste. Nous esp�erons g�en�eraliser 
e r�esultat au 
adre non Maxwellien, �a l'aide d'une
ompr�ehension probabiliste du probl�eme. De même, la 
onvergen
e �a l'�equilibre pour l'�equation sans
uto� non Maxwellienne doit pouvoir se d�emontrer �a l'aide d'arguments probabilistes, sans utiliser laprodu
tion d'entropie. 22



Chapitre 4Equations de 
oagulation-fragmentationLes ph�enom�enes de 
oagulation et fragmentation interviennent dans des domaines vari�es: physique(a�erosols, fum�ee, sprays,...), astrophysique (formation des plan�etes et galaxies), 
himie (polym�eres), etbiologie (dynamique des populations, h�ematologie). Consid�erons le 
as de la polym�erisation pour in-troduire le mod�ele. Consid�erons un syst�eme in�ni de parti
ules 
ara
t�eris�ees par leurs masse i 2 N� .Supposons que le syst�eme est homog�ene en espa
e. La masse (ou taille) d'une parti
ule repr�esente lenombre de monom�eres (ou atomes) qu'elle 
ontient. On suppose que deux parti
ules de masses i et jpeuvent s'aggreger, ave
 un taux K(i; j) = K(j; i) � 0, pour donner une parti
ule de masse i+j. D'autrepart, une parti
ule de masse i + j peut se fragmenter en deux parti
ules de masses i et j ave
 tauxF (i; j) = F (j; i) � 0. On s'int�eresse �a l'�evolution au 
ours du temps de 
 = f
i(t)gt�0;i2N�, o�u 
i(t) � 0est la 
on
entration (i.e. le nombre par unit�e de volume) de parti
ules de masse i �a l'instant t. Onobtient alors, en faisant le bilan des apparitions et disparitions de parti
ules de taille i, (par 
oales
en
eou fragmentation), que 
 satisfait le syst�eme in�ni d'�equations di��erentielles:�t
i(t) = 12 i�1Xj=1 nK(j; i� j)
j(t)
i�j(t)� F (j; i� j)
i(t)o� 1Xj=1 nK(i; j)
i(t)
j(t)� F (i; j)
i+j(t)o; i 2 N� ; t � 0: (4.1)Il existe aussi un mod�ele 
ontinu, o�u 
haque parti
ule a une masse x 2 (0;1) (par exemple, dans le 
asde gouttelettes, il n'y a au
une raison de supposer que les masses sont enti�eres). Alors, si 
(t; x) � 0repr�esente la 
on
entration (in�nit�esimale) de parti
ules de masse x, alors 
 satisfait l'�equation int�egro-di��erentielle:�t
(t; x) = 12 Z x0 nK(y; x� y)
(t; y)
(t; x� y)� F (y; x� y)
(t; x)ody� Z 10 nK(x; y)
(t; x)
(t; y) � F (x; y)
(t; x+ y)ody; x 2 (0;1); t � 0: (4.2)I
i, les fon
tions K et F de (0;1)2 dans R+ sont suppos�ees sym�etriques.On peut aussi 
onsid�erer une version mesure de 
es �equations, qui regroupe les mod�eles 
ontinus et dis-
rets. Nous renvoyons �a Drake [38℄, Aldous [5℄ et Lauren�
ot-Mis
hler [69℄ pour des arti
les de revue surle sujet.Avant d'exposer nos travaux, d�e
rivons le mod�ele de Mar
us-Lushnikov [78, 76℄. C'est en quelque sortele mod�ele 
orrespondant au 
as o�u un nombre �ni de parti
ules s'aggr�egent. Supposons qu'il n'y a pasde fragmentation (F � 0), et 
onsid�erons un syst�eme initial de n parti
ules, de masses (dis
r�etes ou 
on-tinues) x1; :::; xn. Soit mn = x1 + ::: + xn la masse totale initiale. On suppose alors que, �a tout instant,
haque paire de parti
ules (de masses xk; xl) s'aggr�ege pour donner une unique parti
ule de masse xk+xlave
 un taux exponentiel de param�etre K(xk; xl)=2mn. D�e
rivons ensuite 
e syst�eme de parti
ules parla mesure empirique �nt = m�1n Pn(t)i=1 Æxi(t), o�u n(t) est le nombre de parti
ules pr�esentes �a l'instant t, etx1(t); :::; xn(t)(t) sont leurs masses. Il a �et�e d�emontr�e r�e
emment (voit J�eon [61℄, Norris [86℄) que sous deshypoth�eses ad�equates sur K (essentiellement K(x; y)=y ! 0 quand y tend vers l'in�ni pour tout x), �nt
onverge dans un 
ertain sens vers la solution 
 de l'�equation de 
oagulation (4.1) (si les masses initiales23



sont dis
r�etes) ou (4.2) (sinon), si la 
ondition initiale 
onverge, lorsque le nombre de parti
ules n tendvers l'in�ni.Le pro
essus de Mar
us-Lushnikov fournit bien sûr une m�ethode num�erique de r�esolution des �equationsde 
oagulation, et peut être naturellement �etendu au 
as de la fragmentation.Dans 
e 
hapitre, nous nous int�eressons d'abord �a l'interpr�etation probabiliste de 
es �equations. Nous�etudions ensuite les probl�emes de r�esolution num�erique, et en�n, le 
omportement des solutions en tempsgrand.4.1 Interpr�etation probabilisteNous souhaitons adapter au 
as des �equations de 
oagulation-fragmentation l'interpr�etation probabilistede Tanaka [103℄ 
on
ernant l'�equation de Boltzmann.4.1.1 Conservation de la masse et gelA�n de 
onstruire une interpr�etation probabiliste de 
es �equations, on utilise une estimation a priori fon-damentale asso
i�ee aux �equations (4.1) et (4.2): la 
onservation de la masse. Cette 
onservation s'�e
ritPi�1 i
i(t) =Pi�1 i
i(0) = 1 ou R10 x
(t; x) = R10 x
(0; x) = 1 pour tout t � 0. Cette quantit�e ne vautbien sûr pas 1 en g�en�eral, mais un 
hangement de temps et de noyaux permet de s'y ramener.Il est bien 
onnu que 
ette 
onservation est fausse si le noyau de 
oagulation K est trop explosif. On aessentiellement les estimations suivantes, au moins dans le 
as o�u F = 0 :(i) si K(x; y) � C(1 + x+ y), alors la masse est 
onserv�ee pour tout t � 0;(ii) si K(x; y) � C(x�y� + x�y�) ave
 � = �+ � > 1, alors il y a gelation, i.e. apparition d'une parti
ulede masse in�nie, 
e qui se traduit par une d�e
roissan
e de la masse �nie: dans le 
as dis
ret par exemple,Tgel = inf8<:t > 0; Xi�1 i
i(t) < 19=; <1: (4.3)Ce ph�enom�ene, 
onnu heuristiquement depuis bien longtemps, a �et�e r�e
emment d�emontr�e par J�eon [61℄,puis Es
obedo-Mis
hler-Perthame [47℄.4.1.2 Coagulation seuleNous traitons dans [126℄ le 
as o�u il n'y a que de la 
oales
en
e (F = 0). PosonsQt(dx) =Pi�1 i
i(t)Æi(dx)(dans le 
as dis
ret) ou Qt(dx) = x
(t; x)dx (dans le 
as 
ontinu). Alors Qt est a priori une mesure deprobabilit�e sur (0;1) pour 
haque t � 0, ou au moins pour 
haque t � Tgel. Comme dans le 
as del'�equation de Boltzmann, on peut don
 
onsid�erer l'�evolution de la masse d'une parti
ule typique, ouplutôt de la masse de la parti
ule 
ontenant un atome typique. Nous d�e�nissons et 
onstruisons, dans le
as o�u il n'y a pas de fragmentation, un pro
essus de Markov (Xt)t�0, 
roissant et �a valeurs dans (0;1),solution d'une E.D.S. non lin�eaire 
onduite par une mesure de Poisson, dont le g�en�erateur �a l'instantt � 0 est donn�e, pour x 2 (0;1), � : (0;1) 7! R,Lt�(x) = Z 10 n�(x + y)� �(x)oK(x; y)y Qt(dy); (4.4)o�u Qt est la loi de Xt. Voir [126℄ De�nition 2.8. Nous obtenons les r�esultats suivants (voir [126℄ Theorem3.1, Proposition 2.9). 24



Th�eor�eme 18 Soit Q0 une probabilit�e sur (0;1) admettant un moment d'ordre 2. Supposons que F = 0et que K est lo
alement Lips
hitzien et sym�etrique sur (0;1)2. Posons(i) si K(x; y) � C(1 + x+ y), T0 =1,(ii) si K(x; y) � C(1 + x+ y + xy), T0 = 1=C(1 + R xQ0(dx)).Alors il existe un pro
essus de Markov fXtgt2[0;T0), 
�adl�ag, 
roissant, �a valeurs dans (0;1), de g�en�erateurLt donn�e par (4.4).Notons Qt = L(Xt) pour t < T0. Alors �t(dx) = x�1Qt(dx) satisfait une formulation mesure del'�equation de 
oagulation regroupant les 
as (4.1) et (4.2) (ave
 F = 0).Nous montrons dans [130℄ Propositions 3.4 et 3.5 que si Q0 est dis
r�ete (i.e. que son support est in
lusdans N� ) alors Qt est dis
r�ete pour tout t, de sorte qu'on obtient une vraie solution de (4.1). Nousmontrons aussi que si K(x; y) � C(1 + x + y), si R x�1Q0(dx) < 1, et si Q0 est absolument 
ontinue(i.e. admet une densit�e), alors Qt est aussi absolument 
ontinue pour tout t, de sorte qu'on obtient unevraie solution de (4.2).Remarquons aussi qu'on aurait pu traiter l'existen
e globale (i.e. jusqu'�a t = 1) dans le 
as ave
 gel.En e�et, il aurait suÆt d'ajouter un point 
imeti�ere f1g �a l'espa
e d'�etats de X .Cette interpr�etation probabiliste donne une dimension sup�erieure aux �equations 4.1 et 4.2, puisqu'elle
ontient une information historique des parti
ules. Nous donnons dans [126℄ quelques appli
ations (nom-bre de 
oales
en
es subies par une parti
ule, temps de gel sto
hastique).On �etudie aussi dans [126℄, le lien entre le pro
essus fXtgt�0 et le pro
essus de Mar
us-Lushnikov d�e
ritdans l'introdu
tion de 
e Chapitre (voir [126℄ Theorem 6.5).Th�eor�eme 19 Pla�
ons nous dans le 
as dis
ret (i.e. supposons que supp Q0 � N�), et supposons queK(x; y) � C(1 + x + y). Supposons que Q0(dx) = x�0(dx) admet un moment d'ordre 3. Consid�eronsle pro
essus de Markov fXtgt�0 pr�e
�edemment 
onstruit. Consid�erons aussi un pro
essus de Mar
us-Lushnikov, dans lequel on a 
hoisi un atome au hasard, et appelons fFn1 (t)gt�0 l'�evolution de la taillede la parti
ule 
ontenant 
et atome au 
ours du temps. Alors, si la 
ondition initiale du pro
essus deMar
us-Lushnikov 
onverge vers �0 dans un 
ertain sens, fFn1 (t)gt�0 
onverge en loi, dans D ([0;1);N� ),vers fXtgt�0.Ce
i 
on�rme la validit�e physique de notre pro
essus fXtgt�0.4.1.3 Coagulation et fragmentation explosiveDans [130℄, on 
omplique un peu le mod�ele, en 
onsid�erant aussi de la fragmentation, �eventuellementsuÆsamment forte pour qu'il apparaisse des parti
ules de masse nulle. Ce ph�enom�ene a �et�e �etudi�een d�etail par Bertoin [16℄, voir aussi Haas [55℄, dans le 
adre de fragmentation pure. Dans le 
as defragmentations binaires, Bertoin et Haas n'ont 
onsid�er�e que des noyaux de fragmentation du typeF (y; x � y) = �(x)�(y=x), pour 
ertaines fon
tions � : (0;1) 7! (0;1) et � : (0; 1) 7! (0;1). Ilfaut alors r�e�e
rire le terme de 
oagulation de mani�ere �a prendre en 
ompte 
es parti
ules de masse nulle.Nous nous int�eressons au probl�eme de l'existen
e, et de quelques propri�et�es qualitatives.Le probl�eme qui nous int�eresse i
i est de traiter le 
as o�u F n'est pas for
�ement int�egrable, au sens o�uR x0 F (y; x�y)dy peut �eventuellement diverger. Ce
i signi�e que 
haque parti
ule peut subir une in�nit�e defragmentations sur un intervalle de temps 
ompa
t, �a 
ondition bien sûr que le taux in�ni de fragmentation
on
erne les fragmentations o�u les parti
ules perdent tr�es peu de masse. On 
onsid�ere don
 la fon
tion (x) = 1x R x0 y(x� y)F (y; x� y)dy, qui repr�esente le taux de perte de masse d'une parti
ule de masse x.Au lieu de 
onsid�erer l'�equation de 
oagulation-fragmentation (4.2), nous �e
rivons l'�equation sous formefaible satisfaite par Qt(dx) = x
(t; x)dx, qui a le m�erite de bien prendre en 
ompte les parti
ules de massenulle: la proportion de masse sous forme de parti
ules de masse nulle est simplement Qt(f0g). Notons25



que Qt(f0g) > 0 permet de d�e�nir rigoureusement le fait que 
(t; 0) est suÆsamment in�ni pour que0� 
(t; 0) > 0. Nous obtenons, dans [130℄ (Theorem 3.2), le r�esultat suivant.Th�eor�eme 20 Soit Q0 une probabilit�e sur [0;1) (ave
 �eventuellement Q0(f0g) > 0). Supposons quele taux de 
oagulation K est sym�etrique, 
ontinu, et satisfait K(x; y) � C(1 + x + y). Le noyau defragmentation F est 
ontinu, sym�etrique, la fon
tion  est 
ontinue,  (0) = 0 (
e qui signi�e justequ'une parti
ule de masse nulle n'a pas le droit de se fragmenter), et  (x) � C(1 + xp), pour un 
ertainp 2 N� . En�n, Q0 admet un moment d'ordre p+1. Alors, sous une hypoth�ese te
hnique anodine sur  , onpeut 
onstruire un pro
essus de Markov 
�adl�ag fXtgt�0 �a valeurs dans [0;1), solution d'une E.D.S. nonlin�eaire 
onduite par une mesure de Poisson, et dont la famille de lois marginales Qt = L(Xt) satisfaitl'�equation sous forme faible: pour tout � : [0;1) 7! R suÆsamment r�eguli�ere,Z Qt(dx)�(x) = Z Q0(dx)�(x) + Z t0 ds Z Qs(dx) Z x0 dy[�(x � y)� �(x)℄x � yx F (y; x� y)+ Z t0 ds Z Qs(dx) Z Qs(dy)�(x + y)� �(x)y K(x; y)11fy>0g + Z t0 ds Z Qs(dx)K(x; 0)Qs(f0g): (4.5)L'�equation (4.5) est obtenue par un passage �a la limite rigoureux dans des �equations de 
oagulation-fragmentation standard, i.e. ave
 Q0(f0g) = 0 et ave
 F born�e.Remarquons que le terme suppl�ementaire (le dernier dans (4.5)) exprime la 
oales
en
e 
ontinue de par-ti
ules de masse nulle sur une parti
ule de masse x ave
 taux K(x; 0), et proportionnellement �a Qt(f0g).Notre mod�ele permet la pr�esen
e de parti
ules nulles soit par
e qu'elles ont �et�e produites par la fragmen-tation, soit par
e qu'elles �etaient d�ej�a l�a �a l'instant t = 0.Nous pouvons essentiellement regrouper les r�esultats de [130℄ en deux parties. Tout d'abord quelquesr�esultats 
on
ernant l'apparition ou la disparition de parti
ules de masse nulle (voir [130℄ Proposition 3.6,3.7, 3.8, 3.9, 3.11).Proposition 21 Consid�erons le pro
essus de Markov fXtgt�0 
onstruit au Th�eor�eme 20 et la solutionfQtgt�0 de (4.5) asso
i�ee.(i) Si K(0; 0) > 0 et, par exemple, F est born�ee, alors même si Q0(f0g) = 1, Qt(f0g) = 0 pour toutt > 0.(ii) Si F = 0 et K � 1, nous avons un r�esultat d'uni
it�e et des expressions expli
ites pour fQtgt�0 etfXtgt�0.(iii) Si K(x; y) � Cxy et  (x) � �x
 pour 
ertains � > 0, 
 2 (0; 1), alors même si Q0(f0g) = 0,Qt(f0g) > 0 pour tout t > 0. De plus, l'appli
ation t 7! Qt(f0g) est 
roissante et tend vers 1 quand ttend vers l'in�ni.(iv) Si K(x; y) � x
 + y
, et que  (x) � �x
 , pour un 
ertain 
 2 (0; 1), alors, si � > 4=(1 � 
),lim inft!1 t�1 Z t0 Qs(f0g)ds > 0.En utilisant des te
hniques de moments, nous sommes parvenus �a am�eliorer le r�esultat de la Proposition21-(i) de la mani�ere suivante.Remarque 22 Consid�erons le pro
essus de Markov fXtgt�0 
onstruit au Th�eor�eme 20 et la solutionfQtgt�0 de (4.5) asso
i�ee. Supposons que F est born�ee, et que K(x; y) > �(x
 + y
), pour un 
ertain� > 0 et un 
ertain 
 2 [0; 1). Alors même si Q0(f0g) = 1, Qt(f0g) = 0 pour tout t > 0.Ce dernier r�esultat est relativement surprenant, puisqu'il montre que même si a l'instant 0, les parti
ulesont toutes une masse nulle, et si K(0; 0) = 0, le pro
essus Xt peut d�e
oller.Nous obtenons ensuite un r�esultat de r�egularisation, en utilisant la m�ethode de [128℄ (voir [130℄ Proposi-tion 3.2). 26



Th�eor�eme 23 Consid�erons le pro
essus de Markov fXtgt�0 
onstruit au Th�eor�eme 20 et la solutionfQtgt�0 de (4.5) asso
i�ee.Supposons que K(x; y) � C[xy ^ (1 + x + y)℄, et que F est de la forme F (x; y) = �(x)�(y=x), pour
ertaines fon
tions � sur [0;1) et � sur (0; 1). Si R 10 �(�)d� = 1 et si x 7! x�(x) est d�e
roissante sur(0;1), alors pour tout t > 0, Qt(dx) est absolument 
ontinue par rapport �a Æ0(dx) + dx, même si Q0 estsinguli�ere.Ce r�esultat d�emontre l'id�ee intuitive suivante: le taux de fragmentation �etant in�ni, 
haque parti
ule sefragmente imm�ediatement, en deux parti
ules dont la loi est di�use. Don
 pour tout t > 0, la loi de Xta une densit�e, 
onditionnellement �a 
e que Xt 6= 0.Ce dernier r�esultat est assez restri
tif, toujours pour les mêmes raisons (voir Chapitre 2), 
'est �a direpar
e que le taux de fragmentation x�(x) d�epend de la masse x de la parti
ule. Mais il est tout de mêmeint�eressant de voir que la m�ethode d�evelopp�ee dans [128℄ peut s'appliquer �a des situations physiques, 
equi n'�etait pas 
lair a priori.4.2 Simulation et limites hydrodynamiquesNous nous int�eressons maintenant au probl�eme de la r�esolution num�erique des �equations (4.1) et (4.2),et �a la 
onvergen
e de syst�emes �nis de parti
ules al�eatoires en intera
tion vers les solutions.4.2.1 Un algorithme de simulation exa
teNous 
onsid�erons dans [133℄ le 
as de la 
oagulation seule (F = 0) dis
r�ete ou 
ontinue. Nous ned�etaillerons pas i
i les algorithmes (voir [133℄ Algorithms 1 et 2). Nous obtenons les r�esultats suivants(voir [133℄ Propositions 3.2 et 4.2).Th�eor�eme 24 Supposons don
 que F = 0.1. Pla�
ons-nous dans le 
as dis
ret. Consid�erons une 
ondition initiale f
k(0)gk�1 admettant un momentd'ordre 2 (Pk k2
k(0) <1), et un noyau de 
oagulation K(x; y) � C(x+y). Il existe alors un algorithmede simulation re
ursif tr�es simple (et sans approximation) d'un pro
essus de Markov fXtgt2[0;1), 
�adl�ag,
roissant, �a valeurs dans N� , de g�en�erateur Lt donn�e par (4.4). En parti
ulier, 
(t; k) = P [Xt = k℄=k estsolution de (4.1).2. Le même r�esultat peut être �etendu au 
as 
ontinu (ave
 un algorithme sensiblement moins simple), sipar exemple K(x; y) � C(1 + x + y), et si R (1 + x2)
0(x)dx < 1. (Nous autorisons K �a exploser en 0si 
0 satisfait des 
onditions ad�equates).Ce r�esultat est tr�es satisfaisant du point de vue th�eorique: d'une part, il fournit une preuve 
onstru
tiveet imm�ediate d'existen
e de solutions pour (4.1) et (4.2). D'autre part, il est assez peu 
ourant d'obtenirune m�ethode de simulation exa
te pour des ph�enom�enes non lin�eaires. En�n, la preuve de 
onvergen
edes approximations num�eriques est imm�ediate en utilisant la loi des grands nombres usuelle, la vitesseest donn�ee dire
tement par le th�eor�eme 
entral limite usuel, et
...Du point de vue de la simulation, les algorithmes propos�es sont globalement moins puissants que 
eluid'Eibe
k-Wagner [43℄, mais pr�esentent quelques avantages (voir [133℄ Se
tion 5): par exemple, il est pluspr�e
is 
on
ernant le temps petit et les petites parti
ules.Remarquons pour 
on
lure que la m�ethode s'�etend sans au
une diÆ
ult�e au 
adre ave
 fragmentation,dans le 
as dis
ret. Il semble que le 
as de la 
oagulation-fragmentation 
ontinue pose des probl�emes r�eels,puisque notre algorithme dans le 
as 
ontinu repose sur la stru
ture 
roissante des masses de parti
ules.En�n, on ne peut pas atteindre le 
as o�u il y a gel, sauf le 
as o�u K(x; y) = xy, voir [133℄ Remark 4.3pour plus de pr�e
isions. 27



4.2.2 Sur le pro
essus de Mar
us-LushnikovNous nous int�eressons dans [132℄ �a la 
onvergen
e du pro
essus de Mar
us-Lushnikov vers la solution des�equations (4.2) et (4.1), dans le 
as o�u le noyau de 
oagulation est suÆsamment explosif. Rappelons queJ�eon [61℄ et Norris [86℄ ont montr�e que le pro
essus de Mar
us-Lushnikov tend vers la solution de (4.1)ou (4.2) (ave
 F = 0) essentiellement quand limy!1K(x; y)=y = 0. Nous nous int�eressons i
i au 
as ou
ette 
ondition n'est pas satisfaite. Nous obtenons le r�esultat suivant (voir [132℄ Theorem 2.3 pour un�enon
�e dans les 
as dis
ret et 
ontinu).Th�eor�eme 25 Pla�
ons-nous dans le 
as dis
ret pour simpli�er. Supposons que F = 0, et que le noyau de
oagulation satisfait K(x; y) � C(1+x)(1+y). Supposons aussi que pour tout x, l(x) = limy!1K(x; y)=yexiste. Consid�erons un pro
essus de Mar
us-Lushnikov f�nt gt�0 asso
i�e �a une 
ondition initiale �n0 . Sup-posons que f�n0 (fkg)gk�1 
onverge dans un 
ertain sens vers une 
ondition initiale f
0(k)gk�1 satisfaisantPk k
0(k) = 1 et Pk k2
0(k) <1. Alors la suite f�nt (fkg)gk�1;t�0 est 
ompa
te en loi (dans un 
ertainsens). Tout point limite est de la forme f
t(k)gk�1;t�0, et est solution dans un sens faible de l'�equationde Smolu
howski modi��ee:�t
i(t) = 12 i�1Xj=1K(j; i� j)
j(t)
i�j(t)� 1Xj=1K(i; j)
i(t)
j(t)�
i(t)l(i)(1�Xj�1 j
j(t)); i 2 N� ; t � 0: (4.6)L'�equation (4.6) ne di��ere de l'�equation de Smolu
howski (i.e. (4.1) ave
 F = 0) que lorsqu'il y a gel,et que l n'est pas nul, par exemple pour des noyaux de type K(x; y) = xy� + x�y, pour � 2 (0; 1℄. Ledernier terme de (4.6) exprime que les parti
ules �nies (de taille i) sont absorb�ees par la parti
ule in�nie(qui o

upe une proportion 1�Pj�1 j
j(t) de la masse totale) au taux l(i). Contrairement �a l'�equationhabituelle, 
e mod�ele prend don
 en 
ompte une 
ertaine intera
tion entre les parti
ules �nies et in�nies.Ce mod�ele est appel�e mod�ele de Flory dans le 
as o�u K(x; y) = xy, voir Flory [52℄. Notre r�esultat montredon
 que le pro
essus de Mar
us-Lushnikov ne tend pas vers l'�equation de Smolu
howski dans le 
as o�uK(x; y)=y ne tend pas vers 0 quand y tend vers l'in�ni.4.2.3 M�ethode parti
ulaire dans le 
as homog�eneNous souhaitons maintenant proposer une m�ethode parti
ulaire sto
hastique bas�ee sur notre interpr�etationprobabiliste des �equations (4.1) et (4.2). Nous obtenons la même m�ethode qu'Eibe
k-Wagner [43℄, quis'�etaient inspir�es de Babovski [8℄. Cette m�ethode est profond�ement inspir�ee de la fameuse m�ethode deNanbu [85℄ pour l'�equation de Boltzmann, voir aussi Graham-M�el�eard [53℄. Lin�earisons-don
 notre pro-
essus de Markov de g�en�erateur Lt (voir (4.4)), en 
onsid�erant un nombre �ni n 2 N� de parti
ules,
omme dans le 
as de l'�equation de Boltzmann.Pour n 2 N� , 
onsid�erons un pro
essus de Markov (M1;nt ; :::;Mn;nt ), �a valeurs dans (0;1)n, de g�en�erateurLn donn�e, pour m = (m1; :::;mn) 2 (0;1)n et � : (0;1)n 7! R suÆsamment born�ee, parLn�(m) = 1n nXi=1 nXj=1 K(mi;mj)mj [�(mij)� �(m)℄ ; (4.7)o�u mij = (m1; :::;mi�1;mi + mj ;mi+1; :::;mj ; :::;mn). Il est �a noter que 
e pro
�ed�e est beau
oupmoins raisonnable, physiquement, que 
elui de Mar
us-Lushnikov, puisque les intera
tions ne sont passym�etriques: on ajoute la masse de la parti
ule j �a 
elle de la parti
ule i, mais on ne modi�e pas la parti
-ule j. N�eanmoins, 
e syst�eme a le bon goût de 
onserver le nombre de parti
ules au 
ours du temps, alorsque l'algorithme de Mar
us-Lushnikov fait rapidement d�e
roitre le nombre de parti
ules. On s'attenddon
 raisonnablement �a 
e que 
e nouveau pro
�ed�e soit meilleur, pour des temps grands. Voir �a 
e sujet28



l'�etude num�erique d'Eibe
k-Wagner [43℄. Nous obtenons dans [126℄ les r�esultats suivants (voir [43℄ pourd'autres r�esultats de 
onvergen
e) (voir [126℄, Theorem 3.3, Proposition 3.7, Theorem 4.4).Th�eor�eme 26 Supposons que le noyau de 
oagulation satisfait K(x; y) � C(1 + x + y), et 
onsid�eronsune mesure �0 sur (0;1) admettant un moment d'ordre 3, telle que Q0(dx) = x�0(dx) soit une proba-bilit�e. Consid�erons le pro
essus de Markov (M1;nt ; :::;Mn;nt ) de g�en�erateur Ln et de loi initiale Q
n0 .1. La suite de mesures empiriques Qn = 1nPni=1 ÆMi;n est 
ompa
te (en loi), et tout point limite Q est laloi d'un pro
essus de Markov fXtgt�0 de g�en�erateur (4.4). Rappelons que si l'on pose Qt = L(Xt), alors�t(dx) = x�1Qt(dx) est solution faible d'une version mesure des �equations (4.1) et (4.2).2. Dans le 
as dis
ret (i.e. si le support de �0 est in
lus dans N�), alors il y a propagation du 
haos en vari-ation, 
'est �a dire que pour tout k �x�e, pour tout T �x�e, la distan
e en variation entre L(M1;n; :::;Mk;n)et L(M1;n)
 :::
L(Mk;n), en tant que lois de pro
essus sur [0; T ℄, tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni.3. Dans le 
as dis
ret, et si K est born�e, le pro
essus pn(Qn � Q) 
onverge en loi vers un pro
essus
ontinu Gaussien (expli
ite).Tous 
es r�esultats sont tr�es te
hniques, mais reposent sur une ma
hinerie standard, voir les travaux 
on-
ernant l'�equation de Boltzmann de Graham-M�el�eard [53℄ et M�el�eard [80℄. Nos r�esultats de 
onvergen
esont plus traje
toriels que 
eux d'Eibe
k-Wagner [43℄, et le r�esultat de propagation du 
haos et le th�eor�eme
entral limite sont nouveaux.4.2.4 M�ethode parti
ulaire dans le 
as inhomog�eneOn souhaite maintenant prendre en 
ompte les positions des parti
ules, ainsi que leur mouvement. Nousne traiterons que le 
as o�u les parti
ules di�usent dans Rp tout entier. Nous allons �etendre au 
adrede la 
oagulation des id�ees de Graham-M�el�eard [53℄ 
on
ernant l'�equation de Boltzmann. Remarquonsn�eanmoins que nous allons d�emontrer rigoureusement un r�esultat de 
onvergen
e d'�equations d�elo
alis�eesvers une �equation lo
ale, 
e qui n'est pas le 
as dans [53℄. Nous nous baserons en parti
ulier sur des id�eesde Norris [88℄. Nous 
onsid�erons i
i le 
as dis
ret.Consid�erons don
 la 
on
entration 
(t; x; i) de parti
ules de masse i 2 N� et position x 2 Rp , dans unsyst�eme in�ni o�u deux parti
ules de masses i et j peuvent s'aggreger au taux K(i; j) si elles sont aumême endroit, et o�u 
haque parti
ule se d�epla
e 
omme un mouvement Brownien, ave
 un 
oeÆ
ient dedi�usion d qui ne d�epend que de sa masse (on peut naturellement supposer que d est d�e
roissant). Alorspour tout t � 0, tout i 2 N� , tout x 2 Rp ,�t
(t; x; i) = d(i)�x
(t; x; i) + 12 i�1Xj=1K(j; i� j)
(t; x; j)
(t; x; i� j)�
(t; x; i) 1Xj=1K(i; j)
(t; x; j): (4.8)Cette �equation est bien sûr beau
oup plus diÆ
ile que l'�equation homog�ene, surtout du point de vueprobabiliste: alors que dans le 
as homog�ene, les intera
tions 
on
ernent deux parti
ules ind�ependantes,dans le 
as inhomog�ene, les intera
tions 
on
ernent deux parti
ules ind�ependantes 
onditionnellementau fait qu'elles aient la même position. A�n d'obtenir un syst�eme de parti
ules simulable, nous devonsdon
 introduire deux param�etres d'approximation: le nombre n de parti
ules, et le 
oeÆ
ient � > 0 ded�elo
alisation. Nous 
onsid�erons don
 un syst�eme de parti
ules ((X1;n;�t ;M1;n;�t ); :::; (Xn;n;�t ;Mn;n;�t ))t�0,qui g�en�eralise 
elui de la sous-se
tion pr�e
�edente (les variables X (resp. M) repr�esentent des positions(resp. des masses)), d�e�ni 
omme un pro
essus de Markov �a valeurs dans (Rp �N� )n de g�en�erateur Ln;�.Ce g�en�erateur est d�e�ni pour (x;m) = ((x1;m1); :::; (xn;mn)) 2 (Rp � N� )n et � : (Rp � N� )n 7! R
29



suÆsamment r�eguli�ere et born�ee, parLn;��(x;m) = 1n nXi=1 nXj=1 [�(x;mij)� �(x;m)℄ K(mi;mj)mj 11fjxi�xjj��gvp�p+ nXi=1 d(mi)�xi�(x;m); (4.9)o�u vp est le volume de la boule unit�e de Rp , et o�u mij = (m1; :::;mi�1;mi +mj ;mi+1; :::;mj ; :::;mn).Nous obtenons essentiellement le r�esultat suivant (voir [129℄ Theorems 3.7 et 3.13).Th�eor�eme 27 Consid�erons une 
ondition initiale 
(0; x; k) admettant un moment d'ordre 3 (en x et k).Consid�erons la mesure de probabilit�e Q0(dx; dk) = Pj�1 j
(0; x; j)dxÆj(dk). Consid�erons le pro
essusde Markov ((X1;n;�t ;M1;n;�t ); :::; (Xn;n;�t ;Mn;n;�t ))t�0 de loi initiale Q
n0 et de g�en�erateur Ln;�. Supposonsque d : N� 7! R+ soit d�e
roissante et minor�ee, que K(x; y) � C(x + y), et que Q0 soit suÆsammentabsolument 
ontinue en x (il existe une probabilit�e �0 sur N� telle que Q0(dx; dk) � Cdx�0(dk)). Alors1) La famille de mesures empiriques Qn;� = 1nPni=1 ÆXi;n;�;Mi;n;� est 
ompa
te en n (�a � > 0 �x�e), et toutpoint limite fQ�tgt�0 est solution d'une �equation de type (4.8) d�elo
alis�ee.2) La famille fQ�tgt�0 est 
ompa
te (en �), et tout point limite fQtgt�0 est de la forme Qt(dx; dk) =Pj�1 k
(t; x; j)dxÆj(dk), o�u 
 est solution (faible) de (4.8).Remarquons que nous obtenons en fait des r�esultats sur les lois de pro
essus. La partie diÆ
ile de lapreuve (i.e. la 
onvergen
e de � vers 0) repose sur l'utilisation du semi-groupe de la 
haleur. Ce r�esultatn'est pas atteint dans le 
as de l'�equation de Boltzmann inhomog�ene (voir [53℄). Nous utilisons pour 
elaune propri�et�e de monotonie fondamentalement li�ee �a l'�equation de 
oagulation, voir [129℄, Lemma 3.10et sa preuve pour l'argument prin
ipal.Il faudrait bien sûr être 
apable de faire tendre � vers 0 et n vers l'in�ni simultan�ement, mais 
e n'estpas fa
ile. Il est 
lair en parti
ulier, qu'on ne peut pas faire tendre d'abord � vers 0 puis n vers l'in�ni.4.3 Comportement en temps grandNous nous int�eressons maintenant au 
omportement en temps grand des solutions d'�equations de 
oagulation-fragmentation. Nous 
ommen�
ons par traiter un 
as de 
onvergen
e �a l'�equilibre quand la fragmentationet la 
oagulation se 
ompensent. Nous �etudions ensuite l'existen
e d'un �equilibre dynamique �a l'�equationde 
oagulation seule. Nous montrons en�n un r�esultat de 
onvergen
e vers un �etat d'�equilibre trivial pourun mod�ele inhomog�ene.4.3.1 Coagulation-fragmentation dis
r�ete: 
onvergen
e �a l'�equilibreConsid�erons l'�equation dis
r�ete (4.1). Tous les r�esultats 
onnus de 
onvergen
e �a l'�equilibre 
on
ernentle 
as o�u il existe un �equilibre en d�etail (voir [2, 10, 24, 40, 58℄), 
'est �a dire une suite de nombres positifsfM(i)gi2N� v�eri�ant, pour tous i; j 2 N� , M(i+ j)F (i; j) =M(i)M(j)K(i; j). Cette hypoth�ese, bien quesouvent v�eri��ee, est restri
tive: par exemple si on suppose que K(i; j) > 0 pour tous i; j, mais qu'uneparti
ule de masse i ne peut se fragmenter que sous la forme 1; i� 1, alors une telle hypoth�ese ne peutêtre satisfaite. Pourtant, il est 
lair que si F est suÆsamment grand par rapport �a K, le syst�eme estrelativement stable, et don
 peut 
onverger vers un �equilibre. Nous obtenons le r�esultat suivant (voir[137℄ Theorem 1.3), qui semble être le premier dans 
ette dire
tion.Th�eor�eme 28 Supposons que K(i; j) � a0(ij)�, ave
 � 2 [0; 1℄, et que F (i; j) � b0(i + j)
 , ave

 2 (�1;1), ave
 de plus 2 + 
 > 2�. Supposons de plus que F est �a 
roissan
e au plus polynomiale.Consid�erons alors un nombre m1 > 0. Il existe une 
onstante expli
ite C = C(�; 
; a0; b0) telle que si30



m1 < C,1) il existe un unique �equilibre (i.e. une solution stationnaire) fdigi�1 de (4.1), tel que Pi�1 idi = m1,et satisfaisant des 
onditions d'int�egrabilit�e raisonnables;2) toute solution f
i(t)gt�0;i2N� �a (4.1) pr�eservant la masse, satisfaisant des 
onditions d'int�egrabilit�eraisonnables, et telle que Pi�1 i
i(0) = m1, 
onverge exponentiellement vite vers fdigi�1, au sens o�u ilexiste des 
onstantes expli
ites K > 0 et � > 0 telles que pour tout t � 1,Xi�1 i2j
i(t)� dij � Ke��t: (4.10)Ce r�esultat serait parfaitement satisfaisant sans la 
ondition que m1 doit être petit. En e�et, les mi-norations et majorations que nous imposons �a K et F sont standards et raisonnables. Une 
onje
tureaÆrme que la 
ondition 2 + 
 � 2� est n�e
�essaire et suÆsante pour que les solutions satisfassent apriori supt�0Pi�1 i2
i(t) < 1, don
 pour que le syst�eme soit stable (dans un sens relativement fort).Remarquons �nalement que [137℄ est notre preuve est purement analytique.4.3.2 Coagulation 
ontinue: sur les solutions auto-similairesConsid�erons l'�equation de 
oagulation 
ontinue (4.2), ave
 un noyau de 
oagulation homog�ene, 
'est �adire satisfaisant K(ux; uy) = u� K(x; y) ; (u; x; y) 2 (0;1)3 ; (4.11)pour un 
ertain param�etre � 2 (�1; 1). Une 
onje
ture 
�el�ebre (voir Aldous [5℄, Leyvraz [74℄, Lauren�
ot-Mis
hler [69℄) aÆrme alors que, si 
 = 1=(1� �),(i) il existe une fon
tion  : (0;1) 7! (0;1) telle que R10 x (x)dx = 1 et 
S(t; x) = t�2
 (xt�
) estsolution de (4.2),(ii) toute solution 
(t; x) de (4.2) satisfaisant R10 x
(t; x)dx = 1 pour tout t > 0 et des 
onditionsd'int�egrabilit�e raisonnables se 
omporte, en temps grand, 
omme 
S .De plus, les physi
iens proposent des �equivalents du pro�l  (pour x ! 0 et x ! 1), voir [74, 39℄. Dupoint de vue math�ematique, il semble qu'au
un r�esultat rigoureux ne soit 
onnu �a 
e jour, �a part dans le
as des noyaux K(x; y) = 1 et K(x; y) = x+ y, o�u  est donn�ee par des formules expli
ites.Dans [140℄, nous obtenons le r�esultat suivant (voir [140℄ Theorems 1.2 et 1.3).Th�eor�eme 29 Consid�erons un noyau de 
oagulation K satisfaisant une des 
onditions suivantes:K(x; y) = (x� + y�)(x�� + y��); � 2 [0; 1); � 2 (0;1); � = �� � 2 (�1; 1); (4.12)K(x; y) = (x� + y�)� ; � 2 [0;1); � 2 (0;1); � = �� 2 [0; 1); (4.13)K(x; y) = x�y� + x�y�; � 2 [0; 1); � 2 (0; 1); � = �+ � 2 [0; 1); (4.14)Posons 
 = 1=(1 � �). Alors il existe une fon
tion  : (0;1) 7! R+ telle que R10 x (x)dx = 1 et
S(t; x) = t�2
 (xt�
) est solution (faible) de (4.2).De plus,  est minor�ee par une fon
tion 
ontinue stri
tement positive sur (0;1), et nous obtenons desr�esultats d'int�egrabilit�e:sous (4.12);  2 L1(0;1;x�dx) pour tout � 2 R; (4.15)sous (4.13);  2 L1(0;1;x�dx) pour tout � � �; (4.16)sous (4.14);  2 L1(0;1;x�dx) pour tout � > �: (4.17)Ces r�esultats sont en a

ord ave
 les 
onje
tures des physi
iens, voir [74℄.31



Un r�esultat similaire a �et�e obtenu par une autre m�ethode simultan�ement dans [48℄.Notre preuve, purement analytique, est bas�ee sur une dis
r�etisation ad�equate de (4.2), ainsi que sur desestimations �nes de moments. Nous pourrions probablement traiter le 
as d'autres noyaux expli
ites,mais (4.12), (4.13) et (4.14) semblent 
ouvrir une bonne partie de la lit�erature.Il semble int�eressant, du point de vue physique, d'obtenir des �equivalent du pro�le  en x = 0 et x =1.Par exemple, un �equivalent de  en x = 0 d�e
rit, dans un 
ertain sens, la 
on
entration des parti
ulesdont la masse 
rô�t moins vite que la moyenne. Dans [142℄ Theorem 1.2, nous d�emontrons rigoureusementune partie des r�esultats heuristiques de [39℄.Th�eor�eme 30 Consid�erons un noyau de 
oagulation somme, 
'est �a direK(x; y) = x� + y�; � 2 (0; 1); (4.18)et 
onsid�erons la fon
tion  
onstruite au Th�eor�eme pr�e
�edent. Alors  2 C1((0;1)). Soit alors
 = 1=(1� �), et � := 2� 1
 Z 10 x�  (x) dx : (4.19)Alors � 2 (1;min f3=2; 1+ �g) et il existe L0 > 0 tel que  (z) � L0z�� quand z ! 0.De plus, il existe �0 > 0 et C > 0 tels que  (z) � Ce��0z pour tout z 2 [1;1). En�n, on ne peut pas
hoisir �0 arbitrairement grand, puisqu'il existe �1 > 0 tel que R11 e�1z (z)dz =1.La preuve de 
e r�esultat est purement analytique, longue, mais repose sur des te
hniques �el�ementaires.L'�equivalent en 0 
on�rme les 
onje
tures de [39℄. Les majorations (et minorations) de  (z) pour z grandsont en a

ord ave
 [39℄, qui 
onje
turent que  (z) � Az��e�
z, pour 
ertaines 
onstantes A > 0 et 
 > 0.Notons pour 
on
lure que des 
onje
tures similaires sont �enon
�ees 
on
ernant les noyaux produitsK(x; y) =(xy)�, � 2 (0; 1=2), mais notre preuve ne semble pas s'adapter.4.3.3 Sur un mod�ele inhomog�eneNous �etudions dans [136℄ un mod�ele relativement di��erent des pr�e
�edents. Les notations �etant tr�eslourdes, nous ne pr�esenterons que l'id�ee intuitive du mod�ele et du r�esultat. Consid�erons un syst�eme in�nide parti
ules, 
ara
t�eris�ees par leur masse m 2 N� et leur position x 2 Rd (d � 2). Supposons que
haque parti
ule (de 
ara
t�eristiques x;m) bouge 
omme un mouvement Brownien, ave
 un 
oeÆ
ientde di�usion �(m) d�ependant de sa masse, et soit attir�e par 0 ave
 une for
e d'intensit�e de type jxj.Supposons en�n que deux parti
ules (de 
ara
t�eristiques x;m et x�;m�) peuvent s'aggreger ave
 tauxK(m;m�) � C(m+m�) si jx� x�j < �.On 
onsid�ere une parti
ule typique extraite de 
e mod�ele, et on note (Xt;Mt)t�0 l'�evolution sto
hastiquede ses 
ara
t�eristiques au 
ours du temps. On d�emontre essentiellement les r�esultats suivants (voir [136℄Theorems 2.4 et 2.5).Th�eor�eme 31 1. Supposons que �(m) d�e
roit vers 0 quand m tend vers l'in�ni. Supposons aussi quepour tout i 2 N� , K(i; i) > 0. Alors limt!1Mt =1 presque sûrement, et limt!1E[jXtj2℄ = 0.2. Si de plus il existe 
 > 0 et � > 0 tels que K(i; j) � 
(i + j) et �(m) � C=m(3=4)+�, alors Xt tendvers 0 presque sûrement.Ces r�esultats sont intuitivement tr�es simples. En e�et, le fait que M 
roisse vers l'in�ni provient du faitque K(i; i) > 0, et de la r�e
urren
e du mouvement qu'on 
onsid�ere: la for
e de rappel en jxj assure queles parti
ules se 
roisent souvent, et don
 s'aggr�egent. On obtient ainsi que �(Mt)! 0 presque sûrement,quand t tend vers l'in�ni. Don
 X doit se 
omporter, en temps grand, 
omme la solution de l'�equationy0 = �y, qui bien sûr tend vers 0.La preuve de 1. est assez simple. Par 
ontre, la preuve de 2. est originale, et les id�ees intuitives 
i-dessusne sont pas si fa
iles �a quanti�er et exprimer. 32



4.4 Perspe
tivesD�egageons pour 
on
lure quelques probl�emes.Coagulation-fragmentation inhomog�ene dans un domaine: nous avons tent�e d'�etendre les r�esultats de [129℄(voir sous-se
tion 4.2.3) au 
adre ave
 fragmentation, et o�u les parti
ules se d�epla
ent dans un domaineborn�e, ave
 des 
onditions de re
exion normale au bord. Nous sommes 
apable de 
on
lure dans le 
asdis
ret, en utilisant essentiellement les te
hniques de Lauren�
ot-Mis
hler [67℄ mais le 
as 
ontinu r�esiste.R�egularisation: nous avons 
onstruit dans [130℄ une solution mesure non-triviale f�tgt�0 de l'�equationde Smolu
howski ave
 
ondition initiale x�0(dx) = Æ0(dx), d�es que K(0; 0) > 0. Il parâ�t 
lair que�t a une densit�e pour tout t > 0. Il serait parti
uli�erement int�eressant (d'un point de vue purementmath�ematique) de d�emontrer un tel r�esultat, 
ar la r�egularisation vient profond�ement de la non lin�earit�e,de sorte qu'au
une m�ethode usuelle ne peut s'appliquer.Syst�emes in�nis de parti
ules: notre algorithme de simulation exa
te (voir [133℄) d�emontre qu'il estpossible de 
onstruire expli
itement l'�evolution d'une parti
ule noy�ee dans un syst�eme in�ni. Peut-on
onstruire, en exploitant 
et algorithme, un syst�eme in�ni de parti
ules sto
hastiques en intera
tion,�e
hangeables, 
ontenant l'�equation de Smolu
howski, dans le 
as d'un noyau g�en�eral (non gellif)? Desexemples sont donn�es dans Aldous [5℄, dans les 
as o�u K = 1, K(x; y) = x+ y, et K(x; y) = xy.Potentiel Newtownien: peut-on �etendre les m�ethodes de [136℄ au 
adre plus physique d'une for
e de rap-pel Newtonienne?Convergen
e �a l'�equilibre: dans le 
as sans �equilibre en d�etail, le r�esultat de [137℄ semble être le seul. Ilserait bien sûr fru
tueux de lever l'hypoth�ese de petite 
ondition initiale, et de l'�etendre au 
as 
ontinu(
e qui n'est manifestement pas trivial).Auto-similarit�e: nous avons d�emontr�e dans [140℄ l'existen
e d'une solution auto-similaire 
S �a (4.2). Ilreste �a �etudier la 
onvergen
e de toute solution 
 de (4.2) vers 
S .Solutions Auto-similaires non physiques: dans les 
as K(x; y) = 1 et K(x; y) = x + y, il a �et�e montr�er�e
emment qu'il existe en fait une famille a un param�etre de solutions auto-similaires �a (4.2). Mais uneseule de ses solutions a une masse �nie. Il serait int�eressant de g�en�eraliser 
ette propri�et�e au 
as d'autresnoyaux.Algorithme Union-Find: 
ertains 
oûts d'algorithmes informatiques de gestion de �
hiers sont reli�es aupro
essus de Mar
us-Lushnikov ave
K(x; y) = x+y et K(x; y) = xy (voir Chassaing-Mar
hand [27℄). Orles solutions de l'�equation de Smolu
howski sont expli
ites pour 
es noyaux (voir Aldous [5℄). On pourraitdon
 esp�erer utiliser la 
onvergen
e du pro
essus de Mar
us-Lushnikov vers la solution de l'�equation deSmolu
howski a�n de 
al
uler (asymptotiquement) 
e 
oût. Le probl�eme prin
ipal est de montrer, parexemple si K(x; y) = x+ y, que le pro
essus de Mar
us-Lushnikov 
onverge vers la solution de l'�equationde Smolu
howski sur des intervalles de temps du type [0; logn) au lieu de [0; T ℄. Ce
i s'av�ere tr�es d�eli
at.
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Chapitre 5Collisions �elastiques, in�elastiques, et 
oales
entesNous pr�esentons i
i les r�esultats de [138℄, dont une version simpli��ee et abr�eg�ee a �et�e r�edig�ee pour une
onf�eren
e [135℄.Les �equations de Boltzmann et de 
oagulation sont bien sûr tr�es pro
hes, on l'a vu, �a bien des pointsde vue: s
h�emas num�eriques, interpr�etation probabiliste, et
... De plus, 
es deux �equations 
on
ernentl'�evolution de la densit�e de parti
ules interagissant par paires de mani�ere dis
ontinue. N�eanmoins, il est
lair que 
es deux �equations di��erent du point de vue de l'�etude �ne: par exemple, les 
onservationsphysiques ne sont pas les mêmes, don
 l'existen
e de solutions ne s'obtient pas de la même fa�
on (dansdes 
as non born�es). L'�equation de Boltzmann a tendan
e �a uniformiser les vitesses (
onvergen
e vers uneMaxwellienne), alors que l'�equation de 
oagulation fait 
rô�tre les masses �a l'in�ni, et
... Nous souhaitonsi
i �etudier une �equation o�u les deux types d'intera
tion (
oales
en
es et 
ollisions) sont pris en 
ompte.5.1 Existen
e, uni
it�e, temps longNous nous int�eressons �a la 
on
entration (in�nit�esimale) de parti
ules f(t;m; p) � 0 de parti
ules demasse m 2 (0;1) et de quantit�e de mouvement p 2 R3 �a l'instant t � 0, dans un nuage de gout-telettes. On suppose que 
es parti
ules (gouttelettes) sont uniform�ement r�eparties dans l'espa
e, et sontsoumises �a trois types d'intera
tion: des 
ollisions �elastiques, in�elastiques, et 
oales
entes. Ce mod�ele,bien que tr�es peu �etudi�e du point de vue math�ematique, est 
ouvert par une large litt�erature physique,voir l'introdu
tion de [138℄, et l'arti
le de Villedieu [106℄. On s'int�eresse i
i �a l'existen
e, �a l'uni
it�e, etau 
omportement en temps grand de f .D�e
rivons tout d'abord bri�evement le mod�ele. On suppose que deux parti
ules de 
ara
t�eristiques (m; p)et (m�; p�) peuvent:(i) entrer en 
ollision �elastique ave
 un param�etre d'impa
t � 2 S2 au taux aB((m; p); (m�; p�); �) � 0,pour donner de nouvelles parti
ules de param�etres (m0; p0) et (m0�; p0�) donn�ees par m0 = m, p0 =p + 2 mm�m+m� hv� � v; �i �, et m0� = m�, p0� = p� � 2 mm�m+m� hv� � v; �i �. Remarquons qu'une telle 
olli-sion pr�eserve la masse, la quantit�e de mouvement, et l'�energie 
in�etique;(ii) entrer en 
ollision in�elastique ave
 un param�etre d'impa
t � 2 S2 et 
oeÆ
ient de perte de vitessenormale relative e 2 (0; 1) au taux aG((m; p); (m�; p�); �; e) � 0, pour donner de nouvelles parti
ules deparam�etres (m00; p00) et (m00� ; p00�) donn�ees par m00 = m, p00 = p+ (1 + e) mm�m+m� hv� � v; �i �, et m00� = m�,p00� = p� � (1 + e) mm�m+m� hv� � v; �i �. Remarquons qu'une telle 
ollision pr�eserve la masse, la quantit�e demouvement, mais fait d�e
roitre l'�energie 
in�etique;(iii) s'aggreger ave
 taux aS((m; p); (m�; p�)) � 0, pour donner une parti
ule de param�etres (m��; p��),donn�es par m�� = m + m� et p�� = p + p�. Ce type de 
ollision pr�eserve la masse, la quantit�e demouvement, mais fait d�e
roitre l'�energie 
in�etique.On dit qu'une fon
tion f(t;m; p) : [0;1) � (0;1) � R3 7! R+ est solution de notre probl�eme si pour
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toute fon
tion � : (0;1)� R3 7! R+ suÆsamment int�egrable, pour tout t � 0, si Y = (0;1)� R3 ,�t ZY �(m; p)f(t;m; p)dmdp = ZY f(t;m; p)dmdp ZY f(t;m�; p�)dm�dp�nZS2 d�aB((m; p); (m�; p�); �) [�(m0; p0) + �(m0�; p0�)� �(m; p)� �(m�; p�)℄+ ZS2 d� Z 10 deaG((m; p); (m�; p�); �; e) [�(m00; p00) + �(m00� ; p00�)� �(m; p)� �(m�; p�)℄+aS((m; p); (m�; p�)) [�(m��; p��)� �(m; p)� �(m�; p�)℄o: (5.1)Cette �equation 
ompte, simplement, les apparitions et disparitions de parti
ules de 
ara
t�eristiquesdonn�ees, dues aux trois types de 
ollisions.On souhaite bien sûr �emettre des hypoth�eses physiquement raisonnables sur les taux d'intera
tion aB ,aG, et aS . Malheureusement, les physi
iens ne semblent pas 
onnâ�tre parfaitement 
es taux, voir �a 
esujet la longue introdu
tion de [138℄. N�eanmoins, le taux total d'intera
tion a semble major�e para((m; p); (m�; p�)) � (m1=3 +m1=3� )2jp=m� p�=m�j (5.2)o�u v = p=m repr�esente la vitesse de la parti
ule. On souhaite in
lure 
e 
as dans notre �etude, 
e quipose les probl�emes suivants. Du point de vue de l'existen
e et de l'uni
it�e, le probl�eme vient du faitque les taux ne sont pas sous-lin�eaires. Mais 
e
i ne peut pas être un r�eel probl�eme, 
ar les taux sontsous-lin�eaires en m;m�, et les vitesses n'ont au
une raison de 
roitre (globalement), puisque les 
ollisionspr�eservent ou font d�e
roitre l'�energie. Du point de vue du 
omportement en temps long, le probl�emevient du fait que les taux s'annulent en p=m = p�=m�, 
e qui implique l'existen
e d'une multitude d'�etatsd'�equilibres: toute distribution du type �(dm)Æ(p=m)=v0 , ave
 v0 2 R3 �x�e, et � quel
onque, est invariante.A l'aide d'estimations a priori tr�es te
hniques, et d'un lemme d'uni
it�e, on parvient �a d�emontrer unr�esultat d'existen
e et d'uni
it�e (voir [138℄ Theorem 2.6).Th�eor�eme 32 Consid�erons une 
ondition initiale 0 � f in 2 L1m�2+m2+jpj4=m2(Y ). Sous 
ertaines hy-poth�eses de sym�etrie physiquement raisonnables sur aS, aB et aG, et s'il existe une 
onstante A telle que,si �aB = RS2 aBd� et �aG = RS2 R 10 aGd�de(�aB + �aG + aS)((m; p); (m�; p�)) � A(1 +m+m�)(1 + jpj=m+ jp�j=m�); (5.3)il existe une unique solution f �a notre probl�eme telle quef 2 C �[0;1); L1m�1+m+jpj2=m(Y )� \ L1 �[0;1); L1m�2+m2+jpj4=m2(Y )� : (5.4)Cette solution 
onserve de plus la masse et la quantit�e de mouvement totales, et dissipe l'�energie 
in�etique.Ce r�esultat est satisfaisant. Par exemple dans le 
as de l'�equation des milieux granulaires (aB = aS = 0),les seuls r�esultats 
onnus �etaient 
eux de Bobylev et al. [20℄ (qui supposent que aG est born�e) et deTos
ani [104℄ (qui se pla
e en dimension 1). Notre r�esultat r�epond par la n�egative �a la question deTos
ani [104℄ 
on
ernant le �nite time 
ooling (i.e. il existe t < 1 tel que R10 f(t;m; p)dm = Æfp=0g).En�n, nous am�eliorons (mod�er�ement) les r�esultats de Lauren�
ot-Mis
hler [69℄ dans le 
as de l'�equationde Smolu
howski 
in�etique (i.e. aB = aG = 0).On s'int�eresse ensuite au temps long. Nous ne serons pas 
apables d'�enon
er rigoureusement i
i lesr�esultats, mais, nous obtenons, par des te
hniques d'analyse:(i) si aS = aG = 0, si aB 6� 0, et sous de multiples hypoth�eses suppl�ementaires alors f(t;m; p) tend versune Maxwellienne qui d�epend des masses, voir [138℄ Theorem 2.3. La preuve est bas�ee sur l'utilisation35



du Th�eor�eme H de Boltzmann, qui d�e
rit la dissipation d'�entropie. C'est bien naturel, puisque 
e n'estqu'une �equation de Boltzmann ave
 des masses.(ii) si aS = 0, si aG 6� 0, et sous de multiples hypoth�eses suppl�ementaires alors f(t;m; p) tend vers unemasse de Dira
 en p=m = 0 (vitesse nulle) voir [138℄ Theorem 2.5. La preuve est bas�ee sur la dissipationde l'�energie due aux 
ollisions in�elastiques. Une fois de plus, la preuve est te
hnique, mais le r�esultatn'est pas surprenant.Dans le 
as g�en�eral, nous d�emontrons le r�esultat suivant ([138℄ Theorem 2.7).Th�eor�eme 33 Supposons que le taux de 
oales
en
e est suÆsamment positif, au sens o�u aS((m; p); (m�; p�)) >0 presque partout au voisinage de la diagonale (m; p) = (m�; p�). Supposons aussi que les taux de 
olli-sions �elastiques et in�elastiques ne sont pas trop grands:(�aB + �aG)((m; p)(m�; p�)) � C �1 + mm�m+m� jp=m� p�=m�jaS((m; p)(m�; p�))� : (5.5)Alors f tend vers 0 dans L1(dmdp) quand t!1, 
e qui signi�e que toutes les parti
ules ont une massein�nie en temps in�ni.Les hypoth�eses sont relativement g�en�erales, et paraissent être satisfaites par les mod�eles physiques (voirVilledieu [106℄). La 
onvergen
e vers 0 n'est pas �evidente, 
ar on autorise aS �a s'annuler pour deux par-ti
ules de même vitesse (qui ne se ren
ontrent pas). Don
 les fon
tions S(m; p) = �(m) Æv=v0 sont dans
e 
as des solutions stationnaires. Notre r�esultat implique que, partant d'une 
ondition initiale fon
tion,le seul �etat stationnaire atteint en temps in�ni est 0. Pour d�emontrer 
e r�esultat, nous avons re
ours�a une interpr�etation probabiliste de l'�equation, 
e qui permet d'�e
rire proprement le raisonnement parl'absurde suivant: les parti
ules dont la masse ne tend pas vers l'in�ni ne subissent au 
ours du tempsqu'un nombre �ni de 
ollisions de toutes sortes, grâ
e �a l'hypoth�ese (5.5). Don
 leurs vitesses ne ten-dent pas vers 0. Don
, si on suppose que la proportion des parti
ules dont la masse ne tend pas versl'in�ni est positive, on peut minorer, �a partir d'un 
ertain temps t0, f(t;m; p) par une fon
tion �(m; p)ind�ependante du temps, non identiquement nulle. Le taux de 
ollisions 
oales
entes entre 
es parti
ulesest alors minor�ee en temps. Don
 
es parti
ules vont 
ontinuer �a s'aggreger, et leur masse va tendre versl'in�ni. Ce
i 
ontredit l'hypoth�ese initiale, et a
h�eve le raisonnement par l'absurde.En�n, nous 
onstruisons des solutions plus ou moins expli
ites (voir [138℄, Se
tion 7) dans le 
as o�u aBest quel
onque, o�u aG est nul, et o�u aS ne d�epend que des masses: la distribution des masses est solutiond'une �equation de 
oagulation pure, et la densit�e 
onditionnelle de la quantit�e de mouvement sa
hant lamasse est Gaussienne. Ce r�esultat est relativement surprenant: la stabilit�e des Gaussiennes durant les
ollisions �elastiques provient du fait que, par la 
onservation de l'�energie, e�jv0j2e�jv0�j2 = e�jvj2e�jv�j2 .La stabilit�e des Gaussiennes durant la 
oales
en
e provient du fait que, apr�es une 
oales
en
e, la quantit�ede mouvement est la somme des deux quantit�es de mouvement avant la 
ollision. Or quand on ajouteune Gaussienne (
entr�ee) de varian
e m et une Gaussienne (
entr�ee) de varian
e m�, on obtient uneGaussienne de varian
e m +m�. C'est don
 pour des raisons relativement di��erentes que nos solutionsexpli
ites 
onviennent aux op�erateurs de 
ollisions �elastique et de 
oales
en
e.5.2 Perspe
tivesOn peut �etudier plus en d�etail 
ette �equation.G�en�eralisation du r�esultat: dans le Th�eor�eme 33, nous supposons que aG est major�e par une fon
tion-nelle de aS . Ce
i est raisonnable, 
ar il est 
lair que si aG est trop grand, alors l'a�uen
e de 
ollisionsin�elastiques va faire d�e
roitre les vitesses (p=m) rapidement, et 
e
i fait tendre vers 0 un taux de 
o-ales
en
e de type aS = jp=m � p�=m�j (
as que nous souhaitons traiter). Don
 il est possible que les36



parti
ules aient une vitesse qui tend vers 0 suÆsamment vite pour empê
her les masses de tendre versl'in�ni. Par 
ontre, nous supposons aussi que aB n'est pas trop grand, 
e qui n'a au
un sens physique:les 
ollisions �elastiques ne font pas d�e
roitre (globalement) les vitesses, et n'agissent don
 pas fortementsur le taux de 
oales
en
e. Il serait don
 pr�ef�erable de lever 
ette hypoth�ese.Solutions expli
ites: nos solutions expli
ites 
on
ernent le 
as o�u aG = 0 (
e qui n'est pas grave dansun premier temps) et o�u aS ne d�epend que des masses (
e qui est plus gênant). Peut-on 
onstruire dessolutions expli
ites dans le 
as o�u aS est plus g�en�eral?Auto-similarit�e: nos solutions expli
ites sugg�erent un 
omportement auto-similaire en temps grand.Autrement dit, peut-on montrer que toute solution est �equivalente �a nos solutions expli
ites en tempsgrand?
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Chapitre 6Pro
essus de type bran
hementNous �etudions i
i deux mod�eles, relativement di��erents, de dynamique des populations. Le premiermod�ele est standard, et nous donnons un r�esultat asymptotique �n. Le se
ond est beau
oup plus 
om-pliqu�e, et nous obtenons des r�esultats plus grossiers.6.1 Comportement asymptotique de pro
essus de bran
hement-di�usionNous donnons i
i le r�esultat de [131℄. On 
onsid�ere un pro
essus de di�usion de g�en�erateur L, �a valeursdans une vari�et�e Riemannienne C1 
ompa
te M . On suppose que 
ette di�usion est r�eversible, que son
oeÆ
ient de di�usion est 
onstant, que son 
oeÆ
ient de d�erive est C1, et qu'elle admet la mesurestationnaire �(dy) = exp(�u(y)), pour une 
ertaine fon
tion u :M 7! R de 
lasse C1.On 
onsid�ere aussi une famille de probabilit�es sur f0; 2g indi
�ee par y 2M : fp0(y); p2(y)gy2M repr�esentela loi de reprodu
tion. En�n, on 
onsid�ere un taux de bran
hement � > 0 
onstant.Nous 
onsid�erons alors le pro
essus de bran
hement fY xt gt�0, qui est un pro
essus de Markov �a valeursdans A = fPni=1 Æxi ; n 2 N; x1; :::; xn 2Mg, partant de Æx, asso
i�e au mouvement L, au taux debran
hement �, et aux lois de reprodu
tion fp0(y); p2(y)gy2M .Grossi�erement, fY xt gt�0 est la mesure pon
tuelle d�e
rivant les positions de parti
ules dont la dynamiqueest la suivante: 
haque parti
ule poss�ede une horloge exponentielle de param�etre �, et bouge ind�ependammentdes autres suivant une di�usion de g�en�erateur L. Quand l'horloge d'une parti
ule (situ�ee en y) sonne,la parti
ule meurt, et donne naissan
e �a 2 (resp. 0) parti
ules situ�ees en y ave
 probabilit�e p2(y) (resp.p0(y)).Notons Ex = f9t; 8s � t; hY xs ; 1i = 0g l'�evenement extin
tion.On se pose la question suivante: si x, L, et � sont donn�es, si g0(y) est une densit�e de probabilit�e surM donn�ee, peut on s�ele
tionner les naissan
es (i.e. 
hoisir fp0(y); p2(y)gy2M ) de telle sorte que surl'�evenement non-extin
tion, la population se distribue sur M suivant g0? On obtient le r�esultat suivant(voir [131℄, Theorem 1.1).Th�eor�eme 34 Soit g0 > 0 une densit�e de probabilit�e C1 sur M , et soit g(y) = g0(y) exp(u(y)). Sup-posons que � > C := supy2M ���Lg(y)g(y) ���. Choisissons C0 2 (0; 1� C=�), et posonsp0(y) = 12 �1� C0 + Lg(y)�g(y)� ; p2(y) = 12 �1 + C0 � Lg(y)�g(y)� : (6.1)Alors P [Ex℄ < 1, et il existe une variable al�eatoire ~Zx � 0 telle quef ~Zx > 0g = E
x ; p:s:; limt!1 e��C0tY xt (dy) = ~Zxg0(y)dy: (6.2)Autrement dit, on donne une vitesse d'explosion et un pro�l. Commentons bri�evement nos hypoth�eses.Il faut bien sûr supposer que � est suÆsamment grand par rapport �a la vitesse de di�usion: notre hy-poth�ese � > C n'est probablement pas optimale, mais si � est tout petit, on ne pourra pas for
er lesparti
ules �a se dupliquer suÆsamment l�a o�u il faut. Remarquons ensuite que notre 
hoix pour p0; p2assure que Lg + �(p2 � p0)g = �C0g. Intuitivement, 
e
i signi�e que g est un �etat exponentiellement38



stationnaire. En e�et, si les parti
ules sont distribu�ees suivant g, alors pour tout y dansM , le nombre departi
ules qui viennent ou partent de y �a 
ause du mouvement spatial (Lg(y)) ou �a 
ause du bran
hement(�(p2(y)�p0(y))g(y)) redonne g(y), �a une 
onstante multipli
ative C0 prêt. Don
 le nombre de parti
ules
roit �a la vitesse eC0t, suivant le pro�l g.Notre preuve repose sur une d�e
omposition spe
trale de L.Kesten-Stigum [63℄ ont d�emontr�e un r�esultat analogue (sans l'aÆrmation fZx > 0g = E
x) dans le 
as depro
essus de Galton-Watson multi-types. Leur r�esulat a �et�e aÆn�e par Kurtz et al. [64℄. En�n, Pinsky[94℄ et plus r�e
emment Engl�ander-Turaev [44℄ ont �etudi�e le 
as de superpro
essus.Notre r�esultat parait nouveau, et le point fort est que nous obtenons une 
onvergen
e forte (p.s.).6.2 Sur une population de plantes en 
omp�etitionDans [134℄, nous nous int�eressons �a un arti
le des biologistes Bolker-Pa
ala [21℄ (voir aussi [22℄ etDie
kmann-Law [36℄). Nous e�e
tuons un travail de d�efri
hage: �e
riture rigoureuse du mod�ele, ap-proximation par d'autres mod�eles, et petits r�esultats qualitatifs.Les r�esultats d'approximations du mod�ele mi
ros
opique sto
hastique par des objets ma
ros
opiques(�equations int�egro-di��erentielles et superpro
essus) semblent int�eresser les biologistes: un arti
le de sur-vey [139℄ 
ontenant nos r�esultats (un peu g�en�eralis�es) et les r�esultats de Champagnat [26℄ a �et�e r�edig�epour une revue de biologie.Nous 
ommen�
ons par r�e�e
rire proprement (et g�en�eralisons) le mod�ele de [21℄.On 
onsid�ere une population d'individus immobiles (des plantes), 
ara
t�eris�es par leur position x 2 �X ,la fermeture d'un ouvert 
onnexe X de Rd . Pour x dans �X , on introduit(i) �(x) 2 [0;1) le taux de mort naturelle d'une plante situ�ee en x,(ii) 
(x) 2 [0;1) le taux de produ
tion de graines d'une plante situ�ee en x,(iii) D(x; dz) la loi de dispersion des graines autour de leur m�ere situ�ee en x,(iv) �(x) 2 [0;1) le taux d'intera
tion d'une plante situ�ee en x,et, pour x, y dans �X ,(v) U(x; y) = U(y; x) 2 [0;1) le noyau de 
omp�etition.On souhaite �etudier le pro
essus �t, qui d�e
rit la distribution de plantes �a l'instant t. On �e
rira �t =PI(t)i=1 ÆXit , o�u I(t) 2 N est le nombre de plantes �a l'instant t, et X1t ; :::; XI(t)t sont leurs positions (dans�X ). La dynamique est la suivante:(a) �a t = 0, on a une distribution donn�ee,(b) 
haque plante (situ�ee en x 2 �X ) a trois horloges exponentielles ind�ependantes: une horloge de pro-du
tion de graines de param�etre 
(x), une horloge de mort naturelle de param�etre �(x), et une horlogede mort par 
omp�etition de param�etre �(x)PI(t)i=1 U(x;X it),(
) si une des deux horloges de mort sonne, la plante disparâ�t.(d) si l'horloge de produ
tion de graines d'une plante (situ�ee en x) sonne, alors 
ette plante produit unegraine. Cette graine devient instantan�ement une plante mature, situ�ee en x+Z, o�u Z est 
hoisie suivantla loi de dispersion D(x; dz).Autrement dit, f�tgt�0 est un pro
essus de Markov �a valeurs dansM = �Pni=1 Æxi ; n � 0; x1; :::; xn 2 �X	,de g�en�erateur: pour tout � 2 M, tout � :M 7! R suÆsamment int�egrable,L�(�) = Z �X �(dx) ZRdD(x; dz) [�(� + Æx+z)� �(�)℄ 
(x) (6.3)+ Z �X �(dx) [�(� � Æx)� �(�)℄��(x) + �(x) Z �X �(dy)U(x; y)� :Nous donnons d'abord, sous des 
onditions de bornitude des param�etres, une repr�esentation traje
torielle39



en termes de mesures de Poisson du pro
essus �, ainsi qu'une m�ethode de simulation et un r�esultatd'existen
e et d'uni
it�e (voir [134℄, De�nition 2.4, Theorem 3.1). Nous tentons ensuite de 
omprendrel'�etude de Bolker-Pa
ala [21℄: 
eux-
i �e
rivent des �equations di��erentielles satisfaites par n(t) = E[I(t)℄et par un moment d'ordre 2, appel�e la 
ovarian
e spatiale: nous retrouvons bien l'�equation de n(t), etnous donnons une d�e�nition rigoureuse de la 
ovarian
e spatiale. Par 
ontre, il semblerait que l'�equationpour la 
ovarian
e spatiale ne soit pas parfaitement juste dans [21℄ (voir [134℄, Se
tion 4). Nous nousint�eressons ensuite �a des approximations du mod�ele quand le nombre de parti
ules (�a l'instant 0) tendvers l'in�ni, ave
, bien sûr, des renormalisations des 
oeÆ
ients. Nous obtenons les r�esultat suivant (voir[134℄ Theorems 5.3 et 5.6).Th�eor�eme 35 1. Ave
 une renormalisation bien 
hoisie, on peut appro
her le pro
essus f�tgt�0 parl'unique solution faible d�eterministe f�tgt�0 de l'�equation int�egro-di��erentielle�t�t(x) = ZX dy�t(y)
(y)D(y; x� y)� �(x)�t(x) � �(x)�t(x) ZX dy�t(y)U(x; y); x 2 �X ; t � 0: (6.4)2. Supposons que X = Rd . Ave
 une autre renormalisation bien 
hoisie, on peut appro
her le pro
essusf�tgt�0 par un superpro
essus fXtgt�0, �a valeurs dans les mesures sur Rd , unique en loi, solution d'unprobl�eme de martingales (voir [134℄ �equations (5.35) et (5.36)).Notons que 
e superpro
essus a �et�e introduit par Etheridge [49℄.Nous nous int�eressons en�n au 
omportement en temps long pour le pro
essus mi
ros
opique f�tgt�0 etpour son approximation ma
ros
opique f�tgt�0. Nous obtenons tout d'abord (voir [134℄ Theorem 6.3).Th�eor�eme 36 Si �X est 
ompa
t, et s'il existe � > 0 et � > 0 tels que U(x; y) � � alors le pro
essusmi
ros
opique f�tgt�0 s'�eteint presque sûrement.Ce r�esultat n'est pas surprenant, puisque le taux de mort est alors en gros quadratique (
ar �X est 
ompa
t,don
 les plantes ne peuvent pas s'�e
happer), pour un taux de naissan
e lin�eaire. Nous donnons aussi,dans un 
as tr�es parti
ulier, un exemple o�u �t peut survivre: il ne s'�eteint pas presque sûrement (voir[134℄ Proposition 6.4). Nous utilisons pour 
ela une 
omparaison ave
 le 
�el�ebre pro
essus de 
onta
t voirLiggett [75℄.Nous montrons en�n que, sous des hypoth�eses tr�es restri
tives, il existe un �etat stationnaire non trivialpour le pro
essus �t (voir [134℄, Proposition 7.9).Proposition 37 Supposons que �X = Rd , que les param�etres 
; �;D ne d�ependent pas de x, que D(z) =D(jzj), que U est de la forme U(x; y) = U(jx�yj), que �+U(0) = 0, et que D = U . Soit � une mesure dePoisson sur R de param�etre 
=�. Alors � est un �etat stationnaire, i.e. E[L�(�)℄ = 0 pour toute fon
tion� suÆsamment born�ee.Bien que marginal, 
e r�esultat est relativement surprenant, 
ar il exprime une 
ertaine ind�ependan
e �a
haque instant de parti
ules dont la dynamique est intera
tive.En�n, nous analysons l'�equation (6.4). Nous d�emontrons, sous 
ertaines hypoth�eses (voir [134℄ Se
tion 7),l'existen
e et l'uni
it�e d'un �etat d'�equilbre. En�n, nous obtenons la 
onvergen
e �a l'�equilibre en supposantsoit une 
ondition de type �equilibre en d�etail, soit que la 
ondition initiale n'est qu'une perturbation del'�equilibre.6.3 Perspe
tivesD�egageons quelques id�ees de re
her
he. 40



G�en�eralisation: il serait int�eressant de r�eobtenir le r�esultat de Th�eor�eme 34 dans le 
as o�u l'on peut r�egler�a la fois le taux de bran
hement �(x) et la loi de reprodu
tion, le 
as o�u 
ette derni�ere n'est pas for
�ementbinaire. Il faudrait aussi rempla
er la vari�et�e 
ompa
te M par Rd (ou une vari�et�e non 
ompa
te).Equilibres: les probl�emes de 
onvergen
e �a l'�equilibre pour les mod�eles mi
ros
opiques et ma
ros
opiquesd�e
rits dans la se
tion 6.2 restent (presque) 
ompl�etement ouverts, et sont probablement passionnants(et tr�es d�eli
ats).Mod�eles multi-types: que peut-on dire si on 
onsid�ere un mod�ele de plantes ave
 deux esp�e
es de plantesen 
omp�etition?Mod�ele monomorphique: il serait tr�es int�eressant de 
omprendre rigoureusement le lien entre le mod�eled�e
rit 
i-dessus (Se
tion 6.2) o�u x repr�esente le 
ara
t�ere g�en�etique d'un individu, et les mod�elesmonomor-phiques, voir Champagnat, [26℄.
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