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Introduction

Ce mémoire présente une synthese de mes travaux de recherche - listés dans les deux
pages précédentes - sans rentrer dans les détails techniques des preuves, méme si certaines
idées sont présentées. Il présente mes contributions concernant les marches aléatoires en
milieu aléatoire sur Z (récurrentes et transientes), différents modeles dits log-corrélés, les
marches aléatoires activées et les integre a la littérature existante. Il est divisé en trois

parties selon les théemes précédemment mentionnés.

Marches aléatoires en milieu aléatoire sur Z

Le Chapitre 1 constitue une introduction aux marches aléatoires en milieu aléatoire
sur Z et présente, en plus de motivations en physique et en biologie, les différents résultats
historiques utiles & la présentation de mes contributions.

Le Chapitre 2 concerne le cas récurrent : il présente un résultat, obtenu avec Z. Shi
[A1], qui peut étre vu comme une “faiblesse” du phénomene de localisation forte pour
la marche de Sinai, ainsi qu’une étude fine du comportement de la marche de Sinai en
paysage aléatoire [A2], qui répond a une conjecture de Révész.

Dans le Chapitre 3, nous donnons une nouvelle preuve d’un théoréme de renouvelle-
ment de Kesten dans le cas uni-dimensionnel, qui nous permet d’obtenir une expression
explicite d’une constante qui était jusqu’alors inconnue dans le cas général. Ce travail
en collaboration avec N. Enriquez et C. Sabot [A3] est motivé par 1’étude des marches
aléatoires en milieu aléatoire transientes sur Z, qui font 'objet du chapitre suivant.

Le Chapitre 4 regroupe une série de travaux avec N. Enriquez et C. Sabot [A4, A5],
et avec N. Enriquez, C. Sabot et L. Tournier [A7] concernant les marches aléatoires en
milieu aléatoire transientes. Nous commencons par donner une nouvelle démonstration du
théoreme obtenu par Kesten, Kozlov et Spitzer dans le cas sous-balistique. En introduisant
une notion adéquate de vallées associées au potentiel, nous obtenons une expression du
parameétre de la loi stable limite [A4]. Dans un second temps, nous exploitons ce nouveau
point de vue pour prouver un résultat de vieillissement ou aging exprimé en fonction de la
loi de I’Arcsinus généralisée, ainsi qu’un résultat de localisation quenched, toujours dans
le cas sous-balistique [A5]. Cette étude nous permet également [A7] de décrire, pour les
régimes sous-balistiques et balistiques, les fluctuations du temps d’atteinte d’un niveau n
autour de sa moyenne en termes d’une fonction explicite de ’environnement. De plus leur

loi limite peut étre décrite en utilisant un processus ponctuel de Poisson dont 'intensité
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est calculée. Une conséquence importante de cette série de travaux est qu’ils fournissent
des méthodes qui ont pu étre utilisées ultérieurement pour analyser des marches aléatoires
en milieu aléatoire sur des graphes tels que les arbres ou Z¢ avec d > 2.

Enfin nous présentons une étude simple d’un modele-jouet [A6] : le modele de trappes
dirigé uni-dimensionnel, introduit par Bouchaud. Initialement introduit pour comprendre
la dynamique des verres de spin, il s’avere étre un outil central dans la compréhension
des marches aléatoires biaisées sur des arbres de Galton-Watson ou sur des clusters de
percolation.

Modeéles log-corrélés

Dans le Chapitre 5, nous considérons les marches aléatoires branchantes tuées en
zéro dans les cas critiques et sous-critiques, pour lesquels la population s’éteint presque-
stirement. Dans un travail avec E. Aidékon et Y. Hu [A8], nous étudions la population
totale et estimons précisément sa queue de distribution dans les cas critiques et sous-
critiques, ce qui répond a un probleme ouvert de D. Aldous.

Le Chapitre 6 présente un travail en collaboration avec L.-P. Arguin [A9], dans lequel
nous étudions un modele Gaussien sur le cercle, non-hiérarchique et dont les corrélations
décroissent logarithmiquement avec la distance. Notre approche, de type verres de spin, est
similaire & celle de Derrida et Spohn qui utilisent la mesure de Gibbs (& basse température)
pour étudier les extrémes du mouvement Brownien branchant. Le modéle en question a
les avantages d’avoir une représentation graphique pour les corrélations, un parametre
d’échelle continu et aucun effet de bord, ce qui rend les idées des preuves plus transparentes.
Notre premier résultat établit le fait que I’overlap entre deux points tirés indépendamment
selon la mesure de Gibbs est asymptotiquement égal & 0 ou 1 ; on dit que le modele présente
un régime one-step replica symmetry breaking (1-RSB) & basse température. La preuve est
basée sur une adaptation d’une technique perturbative de Bovier et Kurkova développée
pour des champs Gaussiens hiérarchiques. Elle consiste & introduire un modeéle perturbé
dont 1’énergie libre est calculable et peut étre reliée a la distribution de 1’overlap pour le
modele initial. Ce résultat combiné aux identités de Ghirlanda-Guerra nous permet, dans
un second temps, de montrer que la loi jointe des poids de Gibbs converge, dans un certain
sens, vers une variable aléatoire de Poisson-Dirichlet.

Le Chapitre 7 concerne le champ libre Gaussien discret en dimension 2. Apres un rappel
des premiers résultats sur le modele, nous présentons un travail avec L.-P. Arguin [A10]
dans lequel nous obtenons des résultats similaires a ceux du Chapitre 6 pour le modele
Gaussien log-corrélé sur le cercle unité. Mentionnons simplement que les preuves pour le
champ libre Gaussien nécessitent beaucoup plus d’efforts a cause des effets de bords.

Nous présentons ensuite les différents progreés concernant ce modele, qui ont suivi ce
travail. En particulier soulignons ’obtention, par Biskup et Louidor, de la convergence
du processus extrémal, qui nous permet, dans un travail avec M. Pain [A13], de montrer
I’absence de chaos en température pour le champ libre Gaussien discret en dimension 2.



Mais nous montrons surtout que la moyenne de 1’overlap entre deux points tirés indépen-
damment selon des mesures de Gibbs a températures différentes est strictement inférieure
a celle du REM de Derrida, ce qui peut étre surprenant étant donné que la loi limite de

I’ overlap est la méme pour les deux modeles si les points sont tirés a la méme température.

Marches aléatoires activées

Dans le Chapitre 8, nous étudions les marches aléatoires activées et prouvons, dans
un travail en collaboration avec L. T. Rolla et feu V. Sidoravicius [A11], qu’il existe
une densité critique (. bien définie, qui sépare deux familles d’états initiaux spatialement
ergodiques : ceux dont la densité est inférieure a (. pour lesquels le processus est presque-
stirement stabilisable et ceux dont la densité est supérieure & (. pour lesquels le processus
est presque-stirement explosif. Une conséquence importante est que les hypothéses (sur
I’état initial) spécifiques et nécessaires a certaines techniques mathématiques récemment
introduites peuvent étre maintenant omises. Une autre conséquence est que ce résultat
appuie la croyance que les marches aléatoires activées ont des propriétés de mélange bien
meilleures que le modele de tas de sable abélien, pour lequel il n’est pas possible de définir
une telle densité critique. Enfin le résultat ainsi que les techniques développées ne four-
nissent absolument pas une preuve de la conjecture dite de densité (reliée au phénomene
de criticalité auto-organisée) mais peuvent constituer un pas dans cette direction.
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Chapitre 1

Modele, motivations et certains résultats

1. Motivations et applications

Les milieux aléatoires constituent un modele permettant de décrire des phénomenes de
diffusion et de transport en milieux inhomogenes, possédant néanmoins des propriétés de
régularité a grande échelle (statistique). Depuis leur apparition, 1’étude des phénomeénes
aléatoires en milieu aléatoire intéresse physiciens théoriciens, biologistes et mathématiciens.

Les milieux aléatoires sont liés & des modeles utilisés notamment par les physiciens de
la matiére molle pour les polymeéres et les gels; on se reportera a De Gennes [61] pour
I'un des premiers modeles de ce type. Les modeles multi-dimensionnels étant souvent hors
de portée, on se raméne a 1’étude de modeles simplifiés : les marches aléatoires en milieu
aléatoire uni-dimensionnelles, qui par la présence de “pieges” (aussi appelées “trappes")
présentent les mémes types de phénomenes que les modeles multi-dimensionnels. 11 y a
deux sources d’aléa : le mouvement de la particule (correspondant a 'agitation thermique)
et le milieu, qui dicte les régles de déplacement. La combinaison de ces deux aléas de
natures différentes fait que les marches aléatoires en milieu aléatoire exhibent des propriétés
asymptotiques surprenantes et tres différentes de la marche aléatoire simple.

Ces derniéres années, le modele a bénéficié d’un regain d’intéréts en biologie molécu-
laire, dii & 'explosion de techniques monomoléculaires pour explorer la matiere biologique.
En contraste avec des expériences plus traditionnelles, ces nouvelles approches permettent
d’accéder aux variations a 1’échelle de la molécule, sans avoir besoin de faire la moyenne
sur un échantillon macroscopique. Citons Lubensky et Nelson [100] qui s’intéressent, d'un
point de vue théorique, a des expériences de micromanipulation d’ADN. Ils analysent la
séparation d’un double brin ’ADN grace & des micro-pinces. Le nombre de bases rompues
est modélisé par une marche aléatoire en environnement aléatoire, dont le réle est joué par
I’énergie libre du double-brin d’ADN (celle-ci est aléatoire car la séquence des bases A-T
et G-C est supposée aléatoire). Récemment, Monasson et Cocco [58] ont étudié le nombre
de trajectoires d’'une marche aléatoire en milieu aléatoire uni-dimensionnelle transiente a
considérer pour reconstruire l’environnement. On renvoit a Le Doussal, Monthus et Fisher
[99] et la bibliographie associée en ce qui concerne les résultats obtenus par les physiciens

théoriciens.
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16 1. Modele, motivations et certains résultats

2. Le modéle uni-dimensionnel

On définit les marches aléatoires en milieu aléatoire (MAMA) uni-dimensionnelles, qui

font I'objet principal de cette partie, de la fagon suivante.

DEFINITION 1. Soit w = (wz)zez une famille de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées a valeurs dans (0,1). On appelle w Penvironnement. Etant
donné une réalisation de l'environnement w = (wy)zez, on appelle MAMA la chaine de
Markov (X,)n>0 définie par Xy = 0 et pour n > 0 par

P, Xpt1=z+1|Xp=2)=wy, =1-FP,(Xpy1=2-1]|X,, =2x),

voir la Figure 1. On note P la loi de 'environnement et P, la loi de la marche aléatoire dans
I’environnement aléatoire w, appelée loi quenched. Enfin on note P et on appelle loi annealed
la moyenne de la loi quenched sur tous les environnements, i.e. P(:) := [ P,(:)P(dw).

1—wo wo 1 —w, wy
NN NN
-1 0 1 z—1 = x+4+1

FIGURE 1. Probabilités de transition.

Remarquons que si la loi de wy est une masse de Dirac, alors (X,,),>0 correspond a la
marche aléatoire simple. C’est pourquoi nous éviterons ce cas dégénéré dans la suite.

Le terme quenched, qui est associé a la loi de la marche aléatoire conditionnellement
a l'environnement, signifie “trempé” dans la terminologie issue de la métallurgie. La loi
quenched a la propriété d’étre Markovienne, mais n’est pas invariante par translation. La
loi annealed (“recuite”), quant a elle, est invariante par translation mais non-Markovienne.
Nous verrons que les comportements de la marche aléatoire sous la loi quenched et sous
la loi annealed dépendent fortement de la loi P de ’environnement.

Dans la section suivante, nous verrons que les MAMA ont des propriétés tres diffé-
rentes de la marche aléatoire simple. Nous y rappelons les principaux résultats historiques
concernant les MAMA uni-dimensionnelles et soulignons ainsi la richesse des comporte-
ments en milieu aléatoire, richesse résultant de la compétition entre les deux sources d’aléa :

I’environnement et l'agitation thermique.

3. Rappel de certains résultats connus

3.1. Récurrence-transience et loi des grands nombres. En 1975, Solomon [128]
obtient un critére de récurrence-transience pour les MAMA. Définissons pg := (1 —wp)/wo.
Solomon montre que, dans le cas ou E[log pg] est défini, la marche aléatoire est récurrente
si et seulement si E[log pg] = 0. De plus, il établit une loi des grands nombres : il existe
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une vitesse v € [—1, 1], ne dépendant que de la loi de I'environnement, telle que, P-presque

stirement,,

% — v, n — +00,

ou v vérifie 1 Elpo] .
Bl > 0 i Elpo] < 1,

vi={ 0, si (Elpg'])™" <1< Elpy,

Elpy']-1 : “1py—
%<O, si (E[pg'])~' > 1.

On remarque notamment qu’il est possible que la MAMA soit transiente et de vitesse
nulle, contrairement & la marche aléatoire simple. Le caractére sous-diffusif de la marche
dans ce cas sera étudié en détails dans le Chapitre 4.

3.2. Cas récurrent : marche de Sinai et localisation. Dans le cas récurrent,
Sinai [127] montre, en 1982, que la MAMA est nettement plus lente que la marche aléatoire
simple. Avant de préciser le résultat obtenu par Sinai, nous donnons les hypotheéses (ne
concernant que ’environnement) sous lesquelles la MAMA est appelée marche de Sinai :
il existe § > 0 tel que

(1.1) Pl<wy<1-4¢) = 1,
(1.2 Bllogps] = 0,
(1.3) 0% := Var[logpy] > 0.

La premiere est une hypotheése technique, la seconde assure que la MAMA est récurrente
d’apres le critere de Solomon [128] et la troisieme permet d’éviter le cas de la marche
aléatoire simple. Alors, sous les hypotheses (1.1)-(1.3), Sinai [127] montre que
X loi
o2 =2 (i; boos n — 400,

log?n

ol by est une variable aléatoire non-dégénérée et non-Gaussienne, qui ne dépend pas de
la loi de I'environnement. En 1986, Golosov [82] et Kesten [92] explicitent la loi de cette
variable aléatoire. Il est intéressant d’observer que la renormalisation en log?n contraste
avec le comportement asymptotique de la marche aléatoire simple en /n, dans le cas
récurrent.

Par ailleurs, la démonstration de Sinai fait apparaitre un processus qui ne dépend que
de lenvironnement w et appelé potentiel. Ce potentiel, noté V = (V(x),x € Z), est défini

par

2 k=1108 pi, six>1,
(1.4) V(z):=3 0, S

- Zg:w—f—l log p, six< -1,
oll

1 —w; .
(1.5) pi = ; Vi Z.
Wi

Il s’avere que cette fonctionnelle de ’environnement joue le role d’une énergie en physique.

Plus précisément, le caractere sous-diffusif démontré par Sinai dans le cas récurrent est di
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a l’existence de puits de potentiel, correspondant a des minimas locaux pour le processus
(V(z),z € Z). On parle de vallées piégeant la marche aléatoire (X,,)n>0, voir la Figure 2.

%

=

—]
==
=]

j Xn

(P

{i V) T illllhlwli|Il\rwlrhhlﬁ“MhI\lIIIWIMI\I\II\I\,\HMVI\‘IIMI‘iW‘I‘I\‘ "

il 07

FIGURE 2. Potentiel donné & gauche et marche aléatoire en milieu aléatoire associée a
droite (cas récurrent).

3.3. Cas transient de vitesse nulle. Le comportement de la MAMA dans le cas
transient de vitesse nulle a été précisé par Kesten, Kozlov et Spitzer [93], qui considérent
le cas transient vers +oo. Ils introduisent un processus de branchement en milieu aléatoire
avec immigration, qui tient compte des deux sources d’aléa (I’environnement et le mou-
vement de la marche aléatoire) et utilisent un résultat de renouvellement sophistiqué, di
a Kesten [91], faisant apparaitre I'indice x tel que E[p§] = 1, qui détermine le comporte-
ment asymptotique de la MAMA. Avant de donner le théoréme correspondant, définissons

le temps d’atteinte 7(z) du site z pour la marche aléatoire (X, n > 0) par
(1.6) 7(z):=inf{n >1: X,, =z}, x€Z.
et énoncons les hypotheéses faites par Kesten, Kozlov et Spitzer, que nous reprendrons dans

le Chapitre 4 :

(a) il existe 0 < k < 1 pour lequel E[p§] =1 et E[pflog™ po] < oo,

(b) la loi de log pg est non-arithmétique.
Le comportement de la MAMA dans le cas transient de vitesse nulle est alors décrit par
le résultat suivant.
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THEOREME 2 (Kesten, Kozlov et Spitzer [93]). Sous les hypothéses (a)—(b), on a les

convergences en loi suivantes :

: —1/!‘6 < —
nhm+ Pn™/"r(n) <z) = Lg(z),
: —K < _ o —-1/k
nhI-P P(n "X, <z) = 1—Lg(z /"),

ot L(-) est la fonction de répartition d’une loi stable complétement asymétrique d’indice

K (L est concentrée sur [0, 00)).

Remarquons que, comme la MAMA est transiente vers +oo, la convergence en loi
de n7"X,, est une conséquence de la convergence en loi de n~/ “7(n). De plus, les trois
auteurs obtiennent un comportement en n/logn dans le cas k = 1 et traitent aussi le cas
K> 1.

3.4. Temps local, sites favoris et concentration. En raison des phénomenes de
localisation de la MAMA aux fonds de vallées, il parait naturel de s’intéresser au temps
local. Le temps local en = au temps n, noté L(n,x), correspond au nombre de visites de la
marche aléatoire au site x avant le temps n et est défini par

Ln,z) = #{0<i<n: X;=uzx}, n>0, z€Z.

Gréace au phénomene de localisation, on peut raisonnablement penser que le mazimum du
temps local de la MAMA, défini par
L*(n) := maxL(n,z), n >0,
TEL
sera considérablement plus grand que celui de la marche aléatoire simple. Dans ce sens,
Révész [114], pour un environnement particulier, et Shi [124], sous les hypotheses (1.1)-
(1.3), montrent que

L*
lim sup (n)

n—+oo n

=C >0, P-p.s.

En outre, le comportement asymptotique en “limsup” du maximum du temps local est
étudié par Gantert et Shi [80] dans le cas transient. La “lim inf” dans le cas récurrent est
obtenue par Dembo, Gantert, Peres et Shi [62], qui montrent que

L*
lim inf & =c>0, P-p.s.,
n—+oo n/logg)n

ou log(;) désigne la j-¢me itérée de la fonction logarithme. La méme question dans le cas
transient reste un probléme ouvert. Par ailleurs, Hu et Shi [86] traitent le probléme des

sites favoris (ou sites les plus visités), que 'on définit par
(1.7) V(n) := {x€Zy: L(n,z)=L*n)}, n>0.

Ils prouvent notamment que le processus défini par le maximum (ou l'infimum) de V(n)

est transient vers +oo.






Chapitre 2

Marche de Sinai [A1, A2]

1. Un paradoxe lié a la localisation pour la marche de Sinai [A1]

1.1. Présentation du probléme et résultat. Cette premiere section présente la
résolution d’une conjecture d’Erdés et Révész [70] (rappelée dans [115]) initialement posée
pour la marche aléatoire simple. Il s’agit de savoir si le fait que la marche passe quasiment
tout son temps sur Z, implique que les sites favoris appartiennent également a Z, . Pour

préciser ce probléme, introduisons d’abord la notion de suite positive : une suite (aléatoire)

d’entiers 0 < n; < ne < ... est appelée suite positive pour la marche aléatoire si
0<i<ng: X;>0
lim #O0Si s m ! ) =1.
k—+o00 ng

Du fait que la marche de Sinai soit connue pour un phénomene de localisation forte, les
sites favoris devraient étre situés au fond de la vallée du potentiel dans laquelle la marche
a passé presque tout son temps. Il est alors naturel de penser que, le long d’une suite
positive, les vallées qui piegent la marche aléatoire, et donc les sites favoris, soient portés
par Z.. Rappelons que ’ensemble des sites favoris V(n) est défini en (1.7). Nous pouvons

maintenant formuler rigoureusement la conjecture de la maniere suivante.

QUESTION 3. Est-il vrai que, P-presque stirement, pour toute suite positive (ng), on
ait V(ng) C Z4 pour tout k assez grand ?

En réalité, le comportement de la marche de Sinai peut étre tout autre et nous obtenons

le résultat suivant.

THEOREME 4 ([A1]). Sous les hypothéses (1.1)—(1.3),

P(V suite positive (ng), on ait V(ny) C Z4, pour k assez grand) = 0.

1.2. Idée de la preuve. En fait, la raison pour laquelle 'heuristique précédente est
incorrecte est que méme si la marche est fortement localisée au fond d’une vallée, il se
peut qu’il y ait un grand nombre de sites au voisinage du fond de cette vallée. Dans ce cas,
aucun site n’est nécessairement favori, car le temps passé au fond de la vallée est partagé

entre tous ces sites. Nous parlons dans ce cas de bon environnement, voir la Figure 1.
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FIGURE 1. Exemple d’un “bon” environnement

2. Limites supérieures de la marche de Sinai en paysage aléatoire [A2]

2.1. Marches aléatoires en paysage aléatoire. Les marches aléatoires en paysage
aléatoire constituent une classe de processus stationnaires admettant une riche diversité
de comportements asymptotiques. Le modele peut étre décrit de la fagon suivante : étant
donnée une chaine de Markov portée par un espace d’états S, il est possible d’associer un
champs aléatoire & cet espace d’états, appelé paysage aléatoire. Au fur et & mesure que la
marche aléatoire évolue, elle observe le paysage du site qu’elle visite.

On définit le modele uni-dimensionnel en considérant une marche aléatoire sur Z, notée
S = (Sn, n > 0), et une famille de variables aléatoires i.i.d., notée £ = (&, = € Z) et

indépendante de S. La marche aléatoire en paysage aléatoire est alors définie par
n
Y, =Y &(S5), n > 0.
i=0

Ce processus est également appelé marche aléatoire en paysage aléatoire de Kesten-Spitzer.
On peut en faire 'interprétation suivante : si un marcheur doit payer &, a chaque fois qu’il
visite le site x, alors Y,, correspond a la quantité totale qu’il a payée pendant 'intervalle
de temps [0, n]. Une remarque importante dans I’étude des marches aléatoires en paysage
aléatoire consiste & observer que ’on peut, dans un certain sens, dissocier les deux sources
d’aléa en réécrivant Y,, en fonction du temps local de S. En effet, il est facile de voir que
Yn:ZSQCL(n,:C)7 n >0,
TEL
o, exceptionnellement ici, L(n, z) désigne le temps local de la marche aléatoire S au site

x et au temps n, et non pas le temps local de la marche aléatoire en milieu aléatoire.

2.2. Présentation du probléme et résultat. La deuxiéme section de ce chapitre
concerne une conjecture de Révész ([116], page 353) pour la marche de Sinai en paysage
aléatoire. Des probléemes combinant environnement aléatoire et paysage aléatoire ont déja
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été étudiés pour des modeles plus généraux. Par exemple, remplacant Z par un groupe
dénombrable, Lyons et Schramm [101] obtiennent, sous certaines conditions, 'existence
d’une mesure stationnaire du point de vue de la particule, pour la marche aléatoire en
environnement aléatoire et paysage aléatoire. Quant a Haggstrom [83], puis Héggstrom
et Peres [84], ils utilisent ce modeéle pour traiter des problémes de percolation. Voyant la
percolation comme un paysage aléatoire, ils considerent ’environnement aléatoire déter-
miné par ce paysage et construisent la marche aléatoire en milieu aléatoire associée, qu’ils
étudient afin d’obtenir des informations sur ’environnement, i.e. ’amas de percolation.

Pour introduire le modele de marche de Sinai en paysage aléatoire, nous considérons
d’abord la marche de Sinai (X,, n > 0) sous les hypothéses (1.1)—(1.3) et rappelons les
notations P, et P associées respectivement a la loi quenched et & la loi annealed. Comme
dans la Sous-Section 2.1, on considere une famille de variables aléatoires i.i.d. pour définir
le paysage aléatoire, noté £ = (&, x € Z). On suppose, de plus, que £ est indépendant du
couple (w, (Xp)n>0). On note alors (Z,, n > 0) la marche de Sinai en paysage aléatoire
définie par

Z, = znjg(xi), n > 0.
1=0

Comme précédemment, remarquons que Z, peut étre réécrit en terme du temps local de
la marche de Sinai
Zn:ZE(a:)L(n,x), n > 0.
TEZ
Dans un certain sens, on dissocie ainsi les deux sources d’aléa liées a la marche de Sinai

et au paysage aléatoire.

On s’intéresse ici au comportement de la limite supérieure de (Z,/n, n > 0) dans
le cas ou le support de la loi de & est borné supérieurement, i.e. a := esssup&y < oo.
Rappelons ici la propriété de concentration d’ordre 8 démontrée par Andreoletti [7] : il
existe ¢(3) > 0, tel que

i sup 2Pz L.z = €(8). 2 + £(5)

n—-+00 n

>0, P-p.s.

Le cas ou f est tres proche de 1 associé au caractere “i.i.d.” du paysage aléatoire nous
permet de formuler la conjecture de Révész ([116], page 353).

QUESTION 5. L’hypothése a = esssup&y < oo implique-t-elle que, P ® @Q-presque

stirement,

. Zn,

limsup— =a?

n—4+oco N

Il s’avere que la conjecture n’est vérifiée que si ’on fait une hypothese supplémentaire.

En effet, une étude fine de la compétition entre propriété de concentration pour la marche
de Sinai et records négatifs pour le paysage aléatoire nous permet d’obtenir le théoréme
suivant, qui donne une solution au probléme en fonction du comportement asymptotique
de la queue de distribution de &, := max{—¢p,0}.

THEOREME 6 ([A2]). Supposons (1.1)—(1.3) et a := esssup &y < oc.
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i) Si Q&g > N) < —r=, pour un certain € > 0 et tout X assez grand, alors
0 (log A%+

n—+oo TN

Z,
]P’®Q(limsupn = a) =1.
(i) Si Q& > ) > W, pour un certain € > 0 et tout A assez grand, alors

Zn
P@Q( lim :—oo) =1

n—+oo nNn

REMARQUE 7. En fait, il est possible de donner plus de précision dans le cas (ii). En
effet, on peut montrer que, si Q(§, > A) > m, pour un certain a < 2, alors on a que
lim,, s 4 oo n=ete 7, = —00, P ® Q-presque sfirement, pour tout ¢’ > 0. Par ailleurs, le cas

€ = 0 reste une question ouverte.



Chapitre 3

Une représentation probabiliste des constantes dans le

théoréme de renouvellement de Kesten [A3]

1. Présentation du probléme et résultats

En 1973, Kesten publie un papier céleébre [91] concernant le comportement de la queue
de distribution de séries de renouvellement de la forme >~ A1 ... A;j—1B;, ou (4;)i>0 est
une suite de matrices aléatoires d X d positives et i.i.d., eg (B;)i>1 une suite de vecteurs
aléatoires i.i.d. de R%. Son résultat montre que la queue de distribution d’une projection
quelconque de ce vecteur aléatoire est équivalente a Cx t™", quand ¢ tend vers +oo et ou
Ck et k sont des constantes positives. La constante x est définie comme la solution de
Péquation k(s) = 1, avec k(s) := lim,_ 100 E[|| A1 ... A, ||5]/™

En dimension 1, Goldie [81] se passe de I'hypotheése de positivité et simplifie la preuve
de Kesten. En outre, il obtient une formule pour la constante implicite Cx de Kesten dans
le cas particulier ou A; est positif et x entier. En 1991, Chamayou et Letac [51] montrent
qu’en dimension d = 1, si 4; a méme loi que (1 — X;)/X;, ou X; suit une loi Beta sur
(0,1), alors la loi de la série elle-méme peut étre calculée de telle sorte que la constante
Ck est explicite. On peut alors se poser la question suivante. Comment peut-on évaluer
la constante Ck 7

Dans ce travail, nous considérons le cas d = 1 et supposons que p; = A; est une famille
de variables aléatoires i.i.d., B; = 1 et qu'il existe k > 0 tel que E[pf] = 1. On suppose, de
plus, une condition d’intégrabilité et que la loi de log p;, qui a une moyenne négative sous
les hypotheses précédentes, est non-arithmétique. On s’intéresse alors a la série

R::l—i—Zpl---pk.
E>1
Ces hypotheses impliquent que la queue de distribution de la série de renouvellement est
équivalente & Cxt™", quand ¢ tend vers I'infini. Notre but ici est de donner une représen-
tation probabiliste de la constante C.

En outre, ce travail est relié a ’étude de marches aléatoires en milieu aléatoire uni-
dimensionnelles. Rappelons que Kesten, Kozlov et Spitzer [93] (voir le Théoréme 2 dans
ce manuscrit) montrent, en utilisant le résultat de Kesten [91], que si la marche aléatoire
en milieu aléatoire transiente est de vitesse nulle, alors son comportement dépend d’un

indice x < 1 : la marche aléatoire en milieu aléatoire X,, renormalisée par n'/*

converge
K
en loi vers C,€<Si> , ou S, est une variable aléatoire stable complétement asymétrique
K

d’indice . Cependant, ils n’obtiennent pas d’expression explicite de C. Dans le Chapitre
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4 ou dans [A4], nous obtenons une expression explicite, soit en fonction de la constante
de Kesten Cg lorsqu’elle est connue, soit en fonction de 'espérance d’une série aléatoire
lorsque C' n’est pas connue. Pour cela, nous avons besoin d’estimer le comportement de
la queue de distribution d’une variable aléatoire intimement reliée a la série aléatoire R et
utilisons le travail présenté dans ce chapitre.

Soyons plus précis et considérons une famille de variables aléatoires positives i.i.d.
(pi)icz de loi Q = u®%. On associe a la suite (p;);cz le potentiel (Vi )rez (similaire & celui
défini en (1.4)) donné par

ZZ:I log Pk sin Z 17
(3.1) V=4 0, sin=0,
— Z%:n-u log pr,, sin < —1.

Notons p une variable aléatoire de loi . On suppose alors que la loi y vérifie

(a) il existe & > 0 pour lequel E#[p"] = 1 et E*[p"log™ p] < oo,
(b) la loi de log p est non-arithmétique.

Alors la loi p est telle que log p satisfait E#[log p] < 0, ce qui implique que, @-p.s.,
limy, 400 Vi/n = [logpdp < 0. On appelle S le maximum absolu de (Vj)r>o, défini
par S := max{Vy, k > 0} et on appelle hauteur de la premiére excursion positive du
potentiel la quantité H := max{Vj, 0 < k <Tg_}, ou Tr_ est le premier temps d’atteinte
strictement positif de R_, défini par Tr_ := inf{k > 0 : Vi < 0}. On pose également
Tg:=inf{k >0 : Vj =S} et Ty :=inf{k >0 : V = H}. On a clairement, H < S < 00
et Th <Tg < 00, Q-p.s.

Des résultats classiques de théorie des fluctuations [71] donnent le comportement de

la queue de distribution de S :
Pee® > t) ~ Cpt™®,  t— o0,

ou
1— EQ[e"Y (k)]

kEr[p"log p] EQ[TR ]~

Cp =

Le comportement de la queue de distribution de H est obtenu par Iglehart [88] :
(3.2) PO >t~ Crt™", t— 400,

ou
(1 — EQ[erV T )))2 Q1R (Te )
= =(1-E R .
CI K X [pn log p] EQ [TR,] ( [e ]) CF

En outre, on remarque que la variable aléatoire R, qui nous intéresse, peut étre réécrite
R =Y ,>0¢e" et satisfait 'équation de renouvellement

(loi)

R 14+ pR,

ou p est une variable aléatoire de loi 1, indépendante de R. Dans [91], Kesten montre (son
résultat est plus général et concerne le cas multi-dimensionnel) qu’il existe une constante
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positive C'k telle que
(3.3) PYR>t)~Cxt™,  t— +o0.

Rappelons que le but de ce chapitre est d’obtenir une expression de cette constante en
terme de ’espérance d’une variable aléatoire simple. A cet effet, on a besoin d’introduire
une certaine transformée de Girsanov de Q). Grace a ’hypothese (a), on peut introduire la
mesure de probabilité ji := p*u ainsi que Q := a®%. On définit alors M par
M = Z e Ve 4 Ze*V’“,

k<0 k>0
ot (Vi)k<o est distribué sous Q( - | Vi > 0,Vk < 0) et indépendant de (Vj)x>o distribué sous
Q( | Vx > 0,VEk > 0). On a alors le résultat suivant qui donne notamment une expression
probabiliste de Ck en fonction de E[M"] < +o0.

THEOREME 8 ([A3]).
(i) Sous les hypothéses (a)-(b), on a PY(R > t) ~ Cx t~", lorsque t — +00, avec
Ck = CrE[M"].
(ii) Sous les hypothéses (a)-(b), on a PR(R>t; H = S) ~ Cgrt™", lorsque t — 400, avec
Ckr = CrE[M"].

2. Idée de la preuve

Mentionnons que la premiere idée est de prouver la Partie (ii) du Théoréme 8 pour en
déduire la Partie (i) assez facilement. On ne s’intéressera donc qu’a l'idée de la preuve de
la Partie (ii).

On remarque d’abord que P?(R > t|H = S) = P?(R > t|Z), o 'événement Z est
défini par {H = S} Nn{V, > 0, Yk < 0}, voir la Figure 1.

FIGURE 1. Z:={H =S} n{Vix >0, Vk < 0}.



28 3. Théoréme de renouvellement de Kesten

Puis, sous IPQ( -|Z), une propriété de symétrie permet de montrer que R = Mo ed a
méme loi que M; e, avec My := 2 k>0 V=S et M := Zgi_oo e Ve, qui sont représentés
sur la Figure 2. Il s’agit alors de montrer un résultat d’indépendance asymptotique entre
M, et e, Pour cela on utilise des arguments délicats de couplage pour des processus
conditionnés qui ne fonctionnent que pour H grand. Il faut donc d’abord montrer que R
grand implique H grand, puis obtenir une expression explicite pour la loi de (V, ..., V1, ),
qui s’avere étre la loi de V' sous IP’Q( | Vi > 0,VEk > 0) stoppé en un certain temps d’arrét.

Finalement, montrer que M est proche de M en loi nous permet de voir que P?(R >
t|Z) est proche de P?(Me! > ¢|Z), avec M et eff indépendants. On conclut grace a la
connaissance de la queue de distribution de e? (voir I'Equation (3.2)) et en montrant que

M a suffisamment de moments.

My =Y sges ™

0 Ts

M|:=XTs Ve AN

k=—00

FIGURE 2. Représentation de M; et Moa.



Chapitre 4

Marches aléatoires en milieu aléatoire transientes sur 7Z
[A4, A5, A6, AT

1. Introduction

Dans la premiere section de ce chapitre, nous commencons par donner une nouvelle
démonstration du théoréme obtenu par Kesten, Kozlov et Spitzer [93] dans le cas sous-
balistique. En utilisant le potentiel associé a I’environnment w, nous obtenons une expres-
sion du parametre de la loi stable limite. En outre, cette expression est explicite dans le
cas d’environnements de Dirichlet.

La preuve présente une approche radicalement différente de celle utilisée dans [93].
Alors que les preuves de [93] sont basées sur une représentation de la trajectoire de la
marche aléatoire en termes de processus de branchement en milieu aléatoire (avec immi-
gration), notre approche repose sur l'interprétation faite par Sinai d’une particule dans
un potentiel aléatoire. Cependant, dans le cas récurrent, le potentiel concerné correspond
a une marche aléatoire récurrente et Sinai introduit une notion de vallée qui n’a plus de
sens dans notre contexte, ou le potentiel est une marche aléatoire (disons) négativement
biaisée. On introduit alors une notion de vallée différente, qui est étroitement liée aux
excursions de cette marche aléatoire au dessus de son minimum passé. Par ailleurs, Igle-
hart [88] donne un équivalent de la queue de distribution de la hauteur de ces excursions.
Dans un premier temps, nous prouvons que I’étude du temps d’atteinte du niveau n peut
étre réduite a celle du temps mis par la marche aléatoire en milieu aléatoire pour gravir
les hautes excursions du potentiel au dessus de son minimum passé entre 0 et n. Comme
ces hautes excursions sont bien séparées en espace, on peut montrer qu’elles admettent
asymptotiquement une propriété “i.i.d.”” Du coup, le probleme peut étre réduit a 1’étude
de la queue de distribution du temps mis par la marche aléatoire pour gravir une telle
excursion.

Il s’avere que cette queue de distribution fait apparaitre ’espérance d’une fonction-
nelle d’un certain méandre associé & la marche aléatoire qui définit le potentiel. En outre,
I'espérance de cette fonctionnelle est, elle-méme, reliée a la constante du théoreme de
renouvellement de Kesten [91], étudiée dans le Chapitre 3. Enfin, dans le cas ot les proba-
bilités de transition suivent une loi Beta, un résultat de Chamayou et Letac [51] donne une
expression explicite de cette constante, qui nous permet d’obtenir une formule explicite

pour le parametre de la loi stable limite.
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L’introduction des vallées et ’étude de leurs temps d’occupation, faites dans la Section
2, nous permet dans la Section 3 d’obtenir un résultat de vieillissement exprimé en fonction
de la loi de I’Arcsinus généralisée ainsi que, dans le cadre quenched, une estimation précise
de la loi de la marche aléatoire en milieu aléatoire au temps t.

Dans la Section 4, nous considérons les marches aléatoires en milieu aléatoire dans les
cas sous-balistiques et balistiques. Pour un ensemble d’environnements dont la probabi-
lité converge vers 1 quand ¢ tend vers l'infini, nous décrivons les fluctuations du temps
d’atteinte d’un niveau n, autour de sa moyenne, en termes d’une fonction explicite de
I’environnement. De plus leur loi limite est décrite en utilisant un processus ponctuel de
Poisson dont I'intensité est calculée.

Une conséquence importante de cette série de travaux est qu’ils fournissent des mé-
thodes qui ont pu étre utilisées ultérieurement pour analyser des marches aléatoires en
milieu aléatoire sur des graphes tels que les arbres ou Z¢ avec d > 2; nous faisons réfé-
rence a Ben Arous et Fribergh [21] pour de plus amples détails.

2. Lois limites pour les marches aléatoires en milieu aléatoire transientes de

vitesse nulle [A4]

2.1. Résultats. Avant d’énoncer les principaux résultats de ce chapitre, nous rappe-
lons que le temps d’atteinte 7(z) du site x pour la marche aléatoire (X,, n > 0) a été
défini en (1.6) par 7(z) := inf{n > 1: X,, = x}, et que pour o € (0,1), on note S* une
variable aléatoire stable completement asymétrique d’indice «, ayant pour transformée de
Laplace E[e™*5a"] = e, pour tout A > 0.

THEOREME 9 ([A4]). Soit w := (w;, © € Z) une famille de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuces telle que

(a) il existe 0 < k < 1 pour lequel E[p§] =1 et E|[pflog™ po] < oo,
(b) la loi de log py est non-arithmétique.

Alors on a, quand n — 400,

7(n) (o) 2( K2

Ck Blp; log Po]) Sih

nt/k sin(mk)
Xn (o) sin(mk) ( 1 )””
n* 2612C3 E[pf log po] \ 8¢ )

ot Cg désigne la constante de Kesten introduite dans le Chapitre 3 (voir I’Equation (3.3)
ou le Théoréme 8).

Ce théoreme est particulierement intéressant lorsque Ck est explicitement connue.
Par exemple, dans le cas d’environnements de Dirichlet, i.e. les environnements dont la loi
satisfait wi(dz) = %xo‘_l(l - x)ﬁ_ll[o’l](x) dz,ou a,f > 0et B(a, ) := fol o1 -
x)ﬁ_ll[o’l] (z)dz, le Théoreme 9 peut étre nettement plus explicite. Les hypotheéses du
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Théoreme 9 correspondent aux cas ou 0 < o — f < 1 et un rapide calcul montre que
k = a — 3. On obtient alors le résultat suivant.

COROLLAIRE 10 ([A4]). Dans le cas d’environnements w tels que wi suit une loi
Beta(a, 8) avec 0 < o — B < 1, le Théoréme 9 s’applique avec Kk = « — 3. Alors on

a, quand n — 400,

T(n) (loi ™ @Z)(a)—d)(ﬂ) ﬁ ca
nl/k 4 2<sin(7r(a —8)) B(a,p)? ) S

Xn (o)) sin(m(a—f)) Bla,B)? ( 1 )
ne 2070 Yla) —(B)\Sg*)
I'(2)

ot 1 désigne la fonction Digamma définie par (z) := (logT')(2) = OR

Si Ck est inconnue, il est possible de donner une représentation probabiliste du para-
metre caractérisant la loi stable limite. En réalité, on montre d’abord le Théoréme 11 qui
suit, puis on en déduit le Théoréeme 9. Avant d’énoncer le Théoréme 11, on introduit le
premier record négatif du potentiel défini par

e :==1inf{k >0: V(k) <0}.

Remarquons que des résultats classiques de théorie des fluctuations (voir [71], page 396),
garantissent que sous les hypotheses (a)-(b) du Théoréme 9, on a

(4.1) Ele;] < oo.

On introduit, en plus, la loi classique P associée au potentiel (V(z),z € Z) sous P vu
comme une marche aléatoire. A cet effet, si 1 désigne la loi de log pg, alors grace a I’hypo-
these (a) du Théoreme 9 on peut définir la loi fi qui satisfait dji = pfj dp ainsi que P = p®
qui correspond a la loi d’une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi fi. La définition de k
implique que [logp ii(dp) > 0.

THEOREME 11 ([Ad]). Soit w := (w;, i € Z) une famille de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées satisfaisant les hypothéses (a)—(b) du Théo-

réme 9. Alors on a, quand n — +00,

ca
K

7(n) (ol r EM2 (1 _E[eﬂwel)])?)i
nl/k = 2<sin(7m) Elei1]?  E[p§log po

Xn (loi) sin(7k) Ele1)*  E[p§log po] ( 1 >”
nk 2¢m  E[MF]?2 (1 — ElesV(e)])2\ 8] -

ot M a la loi de P’exponentielle d’un méandre définie par
loi ’ 1
M(g) Ze_ k +Ze_vk,

k<0 k>0

avec (V) k<o distribué sous P(-| V] >0, Yk < 0) et indépendant de (V})i>o distribué sous
P(-| V>0, Vk>0).
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REMARQUE 12. Lorsque Ck n’est pas explicite, il est plus intéressant d’utiliser I'ex-
pression du parameétre de la loi stable limite en termes de E[M"], qui peut facilement étre

estimée numériquement.

2.2. Idée de la preuve. Le potentiel est divisé en excursions (au-dessus de son

minimum passé), grace a ses weak descending ladder epochs (ep)p>0 définis par eg := 0 et
ept1 :=1nf{z >e,: V() <Viep)}, p > 0.
I1 est évident que les (e; — €;—1);>1 forme une famille de variables aléatoires i.i.d. et rap-
pelons que, sous (a), on a Ele;] < oo, voir 'Equation (4.1).
On considere alors le potentiel jusque e, et on construit des wvallées profondes autour

des excursions dont la hauteur dépasse une certaine hauteur critique hf,. On notera N, le
nombre aléatoire de telles vallées profondes, voir la Figure 1.

V(x)

C1
b1 Co

bo

~
~

CN,,
\bl\fi\

FIGURE 1. Potentiel et vallées.

On introduit maintenant le temps d’inter-arrivée entre x et y :
7(2,y) == inf{t > 0: X,y =y}, Va,y € Z.

Comme la MAMA est transiente vers 400 et ne revient pas “trop” en arriere, on montre
que le temps passé entre les vallées profondes est négligeable (pour cela il ne faut pas
choisir hS trop grand) pour obtenir que 7(ey,) est bien approximé par 7(b1, c1) 4+ 7(be, c2) +
-+ 7(bn,,, N, ). Ensuite en choisissant h¢ assez grand, on obtient que N,, n’est pas trop
grand non plus et que les vallées profondes sont suffisamment espacées pour que leurs
temps d’occupation soient quasiment i.i.d., dont on déduit que E[exp{—nl—)‘/nT(en)}] est
proche de E[E, [exp{—#T(bl, c1)}V7]. Puis en décomposant le temps d’occupation en
excursions (pour la MAMA cette fois-ci) du fond de la vallée au fond de la vallée, on peut
voir que Ew[exp{—nl%T(bl,cl)}] est proche de (1 + n%;\HeHMlMg)*l, ou M et My ont
été définis dans la preuve du Théoréme &, voir la Figure 2 ci-dessous. Alors un argument

d’indépendance asymptotique (similaire & la preuve du Théoréme 8) entre ef!, My et My
sous forme de résultat Taubérien permet de conclure en montrant que

G N R e O R

n
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M1 - k=—o0 e_V(k) \

AN

FIGURE 2. M; et Ms.

3. Vieillissement et localisation “quenched” pour les marches aléatoires en

milieu aléatoire transientes de vitesse nulle [A5]

3.1. Introduction. Rappelons que, dans le cas des MAMA transientes de vitesse
nulle, la preuve de la loi limite obtenue par Kesten, Kozlov et Spitzer [93] n’utilise pas le
potentiel. Du coup, un analogue du résultat de localisation de Sinai dans le cadre quenched
manquait. Comme nous allons le voir, la réponse a cette question est plus compliquée que
dans le cas récurrent mais toujours tres explicite.

Par ailleurs, les vallées introduites pour les MAMA transientes sous-balistiques dans
[A4] ou la Section 2 de ce chapitre sont reliées aux excursions du potentiel au-dessus de son
minimum passé. Alors 'observation-clef est, qu’avec probabilité 1, la marche ou particule
est localisée au temps ¢ au fond d’une vallée de profondeur et largeur d’ordre logt. Alors
comme la marche passe un temps aléatoire d’ordre ¢ dans une vallée de profondeur logt,
il n’est pas surprenant d’observer un phénomeme de vieillissement.

Ce qui est généralement appelé vieillissement est un phénomeéne physique de dyna-
mique hors-équilibre observé pour les systemes désordonnés tels que les verres de spin a
basse température. Il est défini, pour un systéme donné, comme l’existence d’une limite
pour une fonction de corrélation associée a deux temps (habituellement notés t,, et ¢, +t)
lorsque ces deux temps divergent en gardant un rapport fixé. Alors la limite doit étre
une fonction non-triviale de ce rapport. Ce phénomeéne a été largement étudié dans la
littérature physique, voir [37] et ses références.

Plus précisément, dans le cadre des MAMA transientes sous-balistiques, le Théoréme
13 explicite la probabilité que, pour tout rapport donné h > 1, la particule reste confinée
dans la méme vallée pendant 'intervalle de temps [t,th]. Cette probabilité est exprimée
en fonction de la loi de I’Arcsinus généralisée, ce qui confirme son statut d’universalité
établi par Ben Arous et Cerny dans leur étude des modeles de trappes [24]. Mentionnons
finalement que le cas récurrent, qui révele également un phénomeéne de vieillissement, a

été traité par Dembo, Guionnet et Zeitouni [63].
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Le deuxieme aspect de ce travail concerne une propriété de localisation pour la marche
et peut étre considérée comme ’analogue, dans le cas transient, du résultat de localisation
de Sinai. Mais contrairement au cas récurrent, la marche aléatoire n’est pas localisée au
fond d’une seule vallée. Néanmoins, si on se donne un seuil « € (0, 1), il est possible de dire
qu’asymptotiquement, au temps ¢, avec une probabilité sur I’environnement convergeant
vers 1, la marche aléatoire reste localisée, avec une probabilité plus grande que o aux
fonds d’un nombre fini de vallées ayant une profondeur d’ordre logt¢. Ce nombre dépend
de t et de I'environnement mais ne diverge pas avec t. Enfin, grace au Théoreme 14 et au
Corollaire 15, nous estimons précisément la probabilité pour que la marche soit au temps
t dans chacune de ces vallées.

3.2. Résultats. Le premier résultat de cette section est le théoreme suivant qui éta-
blit un phénomene de vieillissement pour les MAMA transientes de vitesse nulle.

THEOREME 13 ([A5]). Soit w := (w;, i € Z) une famille de variables aléatoires i.i.d.
telle que

(a) il existe 0 < r < 1 pour lequel E[pf] =1 et E[p§log™ po] < oo,
(b) la loi de log py est non-lattice.
Alors, pour tout h > 1 et tout n > 0, on a

sin (k)

1/h

i B X <togt) = D [ yymay

De plus, nous introduisons l'indice de la derniere vallée profonde visitée au temps ¢
définie par

b :==sup{n >0 : 7(b,) <t}

Avant d’établir le résultat de localisation quenched, rappelons que X peut étre définie de
maniére canonique sur l’espace de probabilité ZN. On introduit alors e = (e;, i > 1) une
suite de variables aléatoires exponentielles i.i.d. de parametre 1 et indépendante de X. On
définit e sur un espace de probabilité = et on note P® sa loi. Afin d’exprimer l'indépen-
dance entre X et e, on considére pour chaque environnement w, ’espace de probabilité
(ZN x 2, P, ® P(®)) sur lequel on définit (X, e). Enfin, on définit le poids de la k-iéme vallée

par
Wi (w) :=2 Z Ve (n)=Viu(m)

ap<m<n
b <n<dp

(les ag, by et dj sont des fonctions du potentiel associées a la k-ieme vallée et on renvoit
a [A5] pour une définition précise) ainsi que l'entier aléatoire

£§°2 = sup{iZO : ZWk(w)ekﬁt}, Yt > 0.
k=1

On peut maintenant établir le deuxieme résultat de cette sous-section.

THEOREME 14 ([A5]). Sous les hypothéses (a)-(b) du Théoréme 13, on a
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(i) pour tout n > 0,
i - < =
tilinoo P(|X; — by, | < nlogt) =1,
(ii) pour tout 6 > 0,

lim P (drv (6, 6 +1) > 6) =0,

t—+o00

ou dpy est la distance en variation totale.

Remarquons que 'on peut aisément déduire de ce théoréme (en assemblant les Parties
(i) et (ii)) le résultat de localisation quenched (en probabilité) suivant. Nous précisons ici
que ce résultat est établi en probabilité car on ne peut pas espérer un énoncé presque-sir,
voir [112].

COROLLAIRE 15 ([AB5]). Sous les hypothéses (a)-(b) du Théoréme 13, on a, pour tous
d,mn >0,

p(z

i>1

1—1 7
PL(X: = b < nlogt) ~ PO Y Wew)er <t < Y- Wew)er)
k=1 k=1

> 6) — 0,
quand t tend vers +00.

Le contenu de ce corollaire est double. Il nous dit premierement, qu’avec probabilité
convergeant vers 1, le processus au temps t est concentré au voisinage du fond d’une vallée
de profondeur d’ordre logt. Deuxiémement, il détermine également, pour chacune de ces
vallées, la probabilité de piéger la particule au temps t. Cette probabilité est exprimée
en fonction d’un processus de renouvellement de Poisson pondéré par les poids de ces
vallées. Ce résultat a enfin un intérét indépendant : il permet d’obtenir des informations
sur I’environnement en se basant sur un échantillon de trajectoires de la particule. Nous

renvoyons a [58] pour un exemple dans un article traitant de la reconstruction d’ADN.

4. Limites “quenched” pour les fluctuations des marches aléatoires en milieu
aléatoire transientes [A7]

4.1. Introduction. Une remarque importante est que les résultats du Chapitre 1 ne
concernent que le comportement annealed, sauf quand il s’agit d’énoncés presque-siirs. Ce-
pendant pour les applications, ce qu’on appelle milieu (ou environnement) est fixé pendant
I'expérience (par exemple une séquence d’ADN) et il est naturel de vouloir considérer le
comportement quenched de la marche. Les premiers résultats dans cette direction [112, 111]
sont malheureusement négatifs, montrant que, pour presque tout environnement, la loi des
fluctuations de la marche a plusieurs points d’accumulation. Cela étant, nous avons vu dans
la Section 3 de ce chapitre que, pour les MAMA transientes de vitesse nulle, il est possible
d’obtenir un résultat de localisation quenched en changeant 1égérement de point de vue.
Dans le méme esprit, on s’intéresse ici aux fluctuations quenched du temps d’atteinte en

exploitant la notion de vallées introduite en Section 2. Plus précisément, nous montrons
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que les fluctuations du temps d’atteinte du site z autour de sa moyenne proviennent es-
sentiellement du temps passé a visiter un petit nombre de vallées profondes. On rappelle
alors que comme ces vallées sont bien séparées, leurs temps d’occupation sont presque
indépendants. De plus, nous prouvons que les lois de ces temps d’occupation sont bien
approximées par des variables aléatoires exponentielles dont ’espérance est fonction de
I’environnement et s’avere étre reliée a la série de renouvellement de Kesten vue au Cha-
pitre 3. Finalement, notre résultat principal établit le fait que la loi de la différence entre
le temps d’atteinte et sa moyenne est proche de la loi d’'une somme de variables aléatoires
exponentielles, recentrées et indépendantes, qui sont pondérées par des fonctions de I’en-
vironnement & queue lourde ; ce qui nous permet de décrire leur loi limite en fonction d’un

processus ponctuel de Poisson dont l'intensité est explicitement calculée.

4.2. Notations et résultats. On rappelle que 7(z) désigne le temps d’atteinte du
site  pour la marche (X,, n > 0) et 7(z,y) le temps d’inter-arrivée entre z et y. De plus,
on rappelle que le potentiel est divisé en excursions (au-dessus de son minimum passé),
grace a ses weak descending ladder epochs (ep)p>0. Le nombre d’excursions avant le site x
sera noté n(z) := max{p : e, < z}. Finalement, on rappelle la définition de la métrique
de Wasserstein W' entre deux mesures de probabilité p, v sur R :

Whip,v):= inf E[X-Y]],

(X,Y):
X~p,Y~v

ot 'infimum est pris sur tous les couples (X,Y) de lois marginales p et v. On notera
WL(X,Y) la distance W entre les lois des variables aléatoires X et Y conditionnellement
a w, i.e. entre les lois quenched de X et Y.

Soulignons que les résultats, qui suivent et décrivent la loi quenched de 7(x) en fonction
de I'environnement, peuvent étre énoncés de différentes facons selon ’application que I'on
a a l'esprit, pratique ou théorique. On présente ici deux variantes et on précise que ces
résultats sont valides pour tout k € (0,2) (ce qui inclut le cas sous-balistique, méme si une

étude plus fine a été menée pour x € (0,1) dans [A5] ou en Section 3 de ce chapitre).

THEOREME 16 ([A7]). Soit w := (w;, i € Z) une famille de variables aléatoires i.i.d.
telle que
(a) il existe r € (0,2) pour lequel E[p§] =1 et E[pflog™ po] < oo,
(b) la loi de log py est non-lattice.

Alors, on a

n(z)—1
[ (@) = Eulr(z)] 1 _ ) (P—probabilit¢)
e (MBI LS i) T

avec €, 1= e, — 1, ot (ep), sont des variables aléatoires exponentielles i.i.d. de paramétre
1 et indépendantes de w ; de plus, les termes E[7(ep, epy1)] peuvent étre explicités et n(x)
remplacé par |x/E[e;]].

THEOREME 17 ([AT7]). Sous les hypothéses (a) et (b) du Théoréme 16, pour tout 6 > 0
et tout € > 0, si x est assez grand, il est possible “d’élargir” l’espace de probabilité afin
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d’introduire des variables aléatoires i.i.d. Z = (Zp)ng telles que
P(Zp >t)~28Cpyt™", t — 400,
ou Cy = Elpflog po] Ele1] (C)* et

lz/Elei]]
wi [ 7@) = Eulr(@)] 1 5
P (w,é\) $1/n s xl/ﬁ Zp €p >0 < g,

p=1
avec €, =€, — 1, ot (ep), sont des variables aléatoires exponentielles i.i.d. de paramétre
1 et indépendantes de Z, et W(lw 2 (X,Y) est la distance W' entre la loi de X étant donné

w et la loi de Y étant donné Z.

Gréace a un résultat classique de probabilité (cf. [113], page 138), I’ensemble donné
par {n_l/ "‘2]) |1 < p < n} converge vers un processus ponctuel de Poisson d’intensité
26 Oy k2~ dz. 11 est donc naturel d’envisager le corollaire suivant.

COROLLAIRE 18 ([AT7]). Sous les hypothéses (a) et (b) du Théoréme 16, on a

—E, 1 = .
X(T(w) xl/N[T(ﬁ)] ’w) x%iog pZ::lgpep (&p)p>1 en loi,

ot la convergence est la convergence en loi sur l’espace des mesures de probabilité sur R
admettant un moment d’ordre 1 muni de la métrique W1, et (&p)p>1 un processus ponctuel
de Poisson d’intensité X ku~ "t du avee

- 28Cly
N E[el]

A = 2%k E[pfi log po] C%

et e, =€, — 1, ou (e,), sont des variables aléatoires exponentielles i.i.d. de paramétre 1,

et les deux familles sont indépendantes. Dans le cas k =1, A = et dans le cas

2
Elpolog po]’
ot wo suit une loi Beta(a, 3), avec 0 < a — f < 2,

Y(a) - ¥(p)
(o = B)B(a = ,58)*

ot U est la fonction Digamma : ¥(z) = (logl)'(z) = D) e B(a, B) = 01 r (1 —

z)8 1 dr = 72((&021%)

\ =207

5. Un modéle-jouet relié : une version dirigée du modéle de trappes de
Bouchaud [A6]

5.1. Introduction. Rappelons que ce qui est généralement appelé vieillissement est
un phénomene physique de dynamique hors-équilibre observé pour les systemes désordon-
nés tels que les verres de spin a basse température. Il est défini, pour un systeme donné,
comme l’existence d’une limite pour une fonction de corrélation associée a deux temps
(habituellement notés t,, et t,, + t) lorsque ces deux temps divergent en gardant un rap-
port fixé. Alors la limite doit étre une fonction non-triviale de ce rapport. Ce phénomeéne
a été largement étudié dans la littérature physique, voir [37] et ses références.
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Le modéle de trappes est un modele de marche aléatoire qui a d’abord été proposé
par Bouchaud et Dean [36, 38] en tant que modeéle-jouet pour étudier le phénomeéne de
vieillissement. Au cours des deux derniéres décennies, les mathématiciens se sont particu-
lierement intéressés au modele de trappes et de nombreux résultats de vieillissement ont
été obtenus. Le modele de trappes sur Z est traité dans [76] et [23], sur Z? dans [26], sur
Z% (d > 3) dans [25] et sur 'hypercube dans [19, 20]. Une approche générale permettant
d’obtenir des résultats de vieillissement pour le modele de trappes a ensuite été développée
dans [25]. Un fait surprenant est que ces résultats de vieillissement sont identiques pour
Z% avec d > 2, le graphe complet et le REM (le Random Energy Model de Derrida [64]).
Autrement dit, les résultats en champs moyen sont valides de la dimension infinie a la
dimension 2.

Le modele de trappes uni-dimensionnel possede des caractéristiques spécifiques qui
le distinguent de tous les autres cas. La caractéristique la plus significative est qu’il est
possible d’identifier sa limite d’échelle a une intéressante diffusion singuliere en environ-
nement aléatoire, voir [76]. Ce processus differe notamment de maniére considérable de
la limite d’échelle pour d > 2, appelée fractional kinetics, i.e. le changement de temps
d’un mouvement Brownien d-dimensionnel par 'inverse d’un subordinateur a-stable, voir
[25]. 11 s’avere en fait que l'universalité du phénomene de vieillissement est lié a la ques-
tion de transience dans la relaxation vers 1’équilibre et pas nécessairement a des questions
d’équilibre.

Ici nous identifions la limite d’échelle d’'un modéle tres simple appelé modéle de trappes
dirigé uni-dimensionnel, introduit par Bouchaud [36], avec I'inverse d’un subordinateur -
stable et montrons un résultat de vieillissement exprimé en fonction de la loi de ’arcsinus
généralisée.

Il est important de mentionner que ’analyse de ce modele-jouet est sans prétention d’un
point de vue mathématique. Cependant, comme expliqué dans [21], cette version dirigée
du modele de trappes de Bouchaud, initialement introduit pour comprendre la dynamique
des verres de spin, s’avere étre un outil central dans la compréhension de marches aléatoires
en milieu aléatoire sur différents graphes tels que les arbres et Z¢, avec d > 2. Pour plus de
détails, nous renvoyons a Ben Arous et Fribergh [21], qui expliquent comment les marches
aléatoires biaisées sur des arbres de Galton-Watson ou sur des clusters de percolation, par

exemple, peuvent étre reliées au modele de trappes dirigé uni-dimensionnel.

5.2. Modéle et résultats. Fixons 0 < ¢ < 1/2. Le modéle de trappes dirigé est le
processus de Markov & temps continu sur Z, aux plus proches voisins X = (X3)¢>0 tel que
Xo = 0 et dont les taux de saut sont donnés par

%—l—&“ ngl, siy=x+41,

c(z,y) = ]
%—5 7‘;1, siy=ao—1,
et zéro sinon, ou 7 = (73)zez est une famille de variables aléatoires i.i.d., positives et a
queue lourde. Plus précisément, nous supposons qu’il existe o € (0,1) tel que
(4.2) lim u®P(r, > u) =1.

U——+00
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En particulier, ceci implique que E[r,] = +oo. Mentionnons que 7 est parfois appelé
environnement aléatoire de trappes. Le processus de Markov X passe en x un temps
aléatoire de loi exponentielle de moyenne 7., ce apres quoi il saute a droite avec probabilité
Pe 1= (% + €) ou a gauche avec probabilité ¢. := (% — ¢). On voit donc que X est une
marche aléatoire sur Z a temps discret, biaisée et changée de temps. Plus précisément,
cela nous amene a définir un processus horloge (clock process en anglais) et une marche
aléatoire squelette (embedded random walk en anglais) associés au processus X de la maniére

suivante.

DEFINITION 19. Posons S(0) := 0 et notons S(k) le k-éme temps de saut de X, pour
k € N*. Pour s € Ry, on définit S(s) := S(|s]) et on appelle S le processus horloge. On
définit ensuite la marche aléatoire squelette a temps discret (Y,),>0 par Y, := X; pour
S(n) <t < S(n+1). Il est alors évident que (Yy,)n>0 est une marche aléatoire biaisée sur
Z.

Remarquons que (Y,)n>o satisfait P(Y,,41 =Y, +1) =p. =1 -P(Y,11 =Y, — 1),
pour tout n > 0. On en déduit que (Y;,)n>0 est transiente vers +oo et que la loi forte des
grands nombres implique que, P-presque-siirement,

Y,
(4.3) = — v =2 >0, n — +00.
n

Qui plus est, il découle de la définition de X que le processus horloge peut étre réécrit
k—1
S(k) =Y mvei, k>1,
i=0

ou (€;);>0 est une suite de variables aléatoires i.i.d. et de loi exponentielle de moyenne 1.
Alors le processus (X¢)i>0 satisfait

Xt:YS—l(t)’ Vte Ry,

ot I'inverse continu & droite d'une fonction croissante est défini par ¢~1(t) := inf{u > 0 :

d(u) > t}.
A présent, fixons T' > 0 et notons D([0,T]) I'espace des fonctions cadlag de [0, 7] dans
R. De plus, considérons X V) la suite d’éléments de D([0,T]) définis par

N Xin
X0 Ko

Alors le résultat de limite d’échelle peut étre énoncé de la fagon suivante.

0<t<T.

THEOREME 20 ([A6]). La loi du processus (Xt(N); 0 <t <T) converge vaguement,

lorsque N tend vers +oo, vers la loi de (v¥ V7 1(t); 0 < t < T) sur D([0,T)) muni

de la topologie uniforme, ot (Vo(t); t > 0) est un subordinateur «-stable satisfaisant
E[e—)\Va(t)] — o tAY ot u# = sin(ar) e — sin(ar) (2€)a
, 7 .

aTm € aTm

REMARQUE 21. Bien que ce résultat puisse étre comparé avec la limite dans [25],
nous n’obtenons pas le processus appelé fractional kinetics. Cette différence s’explique

en rappelant que le “fractional kinetics” est un mouvement Brownien changé en temps
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par I'inverse d’un subordinateur a-stable indépendant, alors que dans le cas présenté ici
la marche aléatoire squelette satisfait la loi des grands nombres avec vitesse strictement
positive, voir (4.3).

Nous énoncons a présent le deuxieme résultat de cette section, qui concerne le phéno-

mene de vieillissement.
THEOREME 22 ([A6]). Pour tout h > 1, on a

sin(a) /1/h 1 _
= (1 — )" dy.
o v -y dy

lim P(Xy, = X,) =

t—+o0 T



Deuxieme partie

Modeles log-corrélés






Chapitre 5

Marches aléatoires branchantes tuées en zéro [AS8|

1. Modele et présentation du probléme

On considere, dans ce chapitre, une marche aléatoire branchante (MAB), notée V', uni-
dimensionnelle et & temps discret sur la droite réelle R. Au début, il y a une seule particule
située a l'origine 0. Ses enfants, qui forment la premiére génération, sont positionnés selon
un certain processus ponctuel .Z sur R. Les particules de cette premiere génération donnent
indépendamment naissance & de nouvelles particules, qui sont positionnées (par rapport a
leur position de naissance) selon un processus ponctuel de méme loi que .2 ; elles forment
la seconde génération. Et ainsi de suite... Pour tout n > 1, les particules a la génération n
produisent de nouvelles particules indépendamment les unes des autres et de tout le reste
jusqu’a la m-iéme génération.

Il est clair que les particules de la marche aléatoire branchante V' forment un arbre de
Galton—Watson, que nous noterons 7. Appelons & sa racine. Pour chaque particule u € T,
on note |u| sa génération (alors |&| = 0) et {V(u), |u| = n} les positions des particules a
la n-iéme génération. On peut donc écrire .£ = > lul=1 dtv(u)y- L'arbre T encode alors la
généalogie de la MAB.

Il sera utile dans la suite de considérer, plus généralement, une marche aléatoire bran-
chante V' commengant en un point arbitraire x € R (i.e. V(&) = z), dont la loi sera notée
P, et I'espérance correspondante E,. Pour alléger les notations, nous écrirons P = Py et
E = Eo. Nous noterons également v := 37,_; 1 le nombre de particules a la premiére
génération et v(u) le nombre d’enfants de u € T.

Supposons que E[v] > 1, i.e. que l'arbre de Galton-Watson 7T est surcritique ; alors le
systéme survit indéfiniment avec une probabilité strictement positive, i.e. P(#T = +o0) >
0. On introduit ensuite la fonction génératrice logarithmique de la MAB :

P(t) == 10gIE{ Z etv(“)} € (—o0,+00], teR.
|u|=1
Nous supposerons également que 1 est finie sur un intervalle ouvert contenant 0 et que
supp.Z N (0,00) # 0 (cette derniére condition assure que V peut visiter (0,00) avec une
probabilité strictement positive, sinon le probleme, que nous allons considérer, est d’une
toute autre nature). Supposons qu'il existe g, > 0, tel que

(5.1) P(0x) = 01 (04)-

43
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Par ailleurs, nous supposons que 1) est finie sur un ensemble ouvert contenant [0, o.]. Men-
tionnons ici que la condition (5.1) n’est pas restrictive. En effet, si on appelle m* =
esssupsupp.?Z, alors (5.1) est satisfaite soit si m* = +oo ou bien si m* < 400 et
E[>Zuj=1 L{v(u)=m=}) < 1, nous renvoyons a [89] pour une discussion plus détaillée.

Rappelons (Kingman [94], Hammersley [85], Biggins [27]) que, conditionnellement &
{T = oo},

1
lim —max V(u) = ¢ (04), p-s.,

n—+00 N |ul=n

ol g, est définie par (5.1). Selon que ¥'(0«) = 0 ou ¥’(0«) < 0, nous parlerons de cas
critique ou sous-critique. Conditionnellement & {7 = oo}, la particule la plus a droite de
la MAB non-tuée en zéro a une vitesse négative dans le cas sous-critique, alors que, dans
le cas critique, elle converge presque-siirement vers —oo & une échelle logarithmique (voir
[87] et [2] pour un énoncé précis concernant le taux de convergence presque-siire dans ce
cas).

Nous placons maintenant une barriére absorbante en zéro. Plus précisément, toute
particule qui entre dans (—oo,0) est enlevée et ne produit plus d’enfants. Donc a chaque
génération n > 0, seules les particules qui sont toujours restées positives jusqu’au temps

n survivent. Appelons & I'ensemble des particules vivantes de la MAB :
7 = {UE’T: V(v) >0, VUE[@,u]},

ou [@,u] est le plus court chemin (dans 7) de u a la racine &. On s’intéresse alors a la
population totale :

7 =#Z.
On a alors évidemment Z < -+oo presque-siirement dans les deux cas, critique et sous-
critique. David Aldous [5] a proposé la conjecture suivante.

CONJECTURE 23 (D. Aldous [5]). (i) (Cas critique): Si ¢/(0.) = 0, alors E[Z] <
+oo et E[Zlog Z] = +o0.
(ii) (Cas sous-critique): Si ¢/'(o«) < 0, alors il existe une constante b > 1, telle que
P(Z > n) = n~ W) quand n — +oc.

On appelle “cas iid” le cas ou . est de la forme .2 = 377 d;x,} avec (X;);>1 une suite
de variables aléatoires i.i.d a valeurs réelles et indépendantes de v. Il existe plusieurs tra-
vaux antérieurs a celui présenté ici dans le cas critique et iid. Lorsque les (X;);>1 sont des
variables aléatoires de Bernoulli, Pemantle [110] a obtenu un comportement asymptotique
précis pour P(Z = n) lorsque n — +00; un ingrédient clé de sa preuve est une struc-
ture récursive du systeme, héritée des variables aléatoires de Bernoulli. Pour des variables
aléatoires (X;)i>1 générales, Addario-Berry et Broutin [1] ont confirmé la conjecture (i)
d’Aldous. Ce résultat a ensuite été amélioré par Aidékon [3], qui a montré que pour un
arbre régulier 7 (i.e. lorsque v est déterministe et égal & un entier) et pour tout z > 0
fixé,

c1R(z)e?” < liminf n(logn)*P,(Z > n) < limsup n(logn)*P.(Z > n) < coR(z)e?",

n—+00 n—+00
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ol ¢z > ¢; > 0 sont deux constantes et R(z) une certaine fonction de renouvellement.
Dans le cas continu, le mouvement Brownien branchant, Maillard [103] a traité la question
avec des outils analytiques, exploitant notamment le lien avec ’équation F-KPP.

2. Résultats

Dans le travail présenté ici, nous établissons le comportement exact de la queue de
distribution de Z dans les cas critique et sous-critique, pour un processus ponctuel .Z
général. Avant d’énoncer le résultat, nous remarquons que dans le cas sous-critique (i.e.
lorsque 9'(p«) < 0), il existe deux nombres réels p_ et o4 tels que 0 < p_ < g4 < 04 et

Y(o-) =v¥(o+) =0,
(Pexistence de g4 est une conséquence de ’hypothése supp-Z N (0,00) # 0).

Dans le cas critique, nous supposons que

(5.2) E[VH-(;*] < 00, sup  Y(0) < oo, pour un certain 6* > 0.
96[_5*79*—"_6*]

Dans le cas sous-critique, nous supposons que

&4_5*

(5.3) E ( S (1 +e9V<">)) R P sip  (6) < 0o,

lu|=1 0€[—0*,04+40%]

pour un certain 0* > 0. Dans les deux cas, nous supposons toujours qu’il n’existe pas
de grille (“lattice” en anglais) qui supporte £ presque-stirement. Notre résultat sur la
population totale est le suivant.

THEOREME 24 (Queue de la population totale, [A8]). Supposons (5.1) et que

o . a > 2, dans le cas critique,
(5.4) E[v?] < oo, pour un certain p »
a > Qi, dans le cas sous-critique.

(i) (Cas critique) Si ¥/'(0.) = 0 et (5.2) est satisfait, alors il existe une constante
Cerit > 0 telle que, pour tout © > 0,

= 1
]P)z (Z > n) ~ Ccrit R(w) eg* m,

ot R(x) est une certaine fonction de renouvellement bien définie.

n — 400,

(ii) (Cas sous-critique) Si ¢/'(0.) < 0 et (5.3) est satisfait, alors il existe une
constante cgy, > 0 telle que, pour tout x > 0,

o+

P, (Z > n) ~ Coup R(z) €2 n o n — +o00,

ot R(x) est une certaine fonction de renouvellement bien définie.

Les valeurs des constantes cqit et coup sont données dans le Lemme 28 ci-dessous.
Faisons maintenant quelques remarques concernant les hypotheses (5.2) et (5.3).
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REMARQUE 25 (Cas iid). Si £ = 77, d;x,) avec (X;);>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. & valeurs réelles, indépendante de v, alors (5.2) est satisfait si et seulement

si, pour un certain § > 0, E[v!T9] < oo et SUDpe[—5, 0, +0] E[e?X1] < oo alors que (5.3) est
ot 15
satisfait si et seulement si E[ve- - | < ooet SUDPge[—6,04 +9] E[e’X1] < oo, pour un certain

6> 0.

3. Ingrédients de la preuve

Afin d’expliquer quelques ingrédients de la stratégie de la preuve du Théoréeme 24,
nous introduisons certaines notations : pour tout particule u € T et tout a € R, on définit

i(u) = inf{0<k<|ul: V(u)>a},
7, (w) = inf{0 <k <|u| : V(ug) < a},

avec la convention inf () := oo et pour n > 1 et tout |u| = n, on écrit {ug = S, u1, ..., up} =
[, u] pour le plus court chemin de la racine & a u (uy correspond alors a I’ancétre de u a
la k-iéme génération).

Avec ces notations, la population totale 2 de la MAB tuée en 0 peut étre représentée
de la facon suivante :

Z={ueT 1 (u)>|ul}.

Pour a < z, on définit L[a], 'ensemble des particules pour la MAB non-tuée, qui

passent pour la premiére fois en-dessous de a (voir la Figure 1) :

Lla] :={ueT : |[ul=1,(u)}, a <z

Comme le systéme entier tend vers —oo, L[a] est bien défini. En particulier, £[0] corres-
pond a I’ensemble des feuilles de la population de la MAB tuée en 0. En appliquant un
résultat général valide pour une large classe de graphes aléatoires, il est possible de com-
parer l'ensemble des feuilles £[0] a 2. Ainsi, il est suffisant d’étudier le comportement
asymptotique de la queue de distribution de #L£[0].

Afin d’énoncer le résultat obtenu pour #L£0], il est nécessaire d’introduire une marche
aléatoire auxiliaire S, sous une certaine mesure de probabilité Q. Nous ne la définissons
pas précisément dans ce manuscrit mais mentionnons que, sous Q, la marche aléatoire S
est récurrente dans le cas critique et transiente vers +oo dans le cas sous-critique. On
considere également une fonction de renouvellement, notée R(x), associée a S et 7, le
premier instant ou S devient strictement négative. Pour alléger les notations, nous écrirons
Q[¢] pour l'espérance de £ sous Q. Le résultat est alors le suivant.

THEOREME 26 (Queue du nombre de feuilles, [A8]). Supposons (5.1).

(i) (Cas critique) Si ¢/(0.) =0 et (5.2) est satisfait, alors, pour tout z > 0,

z 1
Pa(L0] > ) ~ oy R b s o
—Ox S‘r7
0

|- 1.

ol .y = Qle
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(ii) (Cas sous-critique) Si¢/'(o.) < 0 et (5.3) est satisfait, alors, pour tout x > 0,

o+

P (#L[0] > n) ~ iy, R(z)et™n o= n — +00,
pour une certaine constante Céub > 0.
Mentionnons ici que Q, S, et R(-) dépendent notamment d'un paramétre o = o,

(dans le cas critique) ou ¢ = o4 (dans le cas sous-critique). Si >°), =1 (1 + e?-V(®) a des
moments plus grands, alors il est possible de donner, comme dans le cas critique (i), une
interprétation probabiliste de la constante ¢, dans le cas sous-critique.

LEMME 27 ([A8]). Supposons (5.1) avec i)' (0«) < 0 et (5.3). Supposons de plus que

E [( > 1+ eQ—V(u))> zfﬂH]

jul=1

< 00, pour un certain 6 > 0.

Alors
Cgub = Co_ (C:ub)m—/gi Q(TO_ = OO),

ou les constantes c,_ et ¢ty sont explicitement données dans [A8] (Q(r, = +00) >0 car
la marche aléatoire S tend vers +o0o sous Q).

€T A

NVA

o particules dans L[a]

Tob\L Y B TR\ P ThbybY
FIGURE 1. L’ensemble L[a]

Le lemme suivant établit la relation entre #L[0] et la population totale Z = #2.
Rappelons que E[v] > 1.

LEMME 28 ([A8]). Supposons (5.4). Alors le Théoréme 26 implique le Théoréme 2/

avec
(i) (Cas critique) cei = (E[v] — 1)1 ¢

crit’
4

_ et
(it) (Cas sous-critique) cgup, = (E[v] —1) - ¢,

Pour prouver le Théoreme 26, nous avons besoin de comprendre le comportement du

maximum de la MAB tuée en 0 ainsi que celui de sa descendance. Définissons pour L > 0,

HL) =2 Vg ot o=y = #(0), - L>0,
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ou

AL):={ueT: 7y (u) > 717 (u) = |ul}
est I’ensemble des particules de la MAB sur [0, L] avec deux barriéres absorbantes (en 0 et
en L), qui ont été absorbées au niveau L (on a donc .#°(L) C %), voir la Figure 2. Enfin,
définissons

Z[0,L] = Zu: Yy w=tul<rp @y >0

le nombre de particules (plus précisément de feuilles) qui touchent 0 avant L, voir la Figure
2.

Remarquons que le résultat qui suit a de l'intérét en soi : les Parties (i) et (ii) donnent
une estimée précise sur la probabilité que la MAB tuée en 0 atteigne un niveau ¢, alors que
dans la Partie (iii), conditionnellement au fait que le niveau ¢ soit atteint, nous obtenons la

convergence en loi des overshoots au niveau ¢, vus comme un processus ponctuel aléatoire.

THEOREME 29 ([A8]). Supposons (5.1).
(i) (Cas critique) Si¢/(0.) =0 et (5.2) est satisfait, alors
Q[%_l] e~ 0xt

R(z)e®?

Py (H(t) > 0) ~ ,
R ¢

t — +o0,

ot la variable aléatoire R et la constane Cr > 0 sont définies dans [A8].
(ii) (Cas sous-critique) Si1)'(g.) <0 et (5.3) est satisfait, alors
Q]

R

P.(H(t) > 0) ~ R(x)e?+® =0+t t — 400,

ot la variable aléatoire R et la constane Cr > 0 sont définies dans [A8].

(111) Dans les deux cas et sous Py(-| H(t) > 0), le processus ponctuel défini par p; =
D uen(t) O(v(u)—ty converge en loi vers un processus ponctuel fiso sur (0,00), ot
Hoo €St distribué comme [ sous la mesure de probabilité ﬁfl} -Q et uso est un
processus ponctuel bien défini, voir [A8].

V(u)
L ©] P P /)
o particules dans .7’(L)
o particules tuées
x
n
0 E b b AV R

FIGURE 2. L’ensemble J#(L)

Le résultat de type “Yaglom” dans le Théoreme 29 joue un réle crucial dans la preuve
du Théoreme 26. L’idée est que pour rendre la population totale Z (ou le nombre de feuilles
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#L[0]) aussi grande que possible (disons supérieure & n, avec n grand), la MAB tuée en 0
doit atteindre un niveau L = L(n) grand également en fonction de n. Alors la principale
contribution & #L£[0] vient de la descendance des particules qui ont atteint le niveau L.
Par ailleurs, on contréle la contribution des autres particules en calculant les moments de
Z|0, L], ce qui constitue la partie la plus technique dans la preuve du Théoréme 26.






Chapitre 6

Un modele Gaussien log-corrélé sur le cercle [A9]

1. Modele et présentation du probléme

Dans ce chapitre, nous étudions les statistiques des extrémes d’'un champ Gaussien
dont les corrélations décroissent logarithmiquement avec la distance. Ce modéle est relié
au processus introduit par Bacry et Muzy [14] et similaire au Random Energy Model loga-
rithmique ou log-REM étudié par Carpentier et Le Doussal [50] et Fyodorov et Bouchaud
[77]. Un autre modele Gaussien log-corrélé, que nous étudierons dans le chapitre suivant,
est le champ libre Gaussien en dimension deux.

Il est conjecturé par les physiciens que les statistiques des extrémes des champs Gaus-
siens log-corrélés se comportent comme celles de variables aléatoires Gausiennes i.i.d., i.e.
comme le Random Energy Model (REM) introduit par Derrida [64] et, & un niveau plus
fin, comme celles du mouvement Brownien branchant (MBB). En fait, il est conjecturé
que les champs log-corrélés constituent le cas critique ou les corrélations commencent a
affecter les statistiques des extrémes. Nous renvoyons aux travaux de Carpentier et Le
Doussal [50], Fyodorov et Bouchaud [77] et Fyodorov, Le Doussal et Rosso [79] pour des
motivations physiques. Par ailleurs, mentionnons que ce qui rend ’analyse des champs
Gaussiens log-corrélés particulierement compliquée est le fait que, contrairement au MBB,
les corrélations ne sont pas nécessairement induites par une structure d’arbre.

Notre approche est similaire a celle de Derrida et Spohn [66] qui utilisent la mesure
de Gibbs (a basse température) pour étudier les extrémes du MBB. La méthode que
nous adoptons est robuste et applicable a une large classe de modeles log-corrélés et non-
hiérarchiques. Le modele, que nous étudions ici, a les avantages d’avoir une représentation
graphique pour les corrélations, un parametre d’échelle continu et aucun effet de bord (cf.
la Sous-Section 1.1), ce qui rend les idées de la preuve plus transparentes. Bien que, pour les
modeles Gaussiens log-corrélés généraux, les corrélations ne soient pas engendrées par un
arbre, de tels champs peuvent souvent étre décomposés en somme de champs indépendants
opérant & différentes échelles. Les principaux résultats de ce chapitre sont le Théoreme 33
sur les corrélations des extrémes et le Théoreme 34 sur les statistiques des poids de Gibbs.
Ces résultats montrent qu’en effet les statistiques des extrémes de ce champ log-corrélé
sont les mémes que celles du MBB au niveau de la mesure de Gibbs comme 1’ont conjecturé
Carpentier et Le Doussal [50].

51
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La preuve du premier théoréme est basée sur une adaptation d’une technique de Bovier
et Kurkova [42, 43|, que ces derniers ont développée pour des champs Gaussiens hiérar-
chiques tels que le Generalized Random Energy Model (GREM) introduit par Derrida [65]
ou le Continuous Random Energy Model (CREM), son extension continue. Pour ce faire,
nous introduisons une famille de modeles Gaussiens log-corrélés pour lesquels la variance
dans la décomposition en échelle dépend de ’échelle elle-méme. L’énergie libre de ces mo-
deles perturbés est calculée en utilisant les idées de Daviaud [60]. Le second théoréme, qui
dit que les poids de Gibbs convergent vers une variable aléatoire de Poisson-Dirichlet, est
prouvé en utilisant le premier théoréme sur les corrélations ainsi que des résultats généraux
de la théorie des verres de spin.

1.1. Un modele Gaussien log-corrélé. En suivant les travaux de Bacry et Muzy
[14], nous considérons le demi-cylindre infini

Ct={(z,y); z€[0,1]~,y e RL},

ou [0, 1]~ désigne l'intervalle unité pour lequel les deux points extrémaux sont identifiés.
On écrit ||z — 2'|| := min{|z — 2/|,1 — |x — 2’|} pour la distance sur [0, 1]..
On munit alors C* de la mesure positive

0(dz, dy) ==y =2 dz dy.

Pour o > 0, le paramétre variance, il existe une mesure aléatoire p sur C qui satisfait :

i) pour tout ensemble mesurable A dans B(C™"), la variable aléatoire u(A) est une
variable aléatoire Gaussienne centrée de variance o2 6(A),

ii) pour toute suite d’ensembles disjoints (4;); dans B(C"), la tribu borélienne asso-
ciée & CT, les variables aléatoires (u(A;)); sont indépendantes et

M(U Ai) = ZM(Ai)v p-s.

On appelle 2 I'espace de probabilité sur lequel u est définie et P la loi de u. L’espace € est
muni des tribus F,, engendrées par les variables aléatoires p(A) pour tous les ensembles A
a une distance plus grande que u de 'axe des z. Nous renvoyons a [14] pour 'existence de
'espace de probabilité (€2, (Fy)u, P).

Les ensembles dont nous avons besoin pour définir le champ Gaussien qui nous intéresse
sont les ensembles A, (x) dans C™ qui ressemblent & des cones et définis par :

Au(z) ={(s,y) €CT 1y >u, —f(y)/2<s—x < f(y)/2},

ou f(y) =y pour y € (0,1/2) et f(y) = 1/2 sinon. Voir la Figure 1 pour une description
graphique de ces ensembles. Remarquons que, par construction, si || — /|| = ¢ > u, alors
Ay (z) et Ay (2") s'intersectent exactement au dessus du niveau y = £.
Le processus Gaussien w, = (wy(z), z € [0,1].) est défini en utilisant la mesure
aléatoire p par
wy(x) = p(Ay(2)), z € [0,1]~.
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Gréace aux propriétés i) et ii) de p, la covariance de wy, () et w, (2') est donnée par I'intégrale
selon 6 de l'intersection entre A, (x) et A, (z') :
(6.1) Elwy (z)wy (2] :/ 0(ds, dy).
Ay (z)NAy(z')
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une version discréte de w,. Soit n € N et

notons € = 1/n. Définissons alors

1 2 ) n—1
X:{o }
n'n n n
Pour un n donné, le champ Gaussien log-corrélé est la collection de variables aléatoires

Gaussiennes et centrées w.(z) pour x € &, :
X =(Xg,x €Ay = (we(x),z € Xy).

Une propriété remarquable de cette construction est qu'une décomposition en échelle pour
X est facilement obtenue grace & la propriété ii) de u. En effet, il suffit d’écrire la variable
aléatoire X, comme une somme de champs Gaussiens indépendants correspondant aux
bandes horizontales disjointes dans C*. L’axe des y joue alors le rdle d’échelle.

Les covariances de ce champ sont facilement calculées griace a (6.1) en intégrant selon
0, voir également la Figure 1.

LEMME 30. Pour tout0 <e=1/n<1/2,

E[X2 = o*(logn+1—1log2), zc€i,
E[X,X»] = o*(log(1/|z—2'|) —log?2), r#£1 € X,
Y
1/2
8 -
0 x J}/ 1

FIGURE 1. Les deux ensembles A.(z) et A-(z’) pour € = 1/n. Les variances des variables
we(7) et we(z") sont calculées en intégrant les ensembles A.(z) et A.(z') par rapport a
6(dt, dy) = y~ 2 dtdy, et la covariance en intégrant leur intersection, i.e. la région en gris
foncée ici.
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1.2. Résultats antérieurs. Sans perte de généralité, les résultats de cette section
sont énoncés pour le parametre variance o = 1. Les points ou le champ est anormalement
haut, les extrémes ou les hauts points, peuvent étre étudiés via une adaptation mineure
des arguments de Daviaud [60] pour le champ libre Gaussien discret en dimension 2.

THEOREME 31 (Daviaud, [60]). Soit Hy(v) := {x €X,: X, >2vlog n} I’ensemble
des v-hauts points. Alors pour tout 0 < vy < 1,
lim log #Hn(7)

=1—42, en probabilité.
n—+00 logn

De plus, pour tout p > 0 il existe une constante ¢ = c(p) > 0 telle que

B(#Ha(7) < n'7777) < exp{—c(logn)’),

pour n assez grand.

La technique de Daviaud repose sur une approximation par un arbre introduite par
Bolthausen, Deuschel et Giacomin [34] pour le champ libre Gaussien discret en dimension
2. Dans cet article, les auteurs obtiennent le premier ordre du maximum. Les mémes
arguments s’appliquent ici. Le Théoréme 31 et de simples estimées Gaussiennes permettent
aussi de montrer que

X
(6.2) lim orees Re V2, p.s.
n—+00 logn

Il est important de souligner qu’une propriété du Théoréme 31 et de 'Equation (6.2) est
qu’ils sont identiques aux résultats pour n variables aléatoires Gaussiennes centrées et
i.i.d. de variance logn. Autrement dit, le comportement des hauts points n’est pas affecté
par les corrélations du champ. Dans la littérature des verres de spin, le cas i.i.d. est appelé
Random Energy Model (REM).

L’objectif de ce chapitre est de comprendre jusqu’a quel point le cas i.i.d. est une
bonne approximation pour des observations plus fines des extrémes des champs Gaussiens
log-corrélés. A cet effet, nous utilisons des outils de physique statistique qui permettent
un bon controle des corrélations. Considérons d’abord la fonction de partition Z,(8) du
modele (8 correspondant a l'inverse de la température) :

Zn(B):= Y exp{BXa}, VB >0,
reX),

et I'énergie libre

fn(B) == ] log Z,,(5), Y B> 0.
ogn
On utilise le Théoréme 31 pour calculer ’énergie libre du modele.
COROLLAIRE 32 ([A9)]). Soit . := /2. Alors, pour tout B > 0,

ﬁ .
f(B):= lim f,(B)= L+, stf<be p.s. et dans L.

e V28, sif > B,
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L’énergie libre est la méme que pour le REM avec variance logn. En particulier, le
modele présente un phénomeme de freezing pour 8 plus grand que f., dans le sens ou la
quantité f(3)/8 est constante.

2. Résultats

Encore une fois, sans perte de généralité, les résultats sont énoncés pour le parametre

variance 0 = 1. Considérons maintenant les poids de Gibbs normalisés ou la mesure de

Gibbs

Gpn(r) = Zn(3)’

Par nature, la mesure de Gibbs se concentre sur les hauts points du champ Gaussien. Le

x € X,.

premier résultat de ce chapitre permet d’obtenir un controle sur les corrélations au niveau
de la mesure de Gibbs. Plus précisément, en ayant la théorie des verres de spin a ’esprit,
nous considérons les covariances normalisées ou overlaps

log|ly — ||

; x,y € Xy
logn

q(z,y) = " (z,y) =

Il est clair que ||z — y|| = 9®¥) et 0 < g(z,y) < 1. De plus, I'overlap q(z,y) est égal &
la covariance normalisée E[X,;X,]/E[X?] plus un terme qui tend vers 0 quand n tend vers
Iinfini. Un objet fondamental, qui permet de mesurer les corrélations des hauts points,
est la fonction de répartition de l’overlap entre deux points tirés indépendamment selon
la mesure de Gibbs. Plus précisément, notons gg?ji la mesure produit sur X,, x X,,. Soient
(x1,29) € Xﬁ deux points tirés selon Qg’fl. Pour alléger les notations, nous écrirons gi2 au
lieu de ¢(z1,x2). La moyenne de la fonction de répartition de I'overlap est alors donnée
par
2(q) =E[g52(q2<q)|, 0<g<L

Notre premier résultat est ’analogue de celui obtenu par Derrida et Spohn pour la
mesure de Gibbs du MBB (voir I’Equation (6.19) dans [66]), de Chauvin et Rouault pour les
marches aléatoires branchantes [52] et de Bovier et Kurkova pour le Generalized Random
Energy Model de Derrida (GREM) [65], [42]. Carpentier et Le Doussal ont également
conjecturé ce résultat pour des champs Gaussiens log-corrélés non-hiérarchiques, voir la
page 16 dans [50].

THEOREME 33 ([A9]). Pour 8> f,

%, for0<gq<1,

lim x(n)(q) = lim E g®i(Q12 <q)| =
[ A } 1, forqg=1.

n—-4o00 n—+400

Ce résultat est le méme que pour le REM [133]. Il est donc en accord avec une distri-
bution riche des extrémes qui consistent en plusieurs grandes valeurs dont les corrélations
sont soit tres grandes soit tres proches de 0.

Remarquons que, pour 5 < (., I’énergie libre contient toute 'information sur la dis-
tribution de 'overlap. En effet, comme I’énergie libre obtenue dans le Corollaire 32 est
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dérivable en tout point 5 > 0 (. y compris), on obtient, grace a la convexité de I’énergie
libre, que la dérivée de la limite est la limite des dérivées, d’ou
. / o . ®2 _ gl
lim f1(8) = lim_B(1-E[G52[ql]) = /'(8).

La premiere égalité est obtenue par intégrations par parties Gaussiennes. On en déduit

2

n[QmH = 0, pour 8 < .. En particulier, comme les corrélations sont

donc que lim,, E[QE
positives, I'overlap est égale a 0 presque stirement pour tout g < ..

Dans le cas ou 3 > (., le premier moment de l'overlap est strictement positif, on a
donc besoin de plus d’information pour déterminer sa distribution. Une facon de faire est
de pouvoir calculer suffisamment d’espérances de fonctionnelles de ¢15. Cela est possible en
ajoutant un parametre au champ et de considérer la dérivée appropriée de 1’énergie libre
du champ ainsi perturbé. Il s’avere que cette approche perturbative initiée par Bovier et
Kurkova [43] pour des champs Gaussiens sur des arbres peut étre généralisée aux champs
log-corrélés. Le contrdle des corrélations est alors obtenu en introduisant une version per-
turbée du modele a la bonne échelle. Dans le cas qui nous intéresse, la preuve est plus
délicate car la structure des corrélations du champ Gaussien pour un n fini n’est pas en-
gendrée par un arbre ou ultramétrique comme c’est le cas pour le GREM ou le MBB. Par
exemple, pour le MBB, ¢(z,y) correspond au temps de branchement du dernier ancétre
commun entre deux particules x et y au temps ¢, divisé par ¢. En raison de la structure
branchante de ce modele, il est évident que

(6.3) linégalité q(x,y) > min{q(x, 2),q(y,z)} est satisfait pour tout z,y, 2.

(La terminologie ultramétrique vient du fait que la distance induite par ¢(-, -) est ultramé-
trique lorsque (6.3) est vérifié.)

La conjecture d’ultramétricité de Parisi dans la littérature des verres de spin dit que,
méme si les corrélations peuvent ne pas étre engendrées par un arbre pour un n fini, les
corrélations deviennent hiérarchiques dans la limite ou n tend vers +oo pour une large
classe de champs Gaussiens regardés du point de vue de la mesure de Gibbs associée, i.e.

HETOOE{QE?%(QM > min{g13;6123})] =1
Il n’est pas difficile de voir que le Théoreme 33 implique la conjecture d’ultramétricité
pour le champ Gaussien considéré ici, étant donné que asymptotiquement les overlaps ne
peuvent prendre que les valeurs 0 et 1. Dans le jargon des verres de spin, on dit que le
champ exhibe un régime one-step replica symmetry breaking (1-RSB) & basse température.

Le deuxieme résultat principal de ce chapitre est de décrire la loi jointe d’overlaps
associés a plusieurs points tirés indépendamment selon la mesure de Gibbs. A cet ef-
fet, pour s > 2, on notera Q?Z la mesure de Gibbs produit sur X,;J. On considere la

classe des fonctions continues F : [0, 1]¥ — R et on écrira E[ngl [F(qu)]] pour
]E[g?ifl [F({q(z1, zr) }1<i<r<s)]], 1-e. la moyenne de F({q(x, zy) }1<i<r<s) lorsque le s-uplet
(21, ...,x5) est tiré selon Qgifl.

On rappelle aussi la définition de variable aléatoire de Poisson-Dirichlet. Pour 0 < a <
1, appelons n = (n;,7 € N) les atomes d’un processus ponctuel de Poisson sur (0,00) de

mesure intensité s~ ds. Une variable aléatoire de Poisson-Dirichlet ¢ de parameétre o,
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dont on notera PD(«) la loi, est une variable aléatoire sur ’espace des poids décroissants
§=(s1,52,...)avec 1 > s >s9>--->0et > ;s <1quialaméme loi que

law ;i .
6.4 = i eEN|
(6.4) 3 (Zjnj i€ >¢

ou | désigne le réordonnement décroissant.

THEOREME 34 ([A9]). Soit 8 > B, et & = (&, k € N) une variable aléatoire de Poisson-

Dirichlet de paramétre ./3. On note E [’espérance par rapport a §. Pour toute fonction
s(s—1)
continue F': [0,1]7 2 — R des overlaps de s points :

ngrme[ggi[F(q”/)]} =E| > &---& Florm)|
ki,....,ks€N

REMARQUE 35. Il est important de noter que, comme dans le cas du MBB et contrai-
rement au REM, ce n’est pas la collection (Gg n(x), 2z € &,,), en tant que telle qui converge
vers une variable aléatoire de Poisson-Dirichlet. Le Théoreme 34 suggere plutot que les
poids de Poisson-Dirichlet sont formés par la somme des poids de Gibbs de hauts points qui
sont arbitrairement proches les uns des autres, car la continuité de la fonction F' identifie
naturellement les points z,y pour lesquels ¢(z,y) tend vers 1 quand n tend vers 'infini.
Dans la théorie des verres de spin, ces agrégats de hauts points sont souvent appelés pure
states.

3. Idées des preuves

3.1. Le Théoréeme 33 implique le Théoréme 34. En utilisant un résultat de
concentration sous la mesure de Gibbs pour tout 8 > 0 ou I’énergie libre est différentiable
(ce qui est vrai dans notre cas, voir le Corollaire 32), di a Panchenko [107], ainsi que des
intégrations par parties Gaussiennes, on peut prouver que la mesure de Gibbs satisfait les
identités de Ghirlanda-Guerra, i.e.

E{QEZH[QLSHF(QW)H
- %E[ggi[qm]}l@{QEZ[F(W)]} + é 3 E|G53la1F (qu)]] + oa(1).
k=2

Ensuite la premiére étape est de trouver un bon espace de convergence, puis d’ap-
pliquer le théoréme de représentation de Dovbysh et Sudakov [69]. Alors, combiner le
fait que I'overlap ne prenne asymptotiquement que les valeurs 0 et 1 avec les identités
de Ghirlanda-Guerra permet de montrer que ’éventuelle mesure de probabilité aléatoire
limite est atomique et que l’espérance de la somme des carrés de ses poids est égale a
1 — B./B. Enfin la deuxiéme étape consiste en une ré-utilisation adéquate des identités
de Ghirlanda-Guerra, qui permet de conclure grace a une caractérisation des poids de

Poisson-Dirichlet faisant intervenir leurs moments joints ([133], pages 24 et 25).
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3.2. Idées de la preuve du Théoréme 33. Rappelons d’abord que l'idée est
d’adapter une technique de Bovier et Kurkova [42, 43] initialement introduite pour des
modeles hiérarchiques. Le principe consiste a considérer le bon modeéle perturbé afin de
pouvoir relier son énergie libre a la distribution de 'overlap pour le modeéle initial. Il ne
reste alors plus qu’a pouvoir calculer explicitement 1’énergie libre du modeéle perturbé pour

conclure.
Pour construire le modele perturbé, on commence par se fixer 0 < a@ < 1 et o :=
(01,09) € RZ. On notera alors Y(7:%) = ( I(U’a),x € Xy) le nouveau champ Gaussien

perturbé défini par
V7 = oy p(Al(2) + o2 (A% (2), € Xy,

oit AL(z) et A%(z) partitionnent A.(x) comme sur la Figure 2. On remarquera que, par
définition du modele, pu(AL(z)) et u(A2(z)) sont des variables aléatoires indépendantes.

y |
1/2 }
AL(@) o

1 3
, A2 (z) op} 3

0 T 1

F1GURE 2. Construction du champ Gaussien perturbé

Mentionnons également, qu’a notre niveau d’analyse, ce modele perturbé sera comparable
au 2-GREM de parameétres (o, «).

La technique de Bovier et Kurkova consiste alors & choisir o de la forme particuliére
o = (1,14u) avec u € (—1,1). On note f,S‘W) (B) Vénergie libre du modele perturbé Y ()

donnée par

floa)(g) = log Y &Y= VB>,
et on définit également (sous réserve d’existence), pour tout 3 > 0,

xg(q) == lim x(n)(q), Vqe(0,1).

n—-+o0o

Alors, si ’on suppose que I'on est capable de calculer explicitement la limite dans L' de
I’énergie libre du modele perturbé, une application d’intégrations par parties Gaussiennes
combinée a des arguments de convexité (afin d’échanger les différentes limites) permet de
montrer le résultat-clef suivant, reliant, lorsque 'on choisit o = (1,1 + u), I’énergie libre
du modele perturbé a la distribution de l'overlap pour le modele initial.
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PropPOSITION 36. On a, pour tout 8 > 0,

Ch /al zp(q) dg = ddu( lim E[fé"’“)(ﬂ)D

n—-+o00

, Vae(0,1).

u=0

Il est évident que la connaissance des intégrales | (i zg(q) dg, pour a € (0,1), permet de
déduire z5(gq) pour tout ¢ € (0,1).

Afin d’achever la preuve du Théoréme 33, il ne reste donc plus qu’a calculer explicite-
ment la limite dans L' de I’énergie libre du modele perturbé, qui sera la méme que celle
du 2-GREM de paramétres (o, a). Notons f(3;0?) I'énergie libre du REM constitué de n
variables aléatoires i.i.d. Gaussiennes centrées de variance o2 logn, qui est donnée par

1+ 22 s < Be(0?) = L2,
\/50'/8; sif> ﬂc(UZ)-

On a alors le résultat suivant qui permet de conclure la preuve du Théoreme 33.

f(Bio®) =

PROPOSITION 37. Soit Vi3 := oia + 03(1 — «). L’énergie libre du modéle perturbé
Y@ est la méme que pour le 2-GREM de paramétres (o,q) :
e cas 1 : si oy < 09, alors limn%+ooE[f7(la’a)(ﬁ)] = f(B; Vi2).

e cas 2 : si oy > o2, alors limy, o E[ éa’a)(ﬁ)] = af(B;01) + (1 — ) f(B;03).

Cette proposition se prouve grace a une méthode de Laplace ainsi que les deux lemmes
suivants, qui estiment respectivement le premier ordre du maximum du modele perturbé

Y (@) et le nombre logarithmique de ses hauts points.

LEMME 38. Rappelons que Vis = oia + d5(1 — «). Le mazimum du modéle perturbé
Y(@:2) et le méme que pour le 2-GREM de paramétres (o,q) :

i, P VLo > V20 logn) =0

ot
\/‘/1 ) S'iO'lSO'Q,

Ymazx = ’Yma:c(o'y O‘) = .
O’104+02(1—Oé>, st 01 > 09.

Ce lemme se prouve par une comparaison directe avec le 2-GREM de parametres (o, o).
Le lemme suivant nous dit que la quantité définie, pour tout 0 < v < Yimaz, par

ylea) <
(c/’(a,a)(,y) — EI—P log #{CL‘ S Xn : Slfx > \/ify ]ogn}7

en probabilité,

existe et nous fournit une expression explicite.
LEMME 39. Rappelons que Vis = o2a + 03(1 — ). Le nombre logarithmique de ~y-

hauts points E(@) (v) est le méme que pour le 2-GREM de paramétres (o, «) : pour tout
0 <7 < Ymazs
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e cas 1: si oy < oo, alors

2
Y
go(y) =1L,
12
e cas 2 : si 01 > 09, alors
_ 2 ; Viz
gloa) (v) = {1 Vig? ) sy < cr112’
- (y—o10) : Vi
(I—-a) =Ty, sir2 5

Ce dernier lemme se prouve en appliquant récursivement l’analyse multi-échelle de
Daviaud [60], inspirée du travail de Bolthausen, Deuschel et Giacomin [34].

4. Projet

En utilisant les travaux récents de Chhaibi et Najnudel [57], qui font le lien entre le
chaos multiplicatif Gaussien sur le cercle et ’ensemble Beta circulaire (CSE pour Circular
Beta Ensemble en anglais), je souhaite confirmer les prédictions de Cao et Le Doussal [49]
concernant le paramétre d’ordre d’Edwards-Anderson pour le champ Gaussien log-corrélé
sur le cercle. Plus précisément, on considere d’abord le cercle dans le plan complexe JD
défini par oD := {e*™ ¢ € [0,1]} et on réalise la méme construction que dans la Section
1 de ce chapitre. Puis on s’intéresse a une discrétisation du modele en se restreignant a
I'ensemble des racines n-iemes de l'unité oD, := {&; ,, 0 < j < n — 1} avec §;,, := e%TU,
pour tout j € {0,...,n — 1}. Si Gg,, désigne la mesure de Gibbs associée, le paramétre
d’ordre d’Edwards-Anderson est défini (sous réserve d’existence) par

Jlim E[|Gsa[€]P),
ou gﬁ,n[g | est Pespérance de ¢ tiré selon la mesure de Gibbs. Alors, Cao et Le Doussal
[49] conjecturent que, pour tout 5 > 0,

: 20 ﬁz/(1+62>a Si/BSIBC7
i B[ 1Ganl€1 P _{ 1-1/(28), sip> B

et que si Z, () désigne la fonction de partition du modele, on ait, pour tout [3,t > 0,

E|Z(8)7 Gl €] P _{ B2/ (1 +18+ 3), si B < B,
notee E[Za(B)P] L (0428 -D/((t+B)(t+2), sif> B



Chapitre 7

Le champ libre Gaussien discret en dimension 2 [A10, A13]

Le champ libre Gaussien discret en dimension 2 fait partie de la classe des champs
Gaussiens log-corrélés, nous renvoyons donc a la Section 1 du Chapitre 6 pour une présen-

tation des motivations physiques.

1. Le champ libre Gaussien discret en dimension 2

Nous considérons dans ce chapitre le champ libre Gaussien discret en dimension 2
(DGFF) sur une approximation en grille admissible d’'un ensemble ouvert et borné D C
C. Plus précisément, soit D un ensemble ouvert et borné de C, tel que sa frontiere 0D
ne possede qu'un nombre fini de composantes connectées, qui ont chacune un diametre
positif et constituent un chemin C! (i.e. I'image d’une fonction C! de [0, 1] dans C). Nous
noterons dists, la distance engendrée par la norme ¢ sur Z2. Nous considérons alors
I'approximation en grille admissible de D, notée (Dy)n>1, famille de sous-ensembles de
72 définis par

Dy = {w € 2% : distoo(w/N, D) > 1/N}.
Nos hypotheéses sont légerement plus restrictives que celles utilisées récemment par Biskup
et Louidor [29, 31, 32], mais ne servent qu’a éviter certains problémes techniques dis a
des effets de bord.

Le champ libre Gaussien discret sur Dy est le processus Gaussien (hlY).cp, dont
la matrice de covariances est donnée par la fonction de Green Gy de la marche aléatoire
simple sur Z? tuée a sa sortie de Dy . Dans la suite de ce chapitre, pour alléger les notations,
nous oublierons la dépendance en N pour le champ A" et écrirons simplement (hy).c Dy -
En comparaison avec la théorie des verres de spin, Dy joue le role de ’ensemble des
configurations et —h, représente I’énergie de la configuration x. De plus, I’overlap entre
x,y € Dy peut étre défini par

QN(-T y) — E[hxhy] _ GN(l’,y)
7 supuepy E[RZ]  supgep, Gn(z, )

log [|z—y|| ;
~hogN - au moins pour des

Remarquons que gy (z,y) € [0,1] et se comporte comme 1 —
points x et y suffisamment loin du bord 0Dy (en utilisant le comportement asymptotique
de Gy, voir [98] par exemple).

Rappelons que Bolthausen, Deuschel et Giacomin [34] ont montré que le maximum du
DGFF, ou ground state dans la terminologie des verres de spin, satisfait

maxzevy ha

log N2 Notoo Vg, en probabilité,

61
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avec g = 2/7 et dans le cas particulier du carré unité, i.e. pour Viy = (0, N)? N Z2. Nous
avons également vu dans le Chapitre 6 que leur technique a été raffinée par Daviaud [60]
pour estimer le nombre logarithmique de hauts points dans Vi : pour tout 0 < A < 1,

1
. im —log#ix € VN:hy > glog =1—- A%, en probabilité.
7.1 N1+ logN21 # VN he > AJ/glog N2} =1 — \? babilité
—+00

Gréice au travail récent de Biskup et Louidor (voir [31, Théoréme 2.1]), ce résultat est
valide pour une approximation en grille admissible générale (Dy)n>1.

2. Une approche de type “verres de spin” : régime 1-RSB a basse
température et distribution de Poisson-Dirichlet pour les poids de Gibbs
[A10]

La mesure de Gibbs associée au DGFF et a la température inverse 5 > 0 est définie
par
Ga.N = % Z ePha Oy
N r€DN
OU ZB N = Y .peDy ez est 1a fonction de partition. Ce modéle présente une transition de
phase au niveau de I’énergie libre définie par

L log Z@N
In(B) = log N2~

En effet, on peut facilement voir grace a (7.1) (voir [A10]) que P'énergie libre converge
lorsque N — 400 et

1+ (5/56)2, si < 8.,
28/Be, si 82> Be,

ou la température inverse critique est donnée par

lim fn(B8) = f(B) = { en probabilité et dans L,

N—+o0

B =21 = l

V9
Nous pouvons a présent énoncer les deux théoremes de cette section. Ils sont similaires
a ceux obtenus dans le Chapitre 6 pour le modele sur le cercle unité et ont été prouvés
dans le cas particulier du carré V. Mentionnons simplement que la preuve pour le DGFF
nécessite plus d’efforts a cause des effets de bords; en effet, comme les variances et les
covariances décroissent quand on se rapproche du bord, les arguments classiques de com-
paraison (inégalité de Slepian ou inégalité de Kahane par exemple) ne peuvent pas étre

utilisés.
THEOREME 40 ([A10]). Pour 8 > f,

2 , Pe _Be
E[QB,N(QN(%U) € )} Noie 3 do + <1 3 >51-
Ce théoreme nous dit que le DGFF présente un régime one-step replica symmetry
breaking (1-RSB) a basse température. Nous renvoyons au Chapitre 6 pour davantage de

commentaires sur ce résultat ainsi que le suivant. L’idée de la preuve est la méme que pour
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le modele sur le cercle : on introduit un DGFF perturbé puis on adapte la technique de
Bovier et Kurkova [42, 43], qui relie ’énergie libre du DGFF perturbé a la distribution de
I'overlap pour le DGFF initial.

On peut alors déduire du Théoreme 40 le résultat suivant qui nous dit que les poids
de Gibbs convergent dans un certain sens vers ceux d’une variable aléatoire de Poisson-
Dirichlet, définie en (6.4).

THEOREME 41 ([A10]). Soit 8 > B. et & = (&, k € N) une variable aléatoire de

Poisson-Dirichlet de paramétre 5./8 € (0,1). On écrit E pour l'espérance selon la loi
s(s—1)
de &. Alors, pour toute fonction continue F : [0,1]7 2 — R associée auzx overlaps de s

points :

]\}gnooE[Qgﬁv [F((CIZZ’)KZ/)]] =FE Yo ke br (G 1<) |-
k1EN, . ksEN

REMARQUE 42. Il est intéressant de souligner que tous les résultats présentés jusqu’ici

sont les mémes que pour le REM, qui est défini, pour tout N > 1, comme (hEEM), .
qui sont des variables aléatoires i.i.d. Gaussiennes centrées de variance maxgep, Gy (, )

(afin de pouvoir étre comparé au DGFF).

3. Plus a propos du champ libre Gaussien discret en dimension 2

La premiere différence observée entre le REM et le DGFF concerne le second ordre du
maximum : dans une série de travaux par Bolthausen, Deuschel et Zeitouni [35], Bramson
et Zeitouni [45] et Bramson, Ding et Zeitouni [44], il a été prouvé (également dans le cas
du carré V) que le maximum recentré du DGFF max,cv, hy — my, avec

3
mpy = 2y/glog N — Z\/gloglogN,

converge en loi vers une limite non-triviale, alors que le bon recentrage pour le REM est
mREM = 2, /glog N — %\/ﬁ loglog N. Biskup et Louidor décrivent la limite dans [30] et
étendent le résultat a une classe d’approximations en grille admissibles pour D dans [29].

L’étape suivante dans I’étude des extrémes du DGFF est I’étude du processus extrémal,
qui décrit le champ vu de la position my. Plus précisément, le processus extrémal est défini
comme la mesure aléatoire sur D x R x RZ” donnée par :

NN = Z ]]-{hx:maxye/\r(x) hy}(sx/N ® 5hz—mN ® 6(hm—hz+z)zezg7
x€DN

ou Ay(z) = {y € Dy : ||z — y|]| < r}. Cette mesure contient les informations suivantes :
les positions renormalisées des maxima locaux, leurs valeurs recentrées ainsi que le champ
vu de ces maxima locaux. La convergence du processus extrémal a été prouvée par Biskup

et Louidor [32] et peut étre énoncée de la fagon suivante : il existe une mesure aléatoire
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borélienne finie ZP sur D et une mesure de probabilité v sur (R+)Zz telles que, pour toute
suite de réels positifs (rn)n>1 avec ry — +oo et N/ry — +00, on ait

(7.2) - % n=PPP(2P(d2) ® ¢ P dh @ v(d9)),
—+o00

dans le sens otl, pour toute fonction continue f: D x R x RZ* 5 R ne dépendant que d’un
sous-ensemble fini de coordonnées A C Z? et & support compact dans D x R x R4, on ait
que nn .y (f) = [ fdnn,, converge en loi vers n(f) 1. Cela signifie que, conditionnellement
a ZP | les positions renormalisées des maxima locaux sont asymptotiquement des variables
aléatoires i.i.d. de loi ZP/ZP (D), leurs valeurs recentrées sont données par un processus
ponctuel de Poisson d’intensité ZP(D)e P<"dh et & chacun de ces maxima locaux est
attaché un cluster indépendant de loi v. La mesure aléatoire ZP est étudiée et caractérisée
dans [29] : en particulier, ZP admet un support plein dans D et Z”(0D) = 0, presque-
stirement. De plus, Biskup et Louidor [32] donnent une description explicite de la loi v du
cluster.

La convergence du processus extrémal permet une description précise de la mesure de
Gibbs surcritique, i.e. de Gg y pour § > .. Pour N grand, la mesure est concentrée sur
les points € Dy tels que hy, = my + O(1). Et donc dans la terminologie des verres de
spin, les pure states sont des boules de diametre O(1) centrées en chaque maximum local
de hauteur my + O(1) : si deux points sont dans le méme pure state, alors leur overlap
est proche de 1, et si ils appartiennent a deux pure states distincts alors leur overlap est
proche de 0. Ce phénomene justifie le fait que le DGFF présente un régime one-step replica
symmetry breaking & basse température, comme vu dans la Sous-Section 2 de ce chapitre.
De plus, La convergence du processus extrémal permet également de montrer que, pour
B > fe, les poids des pure states sous Gz y (réordonnés) suivent asymptotiquement une loi
PD(5./8). Plus précisément, Biskup et Louidor [32, Corollaire 2.7] ont montré que, pour
B > B, sur l'espace des mesures de Radon sur D équipé de la convergence étroite, on a

> Gan({a}) by ——— D pidy,, enloi,

z€Dy N=eo 537
ou, conditionnellement & ZP, (Xxi)i>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi
7ZP 7P (D) et (pi)i>1 est indépendant de (x;)i>1, de loi PD(8./3). Remarquons que ce
résultat améliore la version de la convergence de Poisson-Dirichlet (pour la loi de I’overlap)
obtenue dans la Section 2.

Pour le REM, la mesure de Gibbs g};?vM a basse température est également portée par
les points extrémaux, qui sont les z € Dy tels que hEEM = mBEM 1 O(1). Par ailleurs, ces
points sont tirés uniformément dans Dy et, a la limite, leurs hauteurs sont données par un
processus ponctuel de Poisson d’intensité ce= " dh, avec ¢ > 0. On en déduit que, dans le
cas du REM, les pures states sont des singletons formés par les points extrémaux qui sont
a une distance d’ordre N les uns des autres. Cependant, on peut aisément montrer que
leurs poids de Gibbs suivent asymptotiquement une loi de Poisson—Dirichlet de parametre

— 2
1. Ce n’est pas la convergence étroite pour les mesures de Radon sur D x R x RZ” comme énoncée dans
[32, Théoréme 2.1], mais c’est ce qui est montré dans leur preuve.
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Be/ B, d’ou 1'overlap sous (QE?VM)‘@Q a asymptotiquement la méme loi que pour le DGFF,

voir la Figure 1.

FIGURE 1. Réalisations de e®", o1 h est le DGFF en-haut et le REM en-bas. Le domaine
considéré est le carré Vv = (0, N) N Z* avec N = 127 et 3 est légérement surcritique
(8 = 1.1 B.). On remarque que les points qui portent la masse de la mesure de Gibbs
sont regroupés en clusters pour le DGFF et uniformément distribués sur le carré pour le
REM.

4. Absence de chaos en température avec une distribution de ’overlap
différente de celle du REM [A13]

4.1. Le probléeme de chaos en température. Le probléeme de chaos en tempé-
rature ou en désordre est un probleme classique dans ’étude des verres de spin; il a été
découvert par Fisher et Huse [75] pour le modele d’Edwards-Anderson et Bray et Moore
[46] pour le modele de Sherrington-Kirkpatrick. Il est apparu avec la découverte que, pour

certains modeles, un léger changement d’un parametre extérieur (tel que la température
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ou le désordre) peut induire un changement dramatique dans le paysage d’énergies et mo-
difier la position du ground state ainsi que 'organisation des pure states pour la mesure
de Gibbs. Ces derniéres décennies, ce phénomene a largement été étudié par les physiciens
pour différents modeles; nous renvoyons & Rizzo [117] pour un état de l’art récent. Plu-
sieurs résultats mathématiques ont également été obtenus ces derniéres années par Chen
et Panchenko [54], Chen [53], Auffinger et Chen [13], Panchenko [108], Subag [130], Chen
et Panchenko [55] et Ben Arous, Subag et Zeitouni [22].

Dans cette section, nous considérons le probleme de chaos en température, qui peut
étre décrit plus précisément comme suit. Rappelons que 1’overlap entre deux configura-
tions correspond a la covariance normalisée entre deux énergies de ces configurations. Le
chaos en température peut alors étre défini par le fait que, si I'on tire indépendamment
deux configurations de spin selon des mesures de Gibbs a températures différentes mais a
désordre fixé, alors leur overlap est presque-siirement déterministe. Ce phénomene se pro-
duit lorsque I'ensemble des configurations privilégiées (sous la mesure de Gibbs) change
radicalement lorsque la température est a peine modifiée; pour les modeles de verres
de spin, la mesure de Gibbs a une température donnée se concentre proche d’'un niveau
d’énergie fixé et sur certains pure states, et les deux peuvent changer avec la température.

Certains modeles de verres de spin peuvent exhiber ce phénomene de chaos en tempé-
rature alors que d’autres non. Par exemple, Subag [130] a récemment démontré ’absence
de chaos en température pour les modeles sphériques dits pure p-spin avec p > 3, alors
que Ben Arous, Subag et Zeitouni [22] ont prouvé l'existence de chaos en température
pour certains modeles sphériques dits mized p-spin. Les deux résultats reposent sur une
description géométrique précise de la mesure de Gibbs et sont valides a basse tempéra-
ture (i.e. pour [ assez grand) dans une partie du régime dit one-step Replica Symmetry
Breaking (1-RSB). Pour les modeles sphériques pure p-spin, les supports des mesures de
Gibbs sont proches les uns des autres a des températures différentes (suffisamment basses),
alors que, pour les modeles sphériques mized p-spin, la mesure de Gibbs se concentre sur
de fines bandes qui dépendent de la température. Cette différence explique partiellement
pourquoi le chaos en température a lieu pour la seconde classe de modéles mais pas pour
la premiere.

Afin de mieux comprendre les mysteres de la théorie de Parisi pour les verres de spin
en champ moyen, nous avons déja vu que Derrida a introduit dans les années 80 le Ran-
dom Energy Model (REM) [64], pour lequel les niveaux d’énergie Gaussiens sont supposés
indépendants, et sa généralisation, le Generalized Random Energy Model (GREM) [65],
dont les corrélations sont données par une structure d’arbre de profondeur finie. Ces deux
modeles ont été intensivement étudiés et ont notamment permis de mieux comprendre le
phénomene dit de Replica Symmetry Breaking. Nous renvoyons a Bolthausen [33] et Kistler
[95] pour le lien avec la théorie des verres de spin. Mentionnons ici que Kurkova [96] a
montré I’absence de chaos en température pour le REM, ce que nous allons expliquer plus
précisément dans la suite.

Deux exemples de modeles hiérarchiques naturels avec un nombre infini de niveaux
sont le mouvement Brownien branchant (MBB) et la marche aléatoire branchante (MAB),
voir par exemple le célebre article de Derrida et Spohn [66], qui ont introduit les polymeres
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dirigés sur des arbres (i.e. les MAB avec des déplacements i.i.d.) en tant qu’extension infinie
du GREM pour les verres de spin. Récemment, ces deux modeles ont connu d’importantes
avancées avec des contributions remarquables ainsi que des répercussions dans d’autres
domaines (temps de couverture [17, 18, 122], polynomes caractéristiques de matrices uni-
taires aléatoires [8, 56, 97, 109], la fonction zeta de Riemann sur la droite critique [105, 9]
et un modele aléatoire de la fonction zeta de Riemann [10, 12, 106]). Nous renvoyons &
Shi [125] pour un état de ’art concernant les MAB et a Bovier [39] pour une référence qui
traite les liens entre MBB et verres de spin.

Les physiciens suggerent que les MAB Gaussiennes et le MBB devraient appartenir
a une classe d’universalité appelée modéles Gaussiens log-corrélés. Nous renvoyons aux
travaux de Carpentier et Le Doussal [50], Fyodorov et Bouchaud [77, 78] et Fyodorov, Le
Doussal et Rosso [79] pour les liens avec la théorie des verres de spin. Nous avons vu que
le DGFF, que nous étudions dans ce chapitre, est un tel modele et révele une structure
hiérarchique implicite similaire a celle des MAB. On renvoie aux notes de Biskup [28] qui
donne un excellent apergu des résultats obtenus récemment pour le DGFF et a [134] pour
les liens entre DGFF et MAB.

Dans ce chapitre, nous montrons également 1’absence de chaos en température pour
le DGFF en utilisant la convergence du processus extrémal obtenue récemment par Bis-
kup et Louidor [32]. Mais nous montrons surtout que la moyenne de l'overlap entre deux
points tirés indépendamment selon des mesures de Gibbs & températures différentes est
strictement inférieure a celle du REM ; ce qui peut étre surprenant étant donné que la loi
limite de 'overlap est la méme pour les deux modeles si les points sont tirés a la méme
température, voir le Théoreme 40 et I'Equation (7.4).

4.2. Distribution de l'overlap a deux températures différentes. Nous avons
vu, dans la Section 3, que les pure states de la mesure de Gibbs surcritique (i.e. pour 8 > f.)
du DGFF sont des points & une hauteur my + O(1). En particulier, ils ne dépendent pas
de la température et pour, 3,5 > ., deux points tirés indépendamment selon Gg n et
Gp/ v ont une probabilité positive de tomber dans le méme pure state mais également de
tomber dans des pure states distincts : on en déduit que leur overlap peut étre 0 ou 1 et il
est clair qu’il ne peut pas y avoir de chaos en température pour le DGFF. Cet énoncé est
rendu plus précis grace au premier résultat de cette section qui établit la convergence de
I'overlap sous Gg v ® Ga/ N

THEOREME 43 ([A13]). Soient 3,5 > 0.
(i) Si B < B ou ' < Be, alors, pour tout a € (0,1),

, > L'
Gs,n ® Gg N(an(u,v) > a) m 0, dans

(il) Si B > B, et B > B, alors, pour tout a € (0,1),

Gs.N @G n(gn(u,v) > a) Fra—— Q(B,8"), en loi,
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ot
21 (Zwem eﬂ(gk—aﬁz)) (ZmGZQ eﬁ/(sk—w;))
ZkZl > zez2 eﬁ(frqﬁ’;)) (Zk21 S peze eﬁ’(émb’;)) )

avec (&k)k>1 les atomes d’un processus ponctuel de Poisson d’intensité e P dp

Q6.5 =
(

et (¢F)i>1 des copies i.i.d. de loi v (voir (7.2)), indépendantes de (&)k>1-

En d’autres termes, ce théoréme établit la convergence de la mesure image de la mesure
Gs N ®Gg v par la fonction gy, qui est une mesure aléaoire sur [0, 1]. La limite est soit &g
si min{3, 8’} < B, soit (1 — Q(B,5"))do + Q(B, )1 sinon. Remarquons que dans le cas
(ii), étant donnée la limite du processus extrémal, Q(3, f') est simplement la probabilité
de tirer deux points dans le méme cluster, lorsqu’ils sont choisis proportionnellement a
leurs poids de Gibbs de paramétre 3 et 3’ respectivement.

Pour le REM, I’overlap entre x,y € Dy est défini par

E [ hi{EM hg{EM]

o
Sup,epy GN (7, )

PGy = ~lpmyy

Kurkova [96] a montré le résultat suivant : si 3, 8" > ., alors, pour tout a € (0,1), on a

) BEk B &k
(lo) D1 €0k
GER @ GEN (@™ (u, ) > a) ——— QFM(B, 8') == >

N—+o0 (Zk21 eﬂﬁk) (Zk21 eﬁ'ék) ’

ou les (&)x>1 sont également les atomes d'un processus ponctuel de Poisson d’intensité
e~ %" dh. Notre but est alors de comparer Q(8, 8') et QRFM(3, 5').

Dans le cas 3 = /3, il est bien connu que Q(f, ) et QRFM(3, 3) ont méme loi. En
effet, pour 8 > (. et k > 1, introduisons les variables aléatoires

1
Xg = —log Z e_ﬂd’g,
z€Z?

tel que la limite de la fonction de répartition de 'overlap peut étre ré-écrite

St eBE+Xa1) o (EtXpr 1)

Skt eﬁ(§k+X5,k)) (Zk>1 eﬁl(fk+Xﬂ’,k)) '

Alors en remarquant que (Xg)g>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d., également

Q8.8 =
(

indépendante de (£)g>1, on obtient que

(7.3) (& + Xpp)poy = (& + B log E|ef¥o1 ] )

ou I’égalité en loi a lieu lorsque les deux c6tés sont vus comme des processus ponctuels.

E>1’

Ce résultat pour des processus ponctuels d’intensités exponentielles date au moins de

Ruzmaikina et Aizenman [121] et implique que

oi 28
(7.4) Q(8,) ) 221 pReN (g gy

(Zkzl e’ng)Z

De plus, grace a un simple changement de variables, on peut voir que (eﬁsi / dok>1 Pk j >
1), a méme loi que (p;);>1 une variable aléatoire de Poissons-Dirichlet de parametre 8./ ;
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d’ou Q(B, B) et QREM(3, 3) ont méme loi que 2 i1 p?, qui correspond au fait que les pure
states sont des poids de Poisson-Dirichlet.

Il est alors légitime de se demander si Q(3, 8") et QRFM(3,3’) ont méme loi lorsque
B # B'. La réponse est négative et le deuxieme résultat de cette section montre que, en
moyenne, ’overlap a moins de chance d’étre proche de 1 lorsqu’il est tiré sous Gg v ® G n

que lorsqu’il est tiré sous QE%M ® QE{/{E]VM.

THEOREME 44 ([A13]). Pour tous 3,3 > S, tels que 8 # ', on a
E[Q(8, )] < E[Q™™(8,5)].

La raison derriere cette inégalité stricte est la suivante. Pour le REM, le poids d’un
pure state dépend seulement de sa hauteur : un pure state favorisé sous QEI?VM le sera donc
également sous gg,@%‘. A contrario, le poids d'un pure state pour le DGFF dépend a la
fois de la hauteur du maximum local mais également de la géométrie du cluster autour,
et donc certains pure states seront plus favorisés pour § proche de 8. que pour 8 grand et
inversement, voir la Figure 1. Il est donc plus difficile de tirer le méme pure state sous deux
mesures de Gibbs a températures différentes pour le DGFF que pour le REM. Ce résultat
conduit a I'image proposée par la Figure 2 pour comparer les moyennes de ’overlap pour

les deux modeles.

E[QREM(JS, j/)}

FIGURE 2. Représentation schématique de I'espérance de ’overlap pour deux points tirés
a des températures inverses différentes 5 and ', lorsque B’ est fixé et B varie, pour le
DGFF (en bleu) et pour le REM (en rouge).

REMARQUE 45. Le Théoréme 44 peut étre pensé de la fagon suivante : Q(8, ') et
QREM(3,8") ont la méme loi que >oi>1Pig, ou p = (pi)i>1 et @ = (¢;)i>1 ont respecti-
vement pour loi PD(8./3) et PD(5./3’) et peuvent étre corrélés. Trouver de tels p et q
qui maximisent E[} ;< pig;] = E[(p,q)] est équivalent a trouver (p,q) qui minimise la
distance de Wasserstein entre les mesures PD(B./3) et PD(./8’) sur l'espace de Hilbert
¢%(N). Dans le cas du REM, on a

qi = pf "
2k>1D%

et on peut se demander si ce choix est optimal, comme suggéré par le Théoreme 44. Mais

/ )

ce n’est pas le cas, car on peut vérifier que

P@P({(w,o'): (p(w) — p(w),q(w) — q(w)) < 0}) >0,
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ce qui montre que (p,q) n’atteint pas la distance de Wasserstein grace a [59, Théoréme
2.3].

REMARQUE 46. Dans le cas o 3 < oo et 3 = oo, il est plus facile de voir que la
distribution de 'overlap pour le DGFF devrait étre différente de celle du REM. On peut
définir Goo v comme la mesure qui attribue une masse égale a 1 au point ou max,epy hs
est atteint. Alors, en supposant que (§)x>1 est ordonné de maniere décroissante, on peut
montrer, d’une part, que la distribution limite de 'overlap est donnée par

S e eBE1—o1) eB1+Xs.1)
Q(B,00) = = Blen—dk) BE+Xpr)’
Dok>1 Dpeze €S0z D g>1 €7 KT

qui est asymptotiquement la probabilité que le point tiré selon Gg n est dans le méme

cluster que la particule la plus haute. D’autre part, on a QRFM (3, 00) = %1 /(35 e%).
Enfin, on peut déduire de (7.3) que Q(5,c0) est strictement dominé stochastiquerr;ent par
QRFPM(3, 00), car avec probabilité positive maxy>1(§k + X3,%) n’est pas atteint pour k =1
(ce qui est le cas deés que X, n’est pas presque-siirement constant, résultat vrai grace au
Lemme 50 qui suit).

REMARQUE 47. Il est possible de démontrer des résultats similaires pour le MBB et
les MAB. En effet, en utilisant la convergence du processus extrémal du MBB [4, 11, 41]
ou de la MAB [102, 104], on peut aisément obtenir le Théoréme 43, voir en particulier
la preuve du Théoréme 4.3 in [104]. Concernant le Théoréme 44, la preuve utilisée pour
le DGFF est générale et robuste; elle fonctionne également pour le MBB et les MAB a
I’exception du Lemme 50 qui doit étre adaptée.

4.3. Idées des preuves. Le Théoreme 43 se déduit aisément de la convergence du
processus extrémal obtenue par Biskup et Louidor, voir I'Equation (7.2). Pour cette raison,
nous ne présenterons ici que les arguments du Théoreme 44 et commencons par donner une
série de lemmes. Le premier s’obtient en considérant la transformée de Laplace du proces-
sus ponctuel qu’on peut calculer on utilisant la formule exponentielle pour les processus
ponctuels de Poisson.

LEMME 48. On note cg := (3. logE[e’*5] et on considére une variable aléatoire Y
telle que, pour toute fonction mesurable f: R — Ry,

E|efXs (X5 — Xp)
eisory = B !

Alors, le processus ponctuel (&, + Xpg i, &k + Xp k) k>1 & valeurs dans R? a la méme loi que
(&k+cp, &+ g+ Yi)i>1, ot (Yi)r>1 sont des copies i.i.d. de'Y, indépendantes de (&)kp>1-

Le deuxiéme lemme qui suit est relativement intuitif et prouvé par un calcul direct.
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LEMME 49. Soient (pp)n>1 €t (qn)n>1 deux suites décroissantes de nombres réels posi-
tifs telles que 3,1 pn = 1. Soit (Ay)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. et positives.

On pose

_— Appn

Pn Vn>1.

o Sk>1 Arpr’ N
Alors, on a E[anl ﬁnQn:| <> n>1Pnn-

De plus, si Ay n’est pas presque-sirement constante, (¢n)n>1 n'est pas constante et

pour tout n > 1, pp, > 0, alors linégalité est stricte.

Le dernier lemme s’obtient en utilisant la description de la loi v des clusters obtenue
par Biskup et Louidor [32].

LEMME 50. Pour touty € Z*\ {0}, sous v, la loi conditionnelle de ¢, sachant (¢)zzy

est une loi Gaussienne de moyenne iz oz et de variance 1, conditionnée a étre posi-

Ty
tive. Alors, la variable aléatoire Y définie dans le Lemme /8 n’est pas presque-sirement

constante.

On combine alors ces trois lemmes de la maniere suivante pour conclure. Grace au

Lemme 48, on peut écrire :

S s e B (€ntYn)
Szt €96 ) (Spzy € (6640

On suppose maintenant que les atomes ()i>1 sont ordonnés de maniere décroissante.

Alors le Lemme 49 avec

B'én Bén
€ € ’
Ppi= = gpi=————, et A=,
Zk21 eﬁ &k Zk21 eﬁgk
ou A, n’est pas presque-stirement constante (grace au Lemme 50), implique que, presque-
stirement,
s eFEnel (EntYn) (&) S sy el én
- ; Ee)i>1| < = —-
(Zio1 0 (Spoy o @10 (Zio1 0 (Spos e7)

Il suffit de prendre I'espérance des deux c6tés pour conclure.

5. Projets

Dans le prolongement du travail effectué en Section 4, nous souhaitons, avec M. Pain,
étudier les propriétés des fonctions 3 — E[QREM(3, 8] et 5+ E[Q(B, 8')] lorsque B’ > f3.
est fixé. En particulier, il s’agit de montrer que ces fonctions sont continues sur [0, c0),
différentiables sur [0,00) \ {5.}, de dérivée a droite infinie en f3., croissantes et concaves

sur B¢, 00).

Un deuxieme projet avec M. Pain consiste & mener une analyse similaire a celle de la

Section 4 mais en comparant cette fois-ci le mouvement Brownien branchant inhomogene
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en temps avec le 2-GREM associé en fonction de 'ordre entre les deux parametres oy
et 09. On s’attend a observer deux comportements différents selon que o; est inférieur
ou supérieur & o9. Un ingrédient clef pour traiter ce probleme est la compréhension du

processus extrémal étendu pour le mouvement Brownien branchant inhomogene [40].

Enfin il me parait intéressant de regarder la question de vieillissement ou aging pour

le DGFF et de réaliser une comparaison avec les résultats obtenus pour le REM.



Troisiéeme partie

Marches aléatoires activées






Chapitre 8

Marches aléatoires activées : universalité de la densité
critique [A11]

1. Introduction et résultat

Le concept de criticalité auto-organisée a été introduit a la fin des années 80 pour ex-
pliquer la découverte de comportement critique pour des états stationnaires sans réglage
fin de parametres du systéme [15]. Des relations intrinséques entre ce phénomene et ce-
lui de transition de phase ordinaire ont commencé a émerger a la fin des années 90 avec
un nouveau paradigme : le phénomeéne de criticalité auto-organisée observé pour certains
systemes dit driven-dissipative est relié a la criticalité ordinaire pour le systéme correspon-
dant (i.e. qui utilise le méme mécanisme de relaxation) & énergie fizée [67]. Un probleme
central est la conjecture de densité : la densité typique (s dans I’état stationnaire du sys-
teme driven-dissipative devrait coincider avec la densité critique (. du systeme a énergie
fizée. Dix ans plus tard, il a été montré [72] que la conjecture de densité est fausse pour le
modéle de tas de sable abélien (ASM pour Abelian Sandpile Model en anglais). Il s’avere
que la dynamique des ASM ne permet pas d’oublier les conditions initiales avant que la
configuration devienne explosive [90] ; nous reviendrons sur ce point un peu plus tard.

Le modéle de tas de sable stochastique (SSM pour Stochastic Sandpile Model en anglais)
et les marches aléatoires activées (ARW pour Activated Random Walks en anglais) ont
été introduits comme alternatives de mécanismes de relaxation non-déterministes. Les
corrélations a longue distance (en espace et en temps) dues a la conservation des particules
et le manque de structure algébrique similaire au ASM rendent I’analyse mathématique
de ces modeles particulierement ardue. Il a fallu deux décennies pour voir apparaitre dans
la littérature les premiers résultats rigoureux concernant les propriétés de stabilité pour
ces systemes [68, 119]. Ces quatre derniéres années ont connu des avancées considérables
pour les ARW [16, 47, 48, 120, 126, 129, 131, 132] grace notamment & lintroduction
de techniques et outils ad hoc. Un certain nombre de ces outils étaient particulierement
sensibles aux hypotheses sur I’état initial (nécessitant I'indépendance et/ou une queue de
distribution légere par exemple).

Dans ce chapitre, nous étudions les marches aléatoires activées et prouvons que la den-
sité critique (. est bien définie et sépare deux familles d’états initiaux ergodiques : ceux dont
la densité est inférieure a (. pour lesquels le processus est presque-stirement stabilisable et
ceux dont la densité est supérieure a (. pour lesquels le processus est presque-siirement

75
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explosif. Une conséquence importante est que les hypotheses spécifiques et nécessaires a cer-
taines techniques mathématiques récemment introduites peuvent étre maintenant omises.
Une autre conséquence est que ce résultat appuie la croyance que les ARW ont des pro-
priétés de mélange bien meilleures que les ASM. Enfin le résultat ainsi que les techniques
développées ici ne fournissent absolument pas une preuve de la conjecture de densité mais
peuvent constituer un pas dans cette direction.

1.1. Criticalité auto-organisée et résultat. Les modeles d’avalanches sont deve-
nus un exemple standart de criticalité auto-organisée dans le contexte d’états stationnaires
hors-équilibres. Contrairement aux modeles classiques de mécanique statistique, ces mo-
deles ne présentent pas de parametre explicite permettant d’observer une transition de
phase quand on le modifie. A la place, on s’attend a ce qu’ils conduisent spontanément a
un état stationnaire critique révélant les caractéristiques de systémes critiques comme des
distributions en loi puissance ou des propriétés d’invariance d’échelle.

Un cadre commun a ces modeles d’avalanches implique une évolution de type réaction-
diffusion, ou les sites d’un graphe contiennent des particules qui se dissipent selon certaines
regles jusqu’a stabilisation. Trois procédures de relaxation ont été utilisées pour ’étude
du phénomene de criticalité auto-organisée : le modéle de tas de sable abélien (ASM),
pour lequel les sites contenant au moins 2d particules en envoient une & chaque voisin;
le modéle de tas de sable stochastique (SSM), pour lequel les sites contenant au moins 2
particules en envoient 2 a des voisins choisis aléatoirement ; le modele de marches aléatoires
activées (ARW), pour lequel les sites contenant des particules actives en envoient une a un
voisin choisi aléatoirement et les particules seules peuvent devenir passives ou endormies
avec une probabilité dépendant d’un parametre A. Les mécanismes de ces trois modeles
permettent une propagation de l'activité comme une tendance a l'extinction de 'activité
et le comportement des systemes est donc déterminé par une compétition entre ces deux
facteurs.

La criticalité auto-organisée apparait dans les dynamiques driven-dissipative corres-
pondantes : des particules sont ajoutées au coeur d’une grande boite finie et absorbées a
son bord au cours de la relaxation, qui suit 'un des trois mécanismes présentés ci-dessus.
Une particule est ajoutée que lorsque le systéme est totalement stabilisé. Au cours de ces
dynamiques, quand la densité moyenne ( de particules dans la boite est trop faible, la
masse a tendance a s’accumuler ; quand elle est trop grande, il y a une activité intense et
une dispersion substantiel au bord. Ces deux observations permettent d’expliquer que le
systeéme est spontanément attiré vers un état critique avec une densité moyenne (.

Un nouveau paradigme a été introduit dans [67], soutenant que la criticalité auto-
organisée pour ces systemes est reliée a la transition de phase ordinaire. Plus précisément,
les systémes conservatifs en volume infini correspondants, pour lesquels la densité ¢ reste
constante, présentent une transition de phase ordinaire et leur comportement critique
serait intimement relié aux systémes a la criticalité auto-organisée présentés ci-dessus. En
particulier, il existe une densité seuil (. telle que les dynamiques en volume infini devraient

se fixer pour ¢ < (. et rester actives pour { > (.; de plus, (. devrait coincider avec la
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densité stationnaire (s des systemes driven-dissipative. Depuis ce travail, une littérature
riche est apparue explorant cette relation et les principes qui pourraient ’expliquer.

Par la suite, des résultats rigoureux et des simulations a grande échelle précises ont
montré que la conjecture de densité est fausse en général, au moins pour I’ASM [72, 73],
suggérant que la relation entre systémes driven-dissipative et systémes conservatifs est plus
subtile. Ce résultat négatif est attribué au fait que ’ASM est tres sensible a 1’état initial
[90]. En effet, pour tout d < ¢ < 2d —1, il est possible de construire des états spatialement
ergodiques avec une densité moyenne de particules ¢ pour lesquels le processus est explosif
et d’autres avec la méme densité pour lesquels le processus est stabilisable [74].

Cette découverte a eu deux conséquences. Premierement, elle a accentué l'intérét des
mathématiciens & propos des propriétés de PASM et a initié un débat afin de pouvoir
formuler une nouvelle conjecture de densité. Deuxiémement, elle a alimenté l'intérét des
physiciens pour d’autres modeles comme le SSM et les ARW, dont on pense qu’ils ont
de meilleures propriétés de mélange, pour ’étude de la criticalité auto-organisée et de la
distribution des avalanches. Dans ce chapitre, nous montrons que (. est bien défini pour
les ARW, ce qui va dans le sens de cette derniere affirmation. Nous énongons maintenant
le résultat principal de ce chapitre et renvoyons a la Section 2 pour des définitions précises.

THEOREME 51 ([A11]). Considérons le modéle de marches aléatoires activées sur 74
avec d > 1 fixé et un taux d’endormissement \. Supposons la loi de saut p(-) donnée
et telle qu’elle engendre Z¢, et pas un sous-réseau. Alors il existe (. tel que, pour toute
distribution spatialement ergodique portée par les configurations de densité moyenne ( et
sans particule passive, une ARW de loi initiale v est presque-sirement stabilisable si ¢ < (.
et presque-surement explosive si ¢ > (..

1.2. Résultats mathématiques. Au cours des quatre dernieres années, plusieurs
bornes non-triviales ont été obtenues pour (.. Pour d = 1, il a été prouvé [119] que (. > 0
pour tout A et {, — 1 lorsque A — +oo. Pour d > 2 et A = 00, il a aussi été montré dans
[123] que (. > 0 et dans [47, 48] que (. > 1. Pour d > 2 et A > 0 avec une loi de saut
non-biaisée et bornée, il a été montré [126] que (. > 0. Ce résultat a été généralisé a une
loi de saut quelconque dans [129], article dans lequel il est également montré que (. — 1,
lorsque A — +o0. Il a été prouvé [6, 123] que (. < 1 pour toute dimension et tout A. Pour
des sauts biaisés, il a été montré dans [131] que, pour d =1, (. < 1 pour tout A et (. — 0
lorsque A — 0, et pour d > 2, que (. < 1 pour A suffisamment petit. Le “tableau” pour
d > 2 a été étendu dans [120], qui montre que (. < 1 pour tout A et (. — 0 lorsque A — 0.
Pour des sauts non-biaisés, il a été prouvé que ¢, — 0 lorsque A — 0, dans [16] pour d = 1
et dans [129] pour d > 3, et finalement dans [132] que (. < 1 pour tout A < co et d > 3.

Alors que certaines preuves sont robustes en ce qui concerne ’état initial, d’autres
y sont trés sensibles. Certains résultats dans [6, 47, 48, 129, 131] nécessitent un champ
i.i.d., les preuves dans [126] sont présentées pour un champ i.i.d. de loi de Poisson, et
certains résultats dans [129] et [131] nécessitent méme un champ i.i.d. de loi de Bernoulli.

Grace au Théoreme 51, toutes ces conditions peuvent étre omises et les arguments qui
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nécessitaient certaines contraintes pour la loi de ’état initial fournissent maintenant des
bornes supérieures et inférieures valides pour tout état initial spatialement ergodique.

2. Définitions et outils

2.1. La dynamique. L’ARW commence avec des particules actives placées sur Z¢
selon une distribution v et évolue de la fagon suivante. Les particules actives se déplacent
de manicre indépendante selon des marches aléatoires en temps continu (de taux 1) sur Z¢
avec une loi de saut invariante par translation p(z,y) = p(y — x). Elles passent & un état
passif, noté s, & un taux A > 0 lorsqu’elles sont seules sur un site. les particules passives ne
bougent plus et sont immédiatement réactivées si une autre particule visite le méme site.

Soit Ng ={0,1,2,...} et Ny = Ng U {s}, ol s représente une particule passive (s pour
sleepy en anglais). Afin de simplifier les notations, on définit |s| = 1, |n| = n pour n € Ny

et on écrira 0 <s <1 <2< ---. On définit également s + 1 = 2 et
n, n> 2,
n-s=4s, n=1,

non-défini, n =0.

L’état de TARW au temps t > 0 est donné par 7, € (Ng)Zd et le processus évolue de
la facon suivante. Pour chaque site z € Z% une horloge exponentielle sonne au taux
(14 A) [ne(2)| L4, (2)eny- Quand une horloge sonne a un site z, le systeme évolue selon la
transition 1 — 7,57 avec probabilité 1%\ et selon 7 — 7,,n avec probabilité p(y — x)p%\
Ces transitions sont définies par

77("1") -1, z=u,

Txyn(z) =97y +1, z=y, Test)(2) =

n(z), sinon,

et n’ont lieu que si n(x) > 1. L’opérateur 7, représente une particule au site x essayant
de s’endormir, ce qui aura effectivement lieu si aucune autre particule n’est présente en x.
Sinon, par définition de n - s le systéme restera inchangé. L’opérateur 7., représente une
particule sautant de x a y, avec une éventuelle activation d’une particule passive qui se
trouverait en y, activation représentée par la convention s + 1 = 2.

On utilisera P pour la loi de (n:)i=0 et on renvoit a [119, 118] pour plus de détails
concernant 'existence et la construction de P. On dira que (1;)¢>0 se fize si () finit par
étre constant (en temps fini) pour tout = € Z%.

2.2. Représentation par site et stabilisation. On utilise maintenant n pour dé-
signer une configuration dans (Ns)zd au lieu du processus en temps continu. On dit que le
site x est instable pour la configuration n si n(x) > 1; sinon, z est dit stable. On appelle
toppling au site x I’application d’un opérateur 7., ou 75 a 7. Toppling un site instable est
légal. Sin(x) = s, toppling le site = n’est pas légal mais acceptable (ici on se détache de la

dynamique du modeéle mais permettre cette opération est utile dans les preuves), et pour
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cela on définit s — 1 =0 et 5-5 = 5. Les topplings légaux sont également acceptables. Si
n(x) = 0, toppling le site = n’est pas acceptable.

Soit Z = (Tx’j)xezdd-eN un champ d’instructions fixé, i.e. pour tout x et j, 7%7 est
égal & 7,5 ou T, pour un certain y. soit h € (No)zd. Le champ h est appelé odométre
et permet de compter le nombre de topplings appliqués a chaque site. L’opération de
toppling au site = est définie par ®,(n, h) = (7% *1y h 4 §,). Etant donnée une suite
finie a = (x1,...,x), on définit &, = &, o P,, , 0--- 0P, . On dit que « est une suite
de topplings légale ou acceptable pour (n, h) si, pour tout j = 1,...,k, ®, est légale ou
acceptable pour <I>x17,_,’zj71(17, h).

Etant donné V' C Z¢, on dit que (1, h) est stable dans V si tout € V est stable
pour 1. On dit que « est contenu dans V si z1,...,z, € V. On dit que « stabilise (n, h)
dans V si « est acceptable pour (n,h) et ®,(n, h) est stable dans V. Soit m, donné par
Mo () = 32 Ligy=a}, VT € Z4. On écrit mg < my si ma(x) < ma(z) pour tout z € Z4 et
la méme chose pour 1 < 7). Les lemmes suivants sont démontrés, par exemple, dans [118].

LEMME 52 (Abélianité locale). Si a et § sont des suites acceptables de topplings pour
la configuration (n,h), telles que mqo = mg, alors @ (n, h) = Pg(n, h).

Etant donné V C Z¢, pour tout = € Z%, on définit
my,n(z) = sup{mg(z) : f C V est une suite légale pour (n,h)}.

Remarquons que my,, () = sup{my, n(x) : V' C V fini} et définissons m,,; = mya, .

LEMME 53 (Principe de moindre action). Si « est une suite acceptable de topplings
qui stabilise (n, h) dans V', alors myyp < mq.

Remarquons que dans le lemme ci-dessus, la suite a n’a ni besoin d’étre 1égale ni
contenue dans V. Ce lemme est extrémement utile car il permet de choisir une suite
de topplings arrangeante et méme de réveiller certaines particules si on le souhaite, et

I'odometre obtenu alors fournit une borne supérieure pour le vrai champ my,, .

LEMME 54 (Abélianité globale). Si « et f sont deux suites légales de topplings pour
(n,h), qui sont contenues dans V' et stabilisent (n,h) dans V', alors mq = mg = my,, 4.
En particulier, ®o(n, h) = ®g(n, h).

LEMME 55 (Monotonicité). Si V C V et n <1, alors my, p < My & -

DEFINITION 56. Une configuration 7 est dite stabilisable en partant de I’'odometre h si
myp(z) < co pour tout x € Z%, et est dite ezplosive si m, ,(z) = co pour tout z € Z%. 11
se peut qu’on ait besoin d’'indiquer explicitement le champ d’instructions Z avec lequel on
travaille ; par exemple, on dira que 7 est Z-stabilisable si m, p.7(x) < co pour tout x € 74,
La lettre h pourra étre omise dans les notations lorsque h est identiquement nul.
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2.3. Stabilisation et fixation. Les propriétés précédentes sont vraies pour tout
champ d’instructions Z fixé. A partir de maintenant, nous considérerons Z aléatoire et

distribué de la facon suivante. Pour tout & € Z? et j € N, nous choisissons 7%7 égal &

p(y—=)
1+

les x et les j. Supposons aussi que 79 € NOZd suit une loi v spatialement ergodique avec

Try avec probabilité et égal a 7,5 avec probabilité 1%\, indépendamment pour tous
une densité finie E,[ny(0)] < oo et indépendante de Z. On utilisera alors le lemme crucial
suivant, prouvé dans [119].

LEMME 57 (Rolla et Sidoravicius, [119]). P(fization pour (n:)i=0) = P(no stabilisable) =
P(my,(0) < 00) =0 ou 1.

3. Idée de la preuve

Dans cette section, on énonce un théoreme équivalent au Théoreme 51, dont on donnera
une idée de la preuve en trois étapes : on couple la configuration initiale avec une autre
de densité supérieure, puis on stabilise cette configuration obtenue apres couplage et enfin
on stabilise la configuration initiale.

THEOREME 58 ([A11]). Soient d, X et p(-) donnés. Soient vy et vy deux lois spatia-
lement ergodiques sur (No)Zd, de densités respectives (1 < (a. Si la ARW se fize presque-
surement avec loi initiale vo, alors la ARW se fize aussi presque-sirement avec loi initiale

148

Etape 1 : On définit récursivement (Ag, nk, hi) de la fagon suivante. On commence par
définir
A ={z :mp_1(xz) > &o(2)},

dont on considére une énumération arbitraire Ay = {z¥, 25,25, ...}. On pose alors
(77k7 h’k) = hIl’l Q(xk k.. x’?)(nk—lv hk—1)7
j 1902000l

en remarquant que hy est bien défini et satisfait hy(z) = hgy—1(x) + L4, (z). Par ailleurs,
on peut également voir, en appliquant le principe de transport de masse, que 7 est bien
défini et presque-siirement fini. On va alors utiliser le lemme suivant pour montrer que

(1 < ¢o implique que h{(o) := limy hg(0) < +00, presque-siirement.
LeEMME 59. P(limy, h(0) = +00) > 0= (1 > (a.

Pour démontrer ce lemme, on reprend d’abord la preuve de [119, Lemme 4], pour mon-
trer, via un argument d’ergodicité, que P(limy hy(0) = +00) € {0,1}. Ainsi P(limy hx(0) =
+00) > 0 implique P(limsup;{o € Ax}) = 1. On remarque ensuite que, si 0 € Ay,, alors
Mieo—1(0) > &o(0) et que donc, par définition des Ay, on a n,(0) > &(0), pour tout k > k.
On déduit de ce dernier point que

Lim inf {|7x () | = f[€o(0)]]-
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Par ailleurs, le principe de transport de masse implique
Ellnr(0)ll = Ellmk—1(0)|| = -+ - = Ellno(o)[| = ¢1.-
En combinant les deux derniers résultats et en appliquant le lemme de Fatou, on obtient

G = liminf Bl (o) > Elim it 1(0)]| > Elléo(0)]] = Gz,

ce qui conclut la preuve du Lemme 59.

Grace au lemme précédent, on sait donc que (i < (o implique hg(o0) := limy hi(0) <
+00, presque-sirement. Or comme 7;(0) ne décroit que quand o € Ay, i.e. quand hg(o)
croit, il s’avere que (nx(0))g est p.s. décroissante a partir d’un certain rang, et converge
donc p.s. Par définition des Ay, sa limite, notée n(0), satisfait ny(0) < &y(o). Finalement
un argument d’invariance par translation nous permet de conclure qu’il existe (n;, hy) telle
que presque-siirement

no(x) < &o(z) et hi(z) < oo, Vo e Z%

Etape 2 : Soit Z le champ d’instructions défini par
7o = poho@+ yrezd vieN

Comme 7 est un champ i.i.d. de méme loi que Z, on a P(& est f—stabilisable) = 1. Alors un
argument de monotonicité (on a vu que 75 < &) implique que P(1}) est Z-stabilisable) > 1.
Il existe donc presque-stirement A} tel que, pour tout V' C Z fini et tout = € Z9,

mV,né;f(x) < hll(x) < o0.

Etape 3 : Il suffit de sommer les deux odométres (obtenus aux Etapes 1 et 2) pour
conclure que my,.z(z) < hj(z) + hi(z) < oo, pour tout = € Z? et terminer la preuve du
Théoreme 58.

4. Projets

Avec L. T. Rolla, nous projetons d’étendre ce résultat au cas ou les particules endor-
mies sont autorisées. Au-dela d”étre intéressant en soi, ce résultat serait probablement
une nouvelle étape importante pour prouver la fameuse conjecture des physicens, dite de
densité.

Je souhaite également utiliser la propriété d’abélianité du modeéle et la représentation
par sites pour étudier la distribution de la géométrie de I’ensemble des particules apres
stabilisation (dans le régime ou elle a lieu) en fonction de la loi de la configuration initiale.
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