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CORRECTION DE LA FEUILLE N° 3

Exercice 1. Loi exponentielle

1. On vérifie pour X ~ () que

BIX) =Bl = [ o =1 [T uetu= 11 = 5 < oo
0 AJo A A

On obtient donc par la loi forte des grands nombres que X,, — E[X] = 1/) p.s. La convergence

presque siire implique la convergence en probabilité, X, P /A. On introduit la fonction g(x) =
1/x qui est continue sur (0,00). Or, X,, > 0 p.s. et A > 0. Alors, par le théoréme de continuité,

= =\ P
1/ Xp = g(Xn) — g(1/A) = .
Rappel : La fonction Gamma I' est définie pour tout ¢ > 0 par
o
I'(¢) :/ ule T du .
0

Elle vérifie I'(1) = 1 et I'(1/2) = /7. En plus, I'(¢t + 1) = ¢I'(¢) pour tout ¢t > 1 et I'(n + 1) = n! pour
tout n € N.

2. On vérifie pour X ~ E(\) que

°° I r 2l 2
E[X? = / 22 he ™ Mdr = —/ ule Udu = L) -2 -2 5.
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Le théoréme central limite implique

- - 1 L 2 1 1
V(R —E[X)]) = A (Xn _ X) £, N(0, Var(X)) = N (o, - p> _N (o, p> .
La fonction g(x) = 1/z est continfiment dérivable sur (0,00) avec ¢'(x) = —1/x2 et en particulier

g (1/A) = =A% # 0. On obtient par la delta-méthode :
V(L Ko = A) = Viag(Xa) — 9(1/A) S5 N0, (¢/(1/7))2Var(X)) = N (0,22) .
3. De la question précédente, on déduit que
VINX, — 1) = Va(A X, — 1) =5 N (0,1) .

Notons par qu le quantile d’ordre v de la loi normale standard N (0,1), i.e. P(Z < q,lf) = pour
Z ~ N(0,1). Pour tout 71 < 72, on a par la convergence en loi

lim P(vVa(AX, —1) € [g). &) =P(Z € [g}.d]) = —n -

n—aoo

De plus, on a
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Donc, pour tout 0 < 1 < 72 < 1 tels que v —v1 = 1 — «, Uintervalle [ } est un

intervalle de confiance asymptotique pour A de niveau 1 — .

En général, on cherche des intervalles courts. Il est donc optimal de choisir les quantiles q,l;ll et

quz tels que la différence quz — qul soit minimale (sous la contrainte v9 —v; = 1 — ). Comme
la loi normale standard est centrée et unimodale, ce minimum est atteint pour v, = «/2 et

Y2 =1—a/2

Exercice 2. Loi de Poisson

1. On rappelle, pour X ~ P(A), A >0, on a
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et

21 _ AN W o) _ 32
E[X]_ZkH Zk Zk+1 i _)\IE[X]Jr/\—)\ +X.
k=0 k=0
Done, Var(X) = A > 0. On constate que 'estimateur X,, est sans biais, car E[X,,] = 1 3"  E[X;] =

A. Il est consistant en vertu de la LFGN : X,, — E[X1] = A p.s.. Enfin, X, est asymptothuement
normal par le TCL :

VX, = A) = Va(X, — E[X31]) 55 N(0, Var(X1)) = N(0,A) .
2. (i) En utilisant la question 1 et le lemme de Slutsky, on obtient

X, — A _ X, — A VAN r
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(ii) D’apreés la delta méthode, pour toute fonction g continiiment dérivable sur R4, on a
> L
Vi (9(Xn) = g(N) = N (0, (¢'(N)*Var(X)) .
Nous cherchons donc une fonction g telle que la variance limite vaut 1. Ce qui veut dire
(¢'(\)*Var(X) =14 (V) = <.

On peut alors choisir g(u) = 2v/u avec dérivée ¢'(u) = 1/4/u et on obtient

ﬁ(Q\/X_n—m/X)) iu\/(o, <%>2A> — N(0,1) .

3. Notons par ¢ une variable aléatoire de loi normale A(0,1). Notons par qffv le quantile d’ordre
v € [0,1] de la loi normale N'(0,1). En utilisant le résultat de la question €) (i), on obtient

l—a= ]P(C S [qo]>f/27qiv—a/2])
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On a montré que Z; = [Xn — %q{\f_a/? X, — %qﬁfﬂ} est un intervalle de confiance asymp-
totique pour A de niveau 1 — a. Pour les cas (ii) on obtient
N N
l—a= P(< € [QQ/27 Q1—a/2])

= lim P (2vn (VX0 = V) € [0, il o ]
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Donc, 7, = [(\/Xn — ﬁq{\f_aﬁ) , (\/Xn — ﬁqﬁf/z) } est un troisiéme intervalle de confiance

asymptotique.
Pour comparer ces intervalles de confiance asymptotiques, on compare les longueurs d’intervalles.
En utilisant g,/2 = —¢1_q/2, on obtient les longueurs suivantes
5 Xn n Xn n / Xn w
UTh) = Xn — ana/g - Xn+ anl_a/g =2 anl_a/g
1 2 1 2
v N v N
U(Iy) = (V Xn + mfh_a/z) - <V Xn — m‘h_ap)
Xn N
=2 5 hi—ay2

Les intervalles Z; et Zo ont la méme longueur. On ne sait alors pas quel intervalles est & privilégier.

Exercice 3. Premier exemple de test
1. Vu que les intervalles [0, 1] et [2, 3] sont disjoints, le test le plus naturel consiste a accepter Hy si
la valeur observée X appartient a [0, 1] et accepter Hy dans le cas contraire.
L’erreur de premiére espéce est alors la probabilité de rejeter Hy alors qu’elle était vraie :

Pyio,(X € [0,1]) = 0.

De la méme fagon, on vérifie que lerreur de second espéce est également nulle. C’est donc un
test idéal, car la probabilité de commettre une erreur est nulle.

2. Maintenant les intervalles de support des deux lois en question ne sont plus disjoints. On obtient
pour le risque de premiére espéce

l1—c ,sicel0,1
Pyo,y(R) = Pypo,y(X > ¢) = { 0 sic >[1 |

et pour le risque de second espéce

. 0  sicel0,0.5
]PU[O.S,Q](R ) = ]P)U[O.572}(X < C) = { 2 (C o %) sice {05 2} .
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A Topposé de la question précédente, ce test n’est pas idéal quelque soit la valeur de ¢, car on
n’arrive pas & minimiser les deux risque simultanément.
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Exercice 4. Test sur la moyenne

1. On veut tester des hypothéses portant sur la moyenne p de la loi normale. On sait qu’'un bon
estimateur de p est donné par la moyenne empirique X. Or, puisque m < 0, il est naturel de
rejeter Hg lorsque cet estimateur de p prend des valeurs suffisamment petit. Autrement dit, il
est naturel de considérer la région de critique

R={(z1,...,z,) : T < ¢},

pour une constante ¢ (que 'on choisit en sorte que le test soit de niveau «).

2. La puissance de ce test est définie par
Tn(m) =P (Re) = P (X < n~Y2¢N) .
Sous Hy on a X ~ N(m,2), et donc y/n(X —m) ~ N (0,1). Donc

n(m) =Py, (X < n_1/2qév) =P, (VA(X —m) < g — vnm) = (¢} — v/nm) .

On remarque que la fonction de puissance m +— m,(m) est décroissante en m (puisque @ est
croissante). Le test est alors plus puissant, quand m est loin de 0 (la moyenne de I’hypothése
nulle). Autrement dit, plus les moyennes qu’on compare sont séparées, plus le test est puissant.

On a évidemment pour tout m < 0

. T N _ _
lim 7,(m) = nh_r}{.lo (g, — /nm) tlig‘lo o(t)=1.

n—oo

On en déduit que le test est consistant pour tout m < 0.

De plus, on a m,(0) = « pour tout n. On voit alors que (), converge simplement vers la
fonction 1)_, of + @do. (La fonction limite n’étant pas continue alors que les 7, le sont, on en
déduit que la convergence n’est pas uniforme (théoréme de Dini).)

3. Posons 7, (y) = mp(—Cn~7). En substituant m par —Cn~7 dans l'expression de la puissance de
la question précédente, on obtient

Fn(y) = ®(g) +Cn'/*77).

Siy = 1/2, on a 7,(y) = (¢l + C) pour tout n. Si v > 1/2, alors n'/2=7 — 0 et donc
Tn(y) = ®(¢Y) = a. Siy < 1/2, alors n'/?77 — 400 et donc 7, (y) — ®(¢Y + 00) = 1. En

conclusion,
a , sy >1/2
lim 7,(y) =< @Y +0C) ,siy=1/2
e 1 L siy<1/2.

On voit que pour v > 1/2 ce test n’est pas consistant (7, - 1). Ceci implique qu’on ne peut pas
distinguer 'alternative de 'hypothése si elles sont "trop proches".

Exercice 5. Controle de qualité au supermarché

(1) On a déja vu que dans le cas d'un échantillon de loi normale, X est un bon estimateur de la
moyenne ;. Comme X est proche de p (pour n suffisamment grand), on décide de rejeter ’hypothése
Hy : 1 = 500 si la moyenne empirique X est significativement différente de 500. Cela nous conduit
a la région de rejet
R={(z1,...,2,) : |T — 500 > ¢} .

Afin d’évaluer le risque de premiére espéce de ce test, il faut considérer la loi de la statistique
|X —500]. En effet, X ~ N (,u, 02/n). Le souci est que le paramétre o2 est inconnue. On veut alors
le remplacer par un estimateur de la variance, notamment par s2. Or, dans le cas gaussien, on sait
que

Z:@(X_M)NN(O71)7 V:—NXTL—I et XJ.L32.
g g



Il en résulte que

T= = SO (1)

ou t,—1 désigne la loi de Student & n — 1 = 15 degrés de liberté.
On obtient alors

a = supP,—500,0(R) = supP,—500,s (|Xn — 500 > c) (2)
o>0 o>0
n —1(X,, — 500 Vn —1c
= sup Pu=500,0 (‘ (Xn ) ‘ > > (3)
o>0 S S

vn—1lc R
= sup ]:P)“:50070' <|T| > — oud ~t,_q (4)
a>0 S
vn—1
= sup 2P,—s500,0 (T > u) par symétrie de la loi ¢,,_1 (5)
a>0 S

= sup [1 —2F

s [1-2m, (V)
el

S

Notons q1—a/2(tn—l) le quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi de Student & n — 1 degrés de liberté. On

en déduit la constante ¢ d’'un test de taille « :

(x/n - 1c> vn—1lc PR 5q1—a/2(tn-1)
— —

Pour notre échantillon on a n = 16, X = 493.29 et s = 12.82. Le seuil critique a* est la plus petite
valeur de « telle qu’on rejette Hy, plus précisément,

- Sq—/2(tn-1) vn — 1|z — 500
(x1,...,2,) € R<= |z —500| > 1\/% = ‘s ‘>Q1—a/2 (8)
v — 117 —
<:>En1< n ’: 500‘>>1—a/2 (9)
Jvn—1lz —
<:>oz>2<1—Ftn1< n ’: 500‘)). (10)

On en déduit le seuil critique

o =9 <1 R <\/n — 1|z — 500

S

>> = 2(1 — F,,(2.03)) ~ 0.06 .

En conclusion, si I'on s’autorise un risque d’erreur de premicre espéce égal a 5%, la différence
constatée entre X = 493.29 et o = 500 ne permet pas d’affirmer que 'hypothése p = pg est
fausse. On conserve alors ’hypothése Hy (de justesse).

(2) La région de rejet pour ce test est
R={(z1,...,zp): T < c}.

On cherche ¢ tel que

a= sup P,,(R)= sup P,, (X < c) = sup P,, (T <
11>500,0>0 1>500,0>0 1>500,0>0

\/m(c—u)> 7

S



ou T ~ t,_1 en vertu de (l). On obtient alors

Vi =1(e— u)>

a= sup Ftn1<
s

1>500,0>0

Jvn—1(c —
= sup Fi, _, <w> ne dépend pas de o
1>500 S
vn —1(c — 500
=F, < n -l )> sup atteint en p = 500 car décroissant en i .
s
La constante ¢ vérifie alors
vn — 1(c — 500) (tn-1)s

o
= th—1) < c=500 + —/—— .
p Galtnn) & € =500+ =00=

Le seulil critique a* est la plus petite valeur de « telle que

QQ(tn—l)S

vn—1
— Vn — 1(833 — 500) < qaltn_1)
Vvn—1(z — 500)> ca

S

(x1,...,2n) € R <= T < 500 +

< Ftn,1 (

On en déduit le seuil critique

o = F (x/n — 1(z — 500)

S

) = F,,, (—2.02) ~ 0.03

quand n = 16, T = 493.29 et s = 12.82. Le seuil critique o* étant inférieur au niveau de 5%, on
rejette ’hypothése Hy.
La conclusion du test de la Question 1) était de conserver Hy : u = 500, et celui-ci conclut

1 < 500. Souvenons-nous que conserver une hypothése nulle signifie juste que nous ne n’avons pas
pu la rejeter (au vu des données).



