MASTER 1 — MATHEMATIQUES ET APPLICATIONS

STATISTIQUE COMPUTATIONNELLE

TABEA REBAFKA

MU4MAOQO74 — PARTIE 11

SORBONNE UNIVERSITE
2022



TABLE DES MATIERES

[1 Introduction a la statistique| 1
[1.1  Estimation ponctuelle] . . . . . .. .. ... oo oo 4
[LI1 Maximum de vraisemblancel . . . . .. .. ... ... 4
[1.1.2  Meéthode de substitution ou de plug-in| . . . . . . . . ... ... ... 7

1.2 Proprietés d'un estimateur|. . . . . . . . ..o oL 10
21 Consistance . . . . . . . .« 10
[1.2.2  Risque quadratique ou erreur quadratique moyenne|. . . . . . . . . . 11
[1.2.3 A propos de TEMV| . . . . . .. ... . ... 12

[1.3  Optimisation d’une fonction| . . . . . . . ... .. ... ... ... ... ... 13
[1.3.1 Rappel : Techniques d’optimisation classiques| . . . . . . .. ... .. 13
[1.3.2  Meéthode de Newton-Raphson| . . . . . . ... ... ... ... .... 15

[L4 Tntervalle de confiancel . . . . . . ... ... ..o Lo 19
41 Deéfinitionl . . . . . . . . . 20
4.2 Construction diintervalle de confiancel . . . . . .. .. ... ... .. 21

23
2.1  Exemple introductiff . . . . . ... ... 23
[2.1.1 Risque quadratique par Monte-Carlo| . . . . . . . ... ... .. ... 24
[2.1.2  Risque quadratique par le Bootstrap| . . . . . .. ... ... ... .. 26

2.2 Le principe du bootstrap|. . . . . . . . . ... oo 29
21 Frreursd . . . . ... 34
[2.2.2  Analyse de la moyenne empirique]. . . . . . ... ..o 35

[2.3  Intervalles de confiance par le bootstrap| . . . . . . .. ... ... ... ... 38
[2.3.1 Approximation normale| . . . . . ... ... oL 38
[2.3.2  Intervalle bootstrap de base| . . . . . . . . . ... ... ... .. ... 39
[2.3.3  Intervalle bootstrap studentis¢ . . . .. .. ... ... ... ... .. 41
[2.3.4  Intervalle bootstrap par transtormation du parametre| . . . . .. .. 44
[2.3.5 Meéthodes des percentiles| . . . . ... ... ... L. 46

[2.3.6  Comparaison de différents intervalles bootstrap| . . . . . . . . .. .. 49




[ Modéles de mélange] 51

[3.1 Rappel : Loi conditionnelle, . . . . ... ... .. ... ... ... ...... 51
3.2 Modeles de mélange] . . . . . ..o 53
[3.2.1 Exemple : Longueurs des ailes de passereaux| . . .. ... ... ... 53
[3.2.2  Exemple : Taux de chlorure dans lesangf. . . . . . . ... ... ... 54
[3.2.3  Définition d’un modele de mélange] . . . . . . . . ... 55
[3.2.4  Simulation d’'un mélange|. . . . . . . ... Lo 57
[3.2.5  Nouvelles classes de lois de probabilitel . . . . . . ... ... ... .. 58
[3.2.6  Identifiabilitel . . . . . . . ... oo 63
[3.2.7  Estimation de parametres| . . . . .. ... oo oo 64
3.2.8  Modeles a variables latentes| . . . . ... ... .. ... .0 L. 65
3.3 Algorithme EM| . . . . . . . . .. 65
13.3.1 Contexte d’application| . . . . . . ... ... ... ... ........ 65
3.3.2  L’algorithme EM| . . . . . . ... ... ... ... ... ... ..., 66
[3.3.3  Propriétés de l'algorithme EM| . . . . .. ... .00 66
[3.3.4  Aspects pratiques|. . . . . . ... L. Lo 68
[3.3.5  Exemple : Mélange gaussien|. . . . . . . . .. ... L. 68

[3.4.1 Approche bayésienne|. . . . . . ... Lo 72
[3.4.2  Rappel : Metropolis-Hastings| . . . . .. ... ... ... ....... 75
3.4.3  Echantillonneur de Gibbs . . . .. ... ... 75
|3.4.4 Echantillonneur de Gibbs pour le modele de mélangel ......... 76
[3.4.5 Aspects de mise en oeuvre| . . . ... L. Lo L o 81

[3.5

Comparaison de Gibbs et EM pour mélanges . . . . . ... ... ... ... 83




CHAPITRE 1

INTRODUCTION A LA STATISTIQUE

Dans ce chapitre nous donnons une introduction rapide a la statistique en présentant
I’approche générale et des notions et méthodes fondamentales de la statistique. Pour une
introduction plus compléte nous référons au polycopié de Guyader| (2017) ou aux livres
de statistique de |Lejeune| (2004) ou de Rivoirard and Stoltz (2012). Une présentation des
outils de base de la statistique descriptive se trouve dans le polycopié de Rebatkal (2017)).
Une bonne référence pour le logiciel R est le livre de Lafaye de Micheaux et al.| (2010))

L’objet principal de la statistique sont des données ou observations. Les données sont
issues de domaines tres variés comme la médecine, ’économie, la sociologie, I'ingénierie,
I’astrophysique, 'internet etc. L’objectif des statisticien-nes est d’extraire des informations
utiles des données, les analyser et interpréter pour des objectifs concrets comme le controle
de qualité, ’aide & la décision ou la prédiction.

Depuis quelques années, le terme statisticien-ne est remplacé par celui du data scientist.
La science des données est bien I'analyse et l'extraction utile de données ainsi que la
prédiction. La science des données se confond également avec 1’apprentissage statistique
(le machine learning en anglais) et Iintelligence artificielle. Dans toutes ces disciplines,
trés a la mode, dont les frontieres sont difficiles & définir, une grande partie des méthodes
et approches reposent sur des techniques statistiques.

L’approche statistique consiste a se donner un cadre mathématique, dans lequel la variabi-
lité dans les données est expliquée par ’aléa. On adopte donc une modélisation probabiliste
des données. On souligne qu’il n’est pas indispensable que le phénomeéne observé soit vrai-
ment de nature aléatoire, c’est-a-dire les données soient issue d’une expérience ou intervient
le hasard. La modélisation probabiliste n’est que le moyen pour prendre en compte la va-
riabilité dans les données, et on doit toujours justifier et critiquer le choix d’un modele.
Par ailleurs, il est clair que tout modele est faux, car il ne peut étre qu’une approximation
de la réalité. Néanmoins, on espere que le modele choisi est approprié pour apporter des
réponses en vue des objectifs concrets de ’application.

Plus précisément, notons x = (x1,...,x,) les observations ou le jeu de données, qui est
typiquement une série de valeurs numériques. En statistique, on considere x comme la
réalisation d’une variable aléatoire X de loi P, qui est une loi de probabilité inconnue.

On peut décrire la démarche statistique par trois étapes.

1. Introduction d’un modéle statistique. Grace a la connaissance a priori du phéno-
mene observé et a ’aide des outils de la statistique descriptive (histogrammes, QQ-
plot,...), le statisticien choisit ce qu’on appelle un modéle statistique : la donnée
d’une famille de lois de probabilité P considérée comme une famille de lois candi-
dates pour P. Voir le polycopié de Rebatka (2017)) pour une présentation des outils
classiques de la statistique descriptive.



TABLE 1.1 — Nombre de lynx attrapés par an au Canada entre 1821 et 1934. Source : R
package datasets.
1821 1822 1823 1824 1825 1826 1827 1828 1829 1830 1831 1832 1833 1834
269 321 585 871 1475 2821 3928 5943 4950 2577 523 98 184 279

1836 1837 1838 1839 1840 1841 1842 1843 1844 1845 1846 1847 1848 1849
2285 2685 3409 1824 409 151 45 68 213 546 1033 2129 2536 957

1851 1852 1853 1854 1855 1856 1857 1858 1859 1860 1861 1862 1863 1864
377 225 360 731 1638 2725 2871 2119 684 299 236 245 552 1623

1866 1867 1868 1869 1870 1871 1872 1873 1874 1875 1876 1877 1878 1879
6721 4254 687 255 473 358 784 1594 1676 2251 1426 756 299 201

1881 1882 1883 1884 1885 1886 1887 1888 1889 1890 1891 1892 1893 1894
469 736 2042 2811 4431 2511 389 73 39 49 59 188 377 1292

1896 1897 1898 1899 1900 1901 1902 1903 1904 1905 1906 1907 1908 1909
3495 587 105 153 387 758 1307 3465 6991 6313 3794 1836 345 382

1911 1912 1913 1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923 1924
1388 2713 3800 3091 2985 3790 674 81 80 108 229 399 1132 2432

1926 1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933 1934
2935 1537 529 485 662 1000 1590 2657 3396

Il est courant, et utile, de paramétrer cette famille de lois : on écrit P = {Py,0 € ©}.
Il existe alors un parametre 6y € © tel que P = Py,. On dit que 0y est la vraie valeur
du parameétre 6.

2. Estimation de parameétre. Fn utilisant les données x, on cherche a déterminer la loi

Py, des données, ce qui revient a estimer le parametre . Différentes méthodes d’es-
timation de parametre existent dans la littérature, comme ’approche de maximum
de vraisemblance, la méthode des moments ou la méthode de substitution. On note
typiquement 6 un estimateur de 6.
Nous insistons sur le fait que le parametre 8y est inconnu alors que ’ensemble ©
des parametres possibles est connu, car la famille de lois {Pg,0 € O} est connue.
La démarche statistique consiste a extraire de 'information sur le parametre 6y en
s’appuyant sur 'observation x; on parle d’inférence et de statistique inférentielle.

3. Interprétation. Enfin, il est question d’interpréter les résultats et de faire des conclu-
sions du fait qu’on estime la loi P des données par une loi P; € P. On peut quantifier
I'incertitude de I'estimation de 6 par des intervalles de confiance, effectuer des tests
statistiques pour répondre a des questions d’intérét pratique ou faire de la prédiction.

EXEMPLE. DONNEES LYNX.

Le package datasets de R contient un jeu de données sur le nombre de lynx attrapés par
an au Canada entre 1821 et 1934. La Table montre le tableau des données, et son
histogramme est donné dans la Figure a). Quel modele statistique choisir pour ces
données ? La forme de I’histogramme a une tendance décroissante, les valeurs des observa-
tions sont toutes positives, cela nous fait penser & une loi exponentielle. Supposons donc
que les observations (z1,...,x,) avec n = 114 sont la réalisations de variables aléatoires
X1,...,X, indépendantes de loi exponentielle £(0) avec § > 0 inconnu.

Comment estimer 6?7 Une approche courante, dite méthode des moments, pour des ob-
servations i.i.d. consiste a utiliser les moments de la loi des observations pour identifier la
valeur du parametre. Plus précisément, ici on a Ey[X] = % pour X ~ &£(0) et pour tout
6 > 0. Par ailleurs, par la loi des grands nombres, on a X,, := %Z?:l X; ~ Ey[X;] pour
n assez grand. La méthode des moments consiste a poser 1'équation X,, = Eg[X1], dont la
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FIGURE 1.1 — Histogramme a) et QQ-plot b) pour les données des nombres de lynx

~

attrapés par an au Canada de 1821 a 1934. Comparaison a la loi exponentielle £(0) avec
# = 0.0006501876.



solution est 6§ = )—% Alors, un estimateur de 6 est donné par 6 = 1 /X,,. Pour les lynx on

trouve 6 = 0.0006501876. Donc, on modélise le nombre de lynx attrapé par an par la loi
exponentielle £(0.0006501876). La densité de cette loi est superposé a I’histogramme de la
Figure [I.1} On voit que 'approximation de I’histogramme par cette densité n’est pas mal.

Afin d’avoir plus de certitude sur le choix de la loi exponentielle £(0.0006501876) pour
les données des lynx, on peut tracer un diagramme quantile-quantile ou Q@Q-plot. Un QQ-
plot compare la loi empirique d’un jeu de données x = (z1,...,x,) & une loi théorique Fj.
C’est le nuage des points de coordonnées ((j;.‘/n, qu/On) pour j =1,...,n,ou qf/on = Fo_l(j/n)
désigne le quantile (théorique) d’ordre j/n de la loi Fj et cj;.‘/n le quantile empirique d’ordre
j/m associé a x. Plus précisément, on a cj;.‘/n = x(;) est la j-ieme statistique d’ordre associé
a x (la j-ieme plus petite valeur parmi (z1,...,x,)). L'interprétation d’'un QQ-plot est
simple : si et seulement si les points du QQ-plot s’alignent sur la premiere bissectrice, la
loi de I’échantillon x observé est la loi Fyy (pour plus de détails sur le QQ-plot voir Rebafka
(2017)). Dans notre exemple, d’apres la Figure b), on considére que l'alignement des
point sur la premiére bissectrice est plutot bon (mais pas parfait) et on conclut que la loi
exponentielle £(0.0006501876) modélise assez bien les données des lynx.

On peut pousser cette analyse plus loin en cherchant a quantifier 'incertitude de ’estima-
tion du parametre 6 de la loi exponentielle par un intervalle de confiance. Ou encore on
peut mettre en question le caractere i.i.d. des observations. En effet, les données forment
une série temporelle et donc il peut y avoir des effets de temps qui font que la loi n’est pas
la méme durant toute la période d’observation. Une idée simple serait de couper 1’échan-
tillon en deux parties, ajuster une loi exponentielle a chaque période et ensuite effectuer
un test statistique pour savoir si les deux parametres exponentiels sont identiques.

Dans ce chapitre nous présentons des notions et méthodes fondamentales de la statistique.

1.1 ESTIMATION PONCTUELLE

Tout au long de ce chapitre, nous considérons un modele statistique P = {Py, 0 € O}. Si
© C R?, autrement dit, le parametre  est un vecteur de dimension d, le modele est dit
paramétrique, a I’opposé des modeles nonparameétriques ou la dimension de 6 n’est pas finie.
Dans le cas nonparamétrique 6 est typiquement une fonction et © est un grand ensemble
de fonctions. Un exemple est 'estimation de la fonction de répartition F' sans aucune
contrainte sur le forme de la loi, et dans ce cas, un estimateur nonparamétrique est la
fonction de répartition empirique F. Dans ce cours, nous considérons surtout le probleme
d’estimation de parametre 6 de dimension finie (ou d’une quantité ¢(6) de dimension finie).

On appelle estimateur de 6 toute fonction mesurable 6 = é(X) a valeurs dans © définie
sur les données X.

1.1.1 MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Quelques cas particuliers de la méthode du maximum de vraisemblance sont connus depuis
le XVIIleme siecle, mais sa définition générale et ’argumentation de son role fondamental
en statistique sont dues & Ronald Fisher (1922).



INTUITION

Pour comprendre I'intuition de la méthode du maximum de vraisemblance (MV) considé-
rons le probleme d’une piece de monnaie et la question si cette piece est équilibrée ou pas.
Autrement dit, on veut savoir, en jouant a pile ou face, quelle est la probabilité d’obtenir
‘pile’. On modélise les sorties d’une suite de n lancées x = (z1,...,z,) par une expérience
Bernoulli, i.e. x est la réalisation d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) de v.a. X; i.i.d.
de loi Bernoulli de parametre p € (0,1) (et on identifie I’événement ‘pile’ avec 1, et ‘face’
avec 0). Si la piece de monnaie est équilibrée p vaut 1/2.

L’approche de MV consiste a étudier la fonction de vraisemblance £(x;p) définie par
p— L(x;p) =P (X1 =21,..., Xy =2,) = HIP’p(Xi =),

ou la notation P, signifie que les v.a. X; suivent la loi Bernoulli de parametre p.

Notons que L£(x;p) correspond & la probabilité d’obtenir la suite x lorsque la vraie valeur
du parametre de la loi de Bernoulli est p. Or, la méthode de MV cherche la valeur de p qui
maximise cette probabilité. Autrement dit, on cherche le parameétre qui rend cette suite
d’observations le plus vraisemblable.

Soyons encore plus concret. Supposons que l'on observe x = (1,1,1,1,0,1,1,1). Clai-
rement, avec une piece équilibrée, il est trés peu probable d’obtenir la suite observée
(méme s’il n’est pas impossible). En revanche, avec une piece fortement déséquilibrée, il
est bien plus vraisemblable d’observer cette suite de valeur. En fait, pour cet exemple, on
a L(x;p) = p'(1 —p) et on montre facilement que cette fonction est maximale en p = 7/8.
Donc, c’est avec une piece de monnaie dont la probabilité d’observer pile est de 7/8, qu'on
a la plus de chance d’obtenir la suite x = (1,1,1,1,0,1,1,1). La méthode de MV propose
de considérer pMV = 7/8 comme estimateur de p.

LA METHODE EN GENERAL

Considérons un modele statistique {Py, € O}, on © C R? et un échantillon x =
(x1,...,xy) de loi Py,. Supposons que le modele soit dominée par une mesure p, et notons
Py = (ﬁ% la densité de Py par rapport a u. Le plus souvent, la mesure dominante p est soit

la mesure de Lebesgue et on note fy = pg = %, soit une mesure de comptage auquel cas
on a py(x) = Pp(X = x).

Définissons la fonction de vraisemblance de x par
0 — L(x;0) = po(x).

Si x est un échantillon ii.d. de densité py,, alors L£(x;60) = []_, po(z;). Dans le cas
i.i.d. continu, on a L(x;60) = [[;=, fo(xi), et dans le cas i.i.d. discret, on a L(x;6) =
[y Po(X; = i)

On appelle estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) du parametre 6y dans le
modele statistique {Pp, 6 € O} toute statistique 6" € O telle que

L(x; M) = max L(x; 0). (1.1)
0cO
Autrement dit, oMV est tel que
oMV = arg max L(x;0).

0cO



L’EMYV peut ne pas exister, car le probleme de maximisation (1.1) n’admet pas de solution
(dans ©). Ou encore, 'EMV existe, mais il n’est pas unique si (1.1)) admet plusieurs
solutions.

Si le support des densités  — fp(x) ne dépend pas de 6 (c’est-a-dire I'ensemble {x :
fo(z) > 0} est le méme pour tout 6§ € ©), on définit la fonction de log-vraisemblance ¢(0)
par

£(0) = log(L(x;0)).
Remarquons que

OMV — 4 ax {60

rg max £(9),

car la fonction ¢ — log(t) est strictement croissante. Par conséquent, au lieu de maximiser
la fonction de vraisemblance L£(x;6), on peut aussi bien maximiser la fonction de log-

vraisemblance £(f) pour trouver 'EMV, ce qui s’avere en général beaucoup plus facile.

Si le maximum de £(x;6) (ou de £(#)) n’est pas atteint sur la frontiere de © et si I’applica-
tion 0 — L(x;6) est différentiable, une condition nécessaire de maximum est I’annulation
du gradient :

VoL(x; e)lezéMv =0, (1.2)

ce qui représente un systeme de d équations, car 8 € R?%. De facon similaire, une condition
nécessaire de maximum de la fonction de log-vraisemblance est

VI(9) = 0. (1.3)

On appelle (1.3 'équation de vraisemblance si § € R et systéme des équations de vrai-
semblance si § € R%, d > 1.

On appelle racine de ’équation de vraisemblance (REV) dans le modele {Py, 0 € O}, avec
© € R4, toute statistique 61V3 valeurs dans © solution du systeme de d équations .
Autrement dit,

VIO = 0.
Notons qu’en résolvant le systéeme on obtient tous les maxima et tous les minima
locaux de £(-), ainsi que ses points d’inflexion. Il est clair que la REV peut ne pas exister
et, si elle existe, elle n’est pas toujours unique.

Pour que tous les EMV soient des REV et vice versa, il faut essentiellement que la fonction
¢(-) atteint son minimum global pour tous les € tels que V{(f) = 0. Cette condition est
trées restrictive : on ne peut effectivement la vérifier que si la fonction ¢ est convexe et
son minimum global n’est pas atteint sur la frontiere de ©. L’équivalence des EMV et des
REV n’a donc lieu que dans une situation tres particuliere. Il s’agit essentiellement de
deux estimateurs différents, sauf cas exceptionnel.

EXEMPLE : LOI EXPONENTIELLE

Soit x = (x1,...,zy) un échantillon i.i.d. de loi exponentielle £(#) de densité de probabilité
fo(z) = e pour = > 0 et avec § > 0 inconnu. La fonction de vraisemblance s’écrit

L(x;0) = ﬁfg(xz) = ﬁGefexi) = 0" exp {—zn:xl} .
i=1 i=1

=1

Pour la fonction de log-vraisemblance on obtient

0(0) =log(L(x;0)) = nlogh — 0> _ ;.
=1



Les dérivées sont
y n "~ ‘ " n
0) = 5 - izgl Ti, J4 (6) = _ﬁ

On observe que ¢"(0) < 0 pour tout § > 0. Donc, £(6) est strictement concave. Pour le
point critique on obtient

e'(e)_o@%_zxz_o
=1
1
“— 0= —.
Tn

Nous avons donc montré que £(#) atteint son maximum en 6 = é Donc 'EMV de 6 est

donné par 6 = fi, et cet estimateur est unique.
n

1.1.2 METHODE DE SUBSTITUTION OU DE PLUG-IN

Dans ce paragraphe, nous supposons que 1’on observe un échantillon i.i.d. x = (z1, ..., x,),
c’est-a-dire les x; sont des réalisations indépendantes d’une variable aléatoire X de loi Py
appartenant & un modele statistique {Py, 0 € ©}. Notons que nous n’avons pas fait cette
hypothese pour 'EMV.

La méthode de substitution est une approche trés générale pour estimer le parametre 6 ou
plus généralement une caractéristique ¢(0) de la loi Py. L’idée principale est d’approcher
des quantités théoriques de la loi Py par leurs équivalents empiriques observés sur les
données.

En fait, nous 'avons déja utilisée dans ’exemple sur les données des lynx pour estimer
le parametre de la loi exponentielle en utilisant son espérance. En effet, en général le
parametre 6 peut s’écrire comme une fonctionnelle de sa fonction de répartition Fy :

0 =T(Fp).
Par exemple, si X ~ £(0), alors 0 = 1/Eg[X] =1/ [ 2dF (z) = T(F).

Or, on obtient un estimateur 6 de 6 = T(F') en remplagant la loi F' par une loi approchée
F' calculée sur les données x par

0 =T(F).
Pour F on utilise la loi empirique, c’est-a-dire la fonction de répartition empirique associée
a X.
L’idée de construction de cet estimateur est appelée méthode de substitution ou principe
du plug-in : on substitue F' a F.

La fonction de répartition empirique F' (ou Fn) associée a ’échantillon x = (x1,...,2,)
est définie par

Zﬂ{ngt} i xl<t}, teR. (1.4)

Il est simple de voir que la fonction de répartition empirique F ales propriétés suivantes :
F est une fonction définie sur tout R, elle est croissante et continue a droite. Elle prend
ses valeurs dans [0, 1] et vérifie

F(t):O,Vt<min{x1,...,xn} et F(t):1,Vt>max{:v1,...,xn}.



Plus précisément, I’ est une fonction en escalier avec des sauts en x;. En fait, I’ est la
fonction de répartition d’une loi discrete. Plus précisément, soit X une variable aléatoire
de loi F', alors pour i = 1,...,n X vérifie

P(X:xi):/{ ‘}dF(u):F(:ci)— lim F(u)

ki <a} #H{krag <w} o #Hk iz = o)
B n n B n '

Si les valeurs des observations sont deux a deux distinctes (x; # x; pour tout i # j), alors
P(X = xz) =

et F' est la loi uniforme (discrete) sur {z1,...,2,}.

Lorsque les z; sont des réalisations i.i.d. de loi F, la fonction de répartition empirique F},
donne une approximation de F'. On appelle F' la loi empirique des observations x.

Théoreme 1. Soient X1, Xo,... une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi F et Fn la
fonction de répartition empirique associée a (Xq,...,X,).

(i) nF,(t) ~ Bin(n, F(t)).

(i) F,(t) — F(t) p.s. lorsque n — co pour tout t € R.
(iii) /n(Ea(t) — F(t)) - N(0, F(t)(1 — F(1))) lorsque n — .

(iv) (Théroéme de Glivenko-Cantelli) E, converge uniformément presque strement vers
F, c’est-a-dire

[P = Flloo := sup {|Fn(t) _F(t)|,te ]R} 3 0ps., 71— oo

Démonstration. (i) Notons Y; = 1{X; < t}. Les Y; sont i.i.d., car les X; le sont. Comme
Y; prend ses valeurs dans {AO, 1}, Y; suit la loi de Bernoulli de parametre P(Y; = 1) =
P(X; <t)=F(t). Dou nFy,(t) = >, Y; ~ Bin(n, F(t)).

(i4) Par la loi forte des grands nombres, Fj,(t) = LS Y, — E[Y3] = F(t) p.s. lorsque
n — oo.

(13i) D’apres le théoreme central limite, quand n — oo,
. 1 &
Vi(F,(t)—F(t) = vn <n > Vi ]E[Y1]> -5 N(0, Var(1)) = N0, F(t)(1-F(1))).
i=1

(7v) Montrons d’abord le théoreme de Glivenko-Cantelli dans le cas particulier ou F' est
continue. Soit 0 < € < 1. Il existe une partition —oco =ty < t1 < --- < t, = oo telle
que F(t;) — F(tj—1) < € pour tout j = 1,...,k. Par (i) on obtient la convergence
uniforme sur un nombre fini de points, a savoir

sup {|Fn(t) — F(t)|,t € {tl,...,tk_l}} — 0 p.s., m— o0.

Or, pour tout ¢ € [tj_1,t;], on a
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FIGURE 1.2 — Fonction de répartition empirique des données des lynx en comparaison
avec la fonction de répartition de la loi exponentielle £(6) avec § = 0.0006501876.

Donc,
1B = Flloo = sup {|Fu(t) = F()],¢ € R}

< sup {|Fn(t) _F(t)|,t e {tl,...,tk,l}} te

On en déduit que limsup,,_,, [|Fr — Flloo < € p.s. Ceci est vrai pour tout & > 0, ce
qui implique le résultat.

Pour le cas général ou F' n’est pas nécessairement continue, on fixe & nouveau e €
(0,1), et on note s1 < s3 < - -+ < sx les points ou F fait un saut de taille plus grande
que ¢, c’est-a-dire tels que F'(s;) — F(s;—) > ¢ (il n’y en a qu’un nombre fini K < 1/¢
puisque F' est croissante et a valeur dans [0,1]). On décompose ensuite chacun des
intervalles [s;, sit1[ens; =t;1 < ...tin, < sit1 de telle sorte que F'(t; j41) — F(t;) <
e pour tout j € {1,...,n; — 1} et que F(sjy1—) — F(tin;) < €. On renumerote
71 < ... 7T)n 'ensemble des (ti,j)m. Le reste de la démonstration est ensuite similaire :
la convergence ponctuelle en les 7; implique que lim sup,,_, ., ||Fn — Flloc <€ p.s.

O]

En effet, sous des hypotheses assez générales sur la fonctionnelle T',

~

T(F,) — T(Fp) p.s., quand n — oo,

ce qui justifie 'application de la méthode de substitution.

La Figure montre la fonction de répartition empirique des données des lynx en compa-
raison avec la fonction de répartition de la loi exponentielle £(0) avec § = 0.0006501876.
L’ajustement des deux courbes indique une grande similarité des deux lois.

EXEMPLE : METHODE DE SUBSTITUTION.

Soit x = (z1,...,%,) la réalisation d’un vecteur aléatoire X = (X,...,X,) composé de

N

v.a. i.i.d. X; de loi F intégrable. L’objectif est estimation de l’espérance 6 := Ep[X] a



partir de 'observation x. On écrit

0 =Ep[X]= /xdF(m)

Notons vy,..., vy les différentes valeurs prises par z1,...,z, (c’est-a-dire v; # v; pour
tout i # j). Notons F' la fonction de répartition empirique associée a x1,...,x,. Par la
méthode de substitution, on a

m

0 := Eq[X] = /xdﬁ’(x) = ZIP’

J=1

N
S
Il
<
N—
=

:Z#{i:xizvj}vj (1.5)

n

n
12 _
= — Ty = Tp.
n-
=1

1.2 PROPRIETES D’UN ESTIMATEUR

Il existe différentes méthodes d’estimation et donc il est important de savoir comment
comparer deux ou plusieurs estimateurs d’un parametre 6 dans un modele {Py,0 € O}
donné. Pour cela il faut savoir caractériser un estimateur. Dans cette partie, nous présen-
terons deux propriétés d’estimateur : une propriété minimale pour un bon estimateur (la
consistance) et un critére pour comparer des estimateurs a n fini (le risque quadratique).

Un estimateur § est une fonction associant une valeur 9(X) a une observation x que l'on
espere proche de la vraie valeur 6y. Pour évaluer si I'approximation est bonne, on ne
veut pas se limiter & étudier un cas particulier d’un échantillon x fixé. En revanche, on
s’'intéresse & la regle générale a partir de laquelle est définie la statistique 6 = 0( ) pour
une réalisation x quelcongue de la loi Py,. Donc, au lieu de vérifier si 9( ) est pres de 6
pour un jeu de données x fixé, on considére la variable aléatoire é(X) ou X suit la loi Py,
et on étudie la distance entre 6(X) et 6. Pour distinguer 6(x) de (X), on appelle parfois
0(X) l'estimateur et f(x) une estimation. Par ailleurs, la vraie valeur 6y étant inconnue,
on s’intéresse au comportement de é(X) par rapport a 6y quelque soit la loi Py, de X pour
tout 0y € ©.

Dans cette partie nous supposons que 'observation x = (z1, ..., ;) est la réalisation d’'un
vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) de loi Py, appartenant a une famille paramétrique
de lois {Py,0 € O} avec © C R? et d < co. On va essentiellement traiter le cas d'un
échantillon i.i.d., c’est-a-dire quand les X; sont des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi.

1.2.1 CONSISTANCE

Typiquement, un estimateur 0 est bien défini quelque soit la taille d’échantillon n (voir b
ex. la moyenne empirique Z,). Pour mettre en avant la dépendance de 0 de n, on note 0

Intuitivement, il devrait étre plus facile d’estimer le parametre 6 si on dispose d’un grand
échantillon x,, = (z1,...,x,) avec n grand que si n est petit, car chaque observation x;
apporte de 'information sur la loi Py, et donc sur le parametre a estimer ¢y. Or, lorsque
I’échantillon x,, croit indéfiniment, c’est-a-dire quand n tend vers I'infini, on attend d’un
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estimateur “raisonnable” & ce que 0,,(x,) converge vers 6. Cette réflexion mene a la notion
de la consistance d’un estimateur, propriété minimale que I'on exigera de tout estimateur.

Quand on étudie les propriétés asymptotiques d’un estimateur 6 = én lorsque n tend
vers l'infini, le terme estimateur désignera aussi, pour abréger, une suite d’estimateurs
(0,(Xp))n>1 ou bien la régle & partir de laquelle est définie la statistique 6, (X,,) pour
tout n donné.

Un estimateur 6,, = 6, (X,,) de 0 est dit convergent ou consistant si

0., £, f, pour tout 8 € O.

Plus précisément, cette notation veut dire que quelque soit § € O, pour X,, de loi Py,
Iestimateur 6,,(X,,) converge en probabilité vers 6.

Dans cette définition, la convergence doit avoir lieu pour tout # € ©, ce qui garantit
qu’elle a lieu pour la vraie valeur inconnue 6y des observations x,,. La consistance est une
propriété liée au modele statistique : un estimateur 6, peut étre consistant pour un modele
et non-consistant pour un autre.

Si ’on a la convergence presque sire : 0, — 0 p.s. au lieu de la convergence en probabilité,
on dit que 'estimateur 6,, est fortement consistant.

La consistance est une propriété assez faible. Cette notion n’est pas assez informative pour
nous guider dans le choix d’estimateurs. Néanmoins, elle n’est pas completement inutile,
car elle permet de rétrécir I’ensemble d’estimateurs que l'on doit étudier. En effet, les
estimateurs non consistants doivent étre exclus de toute considération.

EXEMPLE D’UN ESTIMATEUR NON-CONSISTANT

Soient X;,i = 1,2,... des v.a. i.i.d. de loi normale N (u,1). Considérons l’estimateur
fin, = (Xp—1+X,,)/2 de p. Il est clair que fi, ne converge pas en probabilité vers p lorsque
n tend vers I'infini. La raison pour la non-consistance est que, essentiellement, ji,, n’exploite
pas toute l'information disponible dans les observations Xi,...,X,, contrairement a la
moyenne empirique fi, := X,, p.ex. qui est convergeant d’apres la loi des grands nombres.

1.2.2 RISQUE QUADRATIQUE OU ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE

Afin de comparer les estimateurs dans un modele statistique pour une taille d’échantillon
n finie, on utilise souvent le risque quadratique.

On appelle risque quadratique ou erreur quadratique moyenne de I'estimateur 6 au point
0 € O la quantité

R(0,6) = B0 [0 - 6] = B [10X) - 612] = [ 1660 ~ 6P dF(x).

Le risque quadratique est bien défini pour tout estimateur 6.1 peut, en particulier, prendre
la valeur R(6,60) = +oo. Le risque permet de mesurer la distance entre I'estimateur 6 et
la valeur 6.

Théoreme 2. Le risque quadratique admet la décomposition suivante :

R(6,6) = (IEold] — 61) +Eo [10 — Eold)1?]

11



Démonstration. On a
R(0,0) = o [16 — Eol0] + E[0] — 0]
=By (10— Eol0]112] + IEod] - 011 + 2 (o [0] — Eo[6], El6] - 6)

= |Eold] - 61 +Eo 16 — Eof6)]?]
—_—

=:b2(0,)

=:52(0,0)

O

Le terme b?(6, é) représente la partie déterministe de 'erreur d’estimation, alors que
02(6,0) mesure la contribution de sa partie stochastique.

Si © C R, on appelle b(0, 0) le biais de I'estimateur 6 et o2(0, ) est la variance de . On a

02(0,0) = Varg(f). On dit qu'un estimateur 0 est sans biais si Eg[f] = 0 (i-e. b(0, 9) = 0)
pour tout 8 € ©. Dans le cas contraire, on dit que 0 est biaisé. Si Eq [9 ] — 6 lorsque
n — 00, on dit que 0, est asymptotiquement sans biais.

Un bon estimateur est caractérisé par un petit biais et une petite variance. Mais en général,
ces deux termes sont en compétition et on ne peut pas les minimiser simultanément, et
il n’existe pas d’estimateur dont le risque quadratique est 0. En minimisant le risque
quadratique, on cherche un compromis entre le biais et la variance.

Plus la valeur du risque est petite, plus I'estimateur 0 est performant. Afin de comparer
deux estimateurs, on peut comparer leurs risques quadratiques. Soient 81 et 2 deux
estimateurs de 6 dans le modele statistique {Py, 6 € O}. Si

R(0,0M) < R(8,6%)  pour tout 6 € O,

et si, de plus, il existe §’ € O tel que I'inégalité est stricte, alors on dit que 0 est plus
efficace que ) (ou meilleur que #?)) et que A est inadmissible.

1.2.3 A ProPOS DE LEMV

La définition de 'EMV étant tres générale, on peut considérer 'EMV dans des modeles
tres variés. Il n’est p.ex. pas limité au cas d’observations i.i.d. (comme la méthode de
substitution) ou aux lois intégrables (comme la méthode des moments).

Sous des conditions assez faibles, 'EMYV est consistant.

Le calcul explicite du risque quadratique dépend du modele. Tres souvent, on n’a pas
d’expression explicite, mais en général on peut approcher la valeur du risque quadratique
par des simulations de Monte-Carlo (voir Chapitre 2, Section [2.1).

Sous des hypotheses de régularité du modele — on parle de modéle régulier — on peut mon-
trer que 'EMV est (asymptotiquement) optimal (dans un certain sens). Par conséquent,
dans de tres nombreux contextes les statisticiens souhaitent utiliser 'EMYV. En revanche, le
calcul de 'EMV n’est explicite que dans certains modeles statistiques jouet. En pratique,
il est rare de pouvoir exhiber la formule explicite de 'estimateur du maximum de vrai-
semblance. Le plus souvent, et notamment dans des modeles pertinents pour la pratique,
le probléeme de maximisation n’admet pas de solution explicite. Par conséquent, il
est nécessaire de recourir a des méthodes numériques. Une des méthodes numériques les
plus répandues en statistique est la méthode de Newton-Raphson, qui sera présentée en

Section [1.3.2
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EXEMPLE. EMV DE LA LOI GAMMA.

Revenons aux données sur les lynx. Au vu de I’histogramme de la Figure a) on peut se
demander si une loi Gamma ne s’ajusterait pas mieux aux données qu’une exponentielle,
car la densité de la loi Gamma est & valeurs positives, unimodale (un pic) et asymétrique.

Notons f, g la densité de la loi Gamma I'(a, ) avec a > 0, 3 > 0 donnée par

p N
fa,ﬁ(x) = F(a)xa 16 ﬁm’ T > 07
ou I'(a) = [[°t* e tdt désigne la fonction Gamma.
Pour des réalisations z1, ..., z, i.i.d. de la loi Gamma I'(«a, 8) la fonction de vraisemblance

vaut

- T B g1y —Be;
,C(LUl,...,fL‘n;O[,ﬁ):Hfa,ﬂ(xz HF(O[ ) 1 s
=1 i=1

i) o)

La fonction de log-vraisemblance et ses dérivées partielles sont données par
E(O[’ /6) = 10g(£($1, ey Iy O B))

=nalog B —nlog(I'(a)) + (a — 1) Zlogwi - BZ@
i=1 i=1

Oa
0 no "
6756(056) = F - ;l‘i,

ou I'(-) désigne la dérivée de la fonction T'(-). Il est clair que V{(«, 3) = 0 n’a pas de
solution explicite, notamment parce que la fonction I'(:) est définie par une intégrale et
I''(+) n’a pas d’expression explicite. Néanmoins, cela ne met pas en question 'existence de
PEMV ! Mais pour le calculer il faut utiliser des méthodes numériques comme par exemple
la méthode de Newton-Raphson.

i6(04,6) =nlogf — nlf(/éj) + Zlog T;
i=1

1.3 OPTIMISATION D’UNE FONCTION

En vue du calcul de 'EMV, et plus précisément, de la solution du probleme de maxi-
misation en , nous rappelons dans cette partie d’abord les techniques d’optimisation
classiques d’analyse. Ensuite, nous présenterons la méthode de Newton-Raphson qui est
une méthode numérique de maximisation répandue en statistique.

1.3.1 RAPPEL : TECHNIQUES D’OPTIMISATION CLASSIQUES

Rappelons qu’il existe des fonctions non bornées, qui n’ont donc pas de maximum global.
Il existe alors des problemes de maximisation qui n’admettent pas de solution.

13



FONCTION CONCAVE
Soit f : I C R — R une fonction deux fois dérivable définie sur un intervalle I. Si
f"(x) <0, pourtout z € I,

alors f est strictement concave. Par conséquence, si f admet un maximum global, il est
unique. Pour le trouver, il suffit de chercher la solution de f’(xz) = 0. Si f’(z) =0 n’a pas
de solutions dans I, le maximum se trouve aux bords de l'intervalle I.

FONCTION DEUX FOIS DERIVABLE

Soit f: I C R — R une fonction deux fois dérivable, mais pas nécessairement concave.
Alors on calcule tous les points critiques de la fonction f, i.e. toutes les solutions de
f'(x) =0, et on étudie le comportement de f aux bords de I'intervalle I.

Si un point critique z* est tel que f”(z*) < 0, alors z* est un maximum local.
Si un point critique x* vérifie f”(x*) > 0, il s’agit d’un minimum local.

Si un point critique z* est tel que f”(z*) = 0, il peut s’agir d’un point d’inflexion ou d’un
maximum local ou d’'un minimum local. Dans ce cas, on peut étudier le comportement de
la dérivée f’ dans un voisinage V' de x*. Si

fl(x)>0, Ve<a*etzecV et fl(x) <0, Vz>a"etzeV, (1.6)

alors z* est bien un maximum (local).

Une fois qu’on a déterminé tous les maxima locaux, on détermine le maximum global en
comparant les valeurs de f en ses maxima locaux et en prenant en compte le comportement
de f aux bords de l'intervalle I. Rappelons que si I'intervalle I est ouvert, il est possible
que f n’admette pas de maximum global.

FONCTION DERIVABLE

Si f n’est dérivable qu’une fois, on détermine tous les points critiques de f, i.e. toutes les
solutions de f/(x) = 0. Puis on détermine les maxima locaux en vérifiant . Enfin, afin
de trouver le maximum global (et afin de voir s’il existe), on compare les valeurs de f en
ces maxima et on prend en compte le comportement de f aux bords de I'intervalle I.

FONCTION NON DERIVABLE

Si f n’est pas dérivable, on peut établir le tableau de variation de la fonction et/ou tracer
'allure de la fonction pour trouver le maximum global de f (s'il existe).

FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES
Soit f : D ¢ R? — R une fonction deux fois dérivable définie sur D. Si la matrice hessienne
H(z) = V2f(x) <0, pour tout z € D,

alors f est strictement concave et la solution de V f(z) = 0 (si elle existe) est le maximum
global de f.
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Si f est deux fois dérivable mais pas concave, alors un point zg tel que
Vf(zg) =0 et H(xzg) <0,
est un maximum local de f.

Rappelons une propriété de I’algebre sur les matrice symétrique A = (a;;)1<i j<r de taille
r x r. Notons A; = (ai;)i<ij<s- On appelle s-iéme mineur principal dominant de A le
déterminant de A,, det(A;). La matrice A est définie négative, notée A < 0, si et seulement
si tous les mineurs principaux dominants avec s pair sont strictement positifs, et tous les
mineurs principaux dominants avec s impair sont négatifs.

MAXIMISATION SOUS CONTRAINTE

La méthode des multiplicateurs de Lagrange est une facon de ramener un probleme d’opti-
misation sous contrainte a un probleme d’optimisation sans contrainte. Elle repose sur le
résultat suivant.

Théoréme 3 (Théoreme des extrema liés). Soient f,11,...,v, € C{RLR) et D = {x €
RY, oy (x) = -+ = y(x) = 0}. Si zg est un extremum local de f sur D et si les vecteurs
Vi (o), ..., Vibp(xo) forment une famille libre de R?, alors il existe i, ..., Ap € R tels
que V f(x0) = M Vi(xo) + -+ - + X\pVhp(20).

Afin de prendre en compte des contraintes dans un probléme de maximisation, on introduit
des multiplicateurs de Lagrange A = (A1,...,A,)7 et la fonction de Lagrange

L(z,\) = f() + Y Metbw(2).
k=1

Soit un point critique (xg, A) de L tel que

V f (o) + 2271 M Vb (o)
Y1(o)

@/’p(‘%)

Autrement dit, tout point critique (zp,\) de L vérifie les contraintes ¥q(xg) = -+ =
Yp(zo) = 0. Donc, x¢ € D. Par ailleurs, V f(x() est une combinaison linéaire des V;(x),
ce qui d’apres le théoreme des extrema liés est une condition nécessaire pour que xg soit
un extremum de f sur D. On a donc ramené le probleme de maximisation sous contraintes
a un probléme de recherche de points critiques. Une fois les points critiques déterminé, il
faut les étudier pour identifier le maximum global.

0 = VL({L‘(),)\) =

1.3.2 METHODE DE NEWTON-RAPHSON

La méthode de Newton-Raphson est une procédure numérique pour déterminer un point
critique d’une fonction f. En appliquant cette méthode a la fonction de log-vraisemblance
£(0), on peut espérer de trouver son maximum et donc l'estimateur de maximum de vrai-
semblance. Bien évidemment, trouver un point critique n’est pas équivalent & déterminer
le point du maximum global d’'une fonction, car ce point peut étre un maximum local
seulement, ou méme un minimum ou un point d’inflexion. Néanmoins, dans des nombreux
cas, cette méthode donne des résultats satisfaisants pour détecter le point maximum d’une
fonction.
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LA METHODE DE NEWTON-RAPHSON

La méthode de Newton-Raphson est une procédure itérative pour trouver des points cri-
tiques d’une fonction réelle f : X — R o X C R%. On suppose que f est deux fois dérivable
et on cherche la (ou les) solutions de V f(z) = 0. La méthode de Newton-Raphson repose
sur le développement de Taylor, plus précisément sur ’approximation linéaire du gradient

V f(x) par
Vi(x)=Vf(&)+H(E)(z &) +r(zf), (1.7)

ot £ € X, H(¢) = V2f(€) est la matrice hessienne de f en & et r(x,£) est un terme de
reste.

Si & est pres de x, le reste r est négligeable comparé au terme linéaire. Au lieu de résoudre
V f(z) = 0 directement, la méthode de Newton-Raphson consiste a négliger le terme r en

et résoudre
VE) + HE)@ - =0 1)

par rapport a x. En fait, on procéde itérativement : on se donne un point initial £ = 20,
puis on résout I’équation par rapport & x et on appelle la solution z(!). Ensuite, on
pose & = () et on recommence A résoudre 1'équation par rapport a x et ainsi de
suite. Plus généralement, l'itération ¢ consiste a calculer

2O — (=1 _ [H(x(tfl))]_l Vf(zD), (1.9)

t—1)

ott z! est le résultat de l'itération précédente.

. s PP . . . -1 .
Pour que I'algorithme soit bien défini, il est nécessaire que I'inverse [H (x(t))] existe pour
tout ¢.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Pour une interprétation géométrique de la méthode de Newton-Raphson remarquons que
le terme a gauche de 1’équation est la tangente & Vf(z) au point z = £. Au lieu
de chercher le point ou le gradient V f(x) s’annule, on cherche donc le zéro de la tan-
gente. Etant donné que la tangente est une fonction linéaire, il est beaucoup plus facile de
déterminer ce point que de trouver un zéro de V f(x).

Figure illustre les cinq premieres étapes de la méthode de Newton-Raphson dans un
exemple. La suite des () avec point initial 2(9) = 8 est la suivante :

20 =8 Vi) =4,07

() =412 V(M) =208

2 = -1249  Vf(z®) = -2961

zB) = —8.01 Vi(x®) = —828

@ =-531  Vfx®W)=-202

20 =406  Vf(z®)=-032

20 = 37800 Vf(z®)=—-0,0145
2 = -37659 Vf(z)=—-348 107
® = 37659 Vf(z®)=-20210"1°
29 = 37659 Vf(z9))=4,44 10716

On observe que l'algorithme converge apres quelques itérations seulement. En effet, a toute
itération (sauf la deuxiéme), on s’approche du zéro de la fonction V f(x).
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CRITERES D’ARRET

Plusieurs criteres d’arrét sont envisageable pour cet algorithme. Les deux plus courants
sont les suivants. Soit € > 0 un seuil fixé.

— On arréte des que ||z — 2D < e.

— On arréte des que |V f(z®)| < e.
Quelque soit le critere d’arrét, il est possible que la condition soit vérifiée en des points
qui ne correspondent pas a des zéros de V f(x).

En général, il est difficile de garantir que la suite (:c(t))t converge. En revanche, et c’est ce
qui rend cette méthode attractive, s¢ elle converge, elle converge assez vite comme dans
I’exemple ci-dessus.

VITESSE DE CONVERGENCE

Supposons que z* est une solution de Vf(x) = 0 et que ||z(Y) — 2*|| est petit. Alors par

(1.9)
gD gt = O g [H(aﬁ(t))} Vf(x®)
=2~ [HEO)] T (Vi) - Vi6),
car V f(z*) = 0. Or, par le développement limité on a
Vi) = V1) + Ha®)@ —20) £, a),
D’ou
R A [H(l'(t))] B {H(m(t))(:n* — 2Oy 4 (2, m(t))}
= [H(x(t))] r(x*,:c(t)).

D’apres le théoreme de Taylor, r(z*, ) < ¢||lz® — 2*||2, ol ¢ dénote le maximum de
| V3 f(x)|| sur le rectangle dont les extrémités sont déterminées par z(*) et z*. Plus pré-

cisément, dans le cas unidimensionnel ou x € R, ce rectangle est l'intervalle [x(t),x*] si
z® < z*, ou bien [z*, 2] si z* < z®.

On obtient alors

lz+D — 2| < ¢

L (B

Ceci montre qu’en une itération 'erreur diminue de fagon quadratique : on passe de ||z* —
z®|| & un terme d’ordre ||z* — z(||2. On dit que la vitesse de convergence de la méthode
de Newton-Raphson est quadratique.

EXEMPLE : Lol DE CAUCHY

Considérons la loi de Cauchy centrée (u = 0) de parametre o > 0 inconnu dont la densité
est donnée par

o
S — R.
fo(2) m(o? + 22)’ ve
Soient x = (z1,...,%,) des réalisations i.i.d. d’une variable aléatoire X de loi de Cauchy(0, o).

Essayons de calculer 'EMYV de o.
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La fonction de vraisemblance s’écrit

O.TL

On peut considérer la log-vraisemblance

l(o) =log L(x;0) =nlogo —nlogm — z:log(a2 + z2).

i=1
On dérive "
n o
l(o)=——2 —_.
(0) o Z o2 + x?
i=1 i
Résoudre 1’équation ¢'(c) = 0 est équivalent & trouver les zéros d’un polynéme d’ordre

2n. Ce n’est pas faisable par un calcul explicite, et donc ’EMYV n’est pas explicite dans ce
modele.

En revanche, on peut appliquer la méthode de Newton-Raphson pour trouver des points
critiques de la fonction de log-vraisemblance ¢(o) afin d’approcher TEMV numériquement.
Pour cela, on calcule la dérivée seconde de ¢(o)

n 2

n
g//(a):_%_QZM:_ﬁ_QZﬂ

2 1 2)2 2 21 2)2
o ~ (0% +a7) o ~ (0% +7)

Or, la méthode de Newton-Raphson consiste a calculer iterativement (pour un point initial
o©) choisi par P'utilisateur) pour ¢t = 0,1, ...

t+1) _ (1) _ gl(U(t))
g//(a(t))

ol

®)
o~ 22000 e
I?—(o’(t>)2
COERE DY Y oy
1
no® — 2(J(t))5 S CORE
2

n n xi_(a(t))z
3+ (V) X Goerae

— 4

1.4 INTERVALLE DE CONFIANCE

Jusuq’ici nous avons mis en évidence le role d’un estimateur en tant que pourvoyeur d’une
“approximation” de la valeur inconnue du parametre . Cela étant, une estimation sans
degré de précision est douteuse, dans la mesure ou elle est variable (il suffit d’ajouter ou de
retrancher une observation pour changer sa valeur). Ainsi, lorsqu’un statisticien propose,
au vu des observations x1, ..., T,, une estimation 0, de 6, quelle confiance peut-il avoir en
son résultat 7 Lorsque ’estimateur est consistant, tout ce qu’on sait, c’est que plus n est

grand, plus 0,, a des chances d’étre voisin de 6.

Prenons comme exemple la moyenne empirique comme estimateur de ’espérance 1 d’une
loi (intégrable) F. Supposons que la moyenne empirique vaut 5,2. Intuitivement, nous
accordons a cette estimation beaucoup plus de confiance lorsque la taille d’échantillon n
est grande (p. ex. n = 100000) que quand elle est petite (p. ex. n = 3). A part de la
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taille d’échantillon, d’autres facteurs peuvent influencer la précision d’une estimation 6,
comme par exemple la variance ou la forme de la loi F'. Nous voyons I'importance de savoir
quantifier la précision ou volatilité d’un estimateur.

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion d’intervalle de confiance. L’idée consiste a
calculer tout un intervalle (par opposition a un estimateur ponctuel) qui est susceptible de
contenir la vraie valeur du parametre 6 avec une certaine probabilité prescrite. L’intervalle
de confiance est un moyen pour quantifier 'incertitude d’un estimateur de 6.

1.4.1 DEFINITION

Notons {Pg, 6 € ©} un modele statistique avec ® C R. Supposons que x = (z1,...,Z,) est
la réalisation de X = (X7,...,X,,) de loi Py. Soient a(-) et b(-) des fonctions boréliennes a
valeurs dans R, telles que a(x) < b(x) pour tout x. Soit 0 < a < 1 un niveau de confiance
donné. L’intervalle [a(X), b(X)] est dit intervalle de confiance de niveau 1 — « pour 6 si

Py (a(X) <0 <bX))>1-a, (1.10)

pour tout 6 € ©. On le note IC;_,(0).

On dit que IC;_,(f) est un intervalle de confiance de taille 1 — o pour 6 si, pour tout
0 € ©, on a égalité en (1.10).

En pratique, on choisit une valeur faible de «, typiquement de ’ordre de 0,1 ou 0,05, et
on parle alors d’intervalle de confiance de niveau 90 % ou 95 %.

On doit comprendre un intervalle de confiance de niveau 1—« comme un intervalle aléatoire
qui a une probabilité 1 — « de contenir le vrai parametre 6 et non comme une région fixée
auquel 0 aléatoire appartient avec une probabilité 1 — . Dans la pratique, le statisticien
calcule les réalisations numériques a(x) et b(x) de a(X) et b(X) a partir de ’observation
x, et cela lui fournit une réalisation de 'intervalle de confiance. Supposons par exemple
que o = 0,05 et que 'on ait trouvé a = 2 et b = 7. Méme si la tentation est forte,
on ne peut pas dire a proprement parler que Uintervalle [2, 7] contient 6 avec probabilité
0,95. Soit il contient 6, soit il ne le contient pas. Tout ce que 'on peut dire, c’est que la
probabilité que 'intervalle qu’on vient de calculé contient 6 est de 95 %. Ou encore : si 'on
construit I'intervalle de confiance de niveau 0,95 pour 100 échantillons x différents, il est
probable que 95 d’entre eux contiennent la vraie valeur de 6 (mais on ne sait évidemment
pas lesquels!).

Bien entendu, l'intervalle IC;_,(f) = (—00,00) convient toujours, mais n’est gueére inté-
ressant. En effet, on est intéressé de rendre l'intervalle [a(X), b(X)] le plus petit possible.
On notera

lic = b(X) — a(X)
la longueur de l’intervalle de confiance IC1_4(0) = [a(X), b(X)].

Il arrive parfois qu’on ne soit intéressé que par une borne inférieure ou une borne supé-
rieure pour 0, a(X) ou b(X) étant rejeté a I'infini. On parle alors d’intervalle de confiance
unilatéral (par opposition a bilatéral).

De facon analogue, on définit 'intervalle de confiance asymptotique.
Un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — o pour 6 est un intervalle aléatoire

[an(Xp), bn(X,)] tel que, pour tout 6 € O,

liminf Py (a,(Xy) <0 <b,(Xy)) > 1 -« (1.11)

n—o0
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Etant valables pour tout n fini, es intervalles de confiance sont préférables aux intervalles
de confiance asymptotiques. En effet, pour les derniers, on ne controle pas exactement
I’erreur, on ne fait que dire qu’elle est asymptotiquement de ’ordre fixé, sans préciser a
partir de quelle taille n de I’échantillon I'approximation devient raisonnable. Cependant,
dans de nombreux modeles, il est plus facile de construire des intervalles de confiance
asymptotiques.

Remarquons que si le parametre 6 est un vecteur de dimension d avec d > 1, on peut
généraliser la notion d’intervalle de confiance pour 6. Dans ce cas on cherchera plutot une
région de confiance C(X) C RY qui contient  avec probabilité au moins 1 — a.

1.4.2 CONSTRUCTION D’INTERVALLE DE CONFIANCE

On imagine assez facilement qu’un estimateur ponctuel 0 de 0 sera un bon point de départ
pour construire un intervalle de confiance pour 6. En effet, puisque 0 est censé de prendre
des valeurs pres de 6, il est naturel d’utiliser un voisinage du type [0 — 61,0 + (52] de 6
comme intervalle de confiance. Afin de déterminer la taille exacte de ce voisinage (pour
que l'intervalle de confiance soit de niveau 1 — ), la connaissance de la loi de 'estimateur
est indispensable.

Un procédé assez général pour la construction d’intervalle de confiance repose sur 'uti-
lisation de fonctions pivotales. Une fonction 6 — T(é,@) dont la loi ne dépend pas du
parametre 6 (ou d’autres parametres inconnus du modele) est dite fonction pivotale (ou
pivot) pour le modele statistique {IPy, 0 € O}.

On procede de la maniere suivante :
1. On détermine un estimateur ponctuel 0 de 0.
2. On détermine la loi de Destimateur 6.
3. On cherche une transformation T(é, 0) de 6 dont la loi ne dépend plus de parametres
inconnus. Autrement dit, on cherche une fonction pivotale 7 (6, 0) dont on détermine
la loi.

4. On choisit 1 € [0,1] et 72 € [0, 1] tels que 72 —71 = 1—a. On détermine les quantiles
¢y, €t gy, d’ordre ;1 et 2 de la loi de T(6,60) tels que

Py (qvl <T7(0,0) < qw) =n-mnm=1-oa

5. En “inversant” 7 (lorsque c’est possible...), on encadre alors 6 par deux quantités
aléatoires A et B, fonctions uniquement de é, Gy, @y, et de parametres connus, telles
que

Pp(A<H<B)=1-aqa.

EXEMPLE. LOI NORMALE

Appliquons cette démarche & un exemple : la construction d’un intervalle de confiance pour
le parametre p de la loi normale AN (p, 1) & partir d’'un échantillon i.i.d. X = (X1,..., X,,)
de loi M(p,1). Dans ce modele, I'estimateur du maximum de vraisemblance de u est la
moyenne empirique X (étape 1). On sait que X suit la loi normale N (u1,1/n) (étape 2).
On en déduit que 7 = /n(X — u) suit la loi normale standard A(0,1), ce qui convient
pour I'étape 3. Choisissons 71 = «/2 et 2 = 1 — a/2 et notons z, le quantile d’ordre ~ de
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la loi normale standard. On obtient alors
L—a=P(22 <T < 21_4/2) (étape 4)
=P (202 < V(Xp — 1) < 21-4/2))
_ 21 _ P
:P<Xn— 1-a/2 S,USXn— a/2>‘

On en déduit que ICi_q(p) = [Xn— Zi—a/2/ /N X, — za/Q/\/ﬁ] est un intervalle de
confiance de taille 1 — « pour p (étape 5). La longueur de cet intervalle est

lic = 221_q)2/Vn,

Car —2Zo/3 = Z1_q/2, Par symétrie de la loi de la loi normale standard.

Il est courant de choisir 71 = /2 et 72 = 1 — /2. En fait, quand la loi de la fonction
pivotale T(é, 0) est symétrique et unimodale, ce choix minimise la longueur d’intervalle
parmi tous les 71,72 tels que 71 + v2 = 1 — «. Il permet donc de localiser la vraie valeur
du parametre 6 avec plus de précision que tout intervalle asymétrique.

Le procédé décrit ci-dessus pour la construction d’intervalle de confiance n’est pas in-
contournable. D’autres approches sont possibles. Dans certaines situations on peut par
exemple utiliser des inégalités comme 'inégalité de Markov ou de Hoeffding pour obtenir
un intervalle de confiance.

Dans des nombreux cas, ’étape 2 et /ou I’étape 3 du procédé ci-dessus ne sont pas évidentes.
Il peut s’avérer plus facile de considérer la loi limite de 'estimateur én au lieu de la loi
pour n fini. Il faut alors trouver une transformation ﬁl(én, 0) telle que sa loi limite soit
indépendante de tout parametre inconnu, et puis, on pourra en déduire un intervalle de
confiance asymptotique.
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CHAPITRE 2

BOOTSTRAP

Pour la construction d’intervalles de confiance par la méthode pivotale il est indispensable
de connaitre la loi de I'estimateur 6 (ou sa loi limite). Mais que faire lorsqu’elle est incon-
nue ? Une solution numérique est I’approche du bootstrap. Le bootstrap est une méthode
de rééchantillonnage tres similaire aux simulations de Monte-Carlo. La différence est que
I’on simule selon la loi empirique des données.

Dans ce chapitre nous donnons d’abord une introduction général au bootstrap. Ensuite,
plusieurs méthodes de bootstrap pour la construction d’intervalles de confiance sont pré-
sentées. Pour une introduction trés accessible voir Efron and Tibshirani| (1993)).

2.1 EXEMPLE INTRODUCTIF

On observe une réalisation x = (1, ..., x,) du vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,) qui est
composé de n copies i.i.d. de la variable aléatoire

X=T+69, (2.1)

ou T' suit la loi de Student ¢, & g degrés de liberté et le parametre de position 6 € R est
inconnu. Notons que la loi de X est symétrique par rapport a 6, puisque la loi de Student
est symétrique.

Pour estimer un parameétre de position, on peut considérer (au moins) deux estimateur
différents : la moyenne empirique X,, et la médiane empirique

X nt1y, si n impair
MTL -— ( 2 )
X(%), sin pair,

ot X(1),...,X(n) désignent les statistiques d’ordre associées a l'échantillon X7,..., X,
obtenues en classant les observations par ordre croissant, c’est-a-dire

X(USSX(”) et X(j)E{Xl,...,Xn} Vi=1,...,n.

Lequel des estimateurs X,, et M,, est meilleur pour estimer § ? On pourrait comparer leurs
risques quadratiques. Pour cela, il faut connaitre la loi des estimateurs, ce qui n’est pas
évident pour la médiane empirique M,,. Un calcul explicit de son risque quadratique n’est
pas possible. On peut alors utiliser des simulations de Monte-Carlo afin d’approcher la
valeur de son risque quadratique. Comment faire précisément ?
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ENTREE: loi F, estimateur x — 6(x), nombre R d’échantillons & simuler

x! = (z},...,2)) 0" = 0(x")
simulation X2 = (‘T% to 7x%l) calcul 02 = 0(X2)
F = — .
x® = (zf,...,27) OF = f(xR)
»U calcul
R(0,0) = — (0 —0)
R r=1

SORTIE: estimateur R(6, 6)

FIGURE 2.1 — Schéma des simulations de Monte Carlo pour I'estimation du risque qua-
dratique R(#,6) d’un estimateur 6.

2.1.1 RISQUE QUADRATIQUE PAR MONTE-CARLO

Rappelons que le risque quadratique d’un estimateur 0 de 0 est défini par ’espérance

R(0,0) = Eq[(6 — 6)?].

Notons U := (é —6)2. Si on arrive & simuler des copies i.i.d. Uj de U, on peut approcher le
risque quadratique par la moyenne empirique des U;. Or, la loi de U est inconnue, car la loi

de 6 Dest. En revanche, on peut voir U comme une fonctionnelle des données X, c¢’est-a-dire
U = H(X), car § = §(X) et il est facile de générer des réalisations de X = (X1,...,X,)
avec des X; définis en (2.1)). Plus précisément, nous procédons de la fagon suivante :

1. Tout d’abord on choisit les valeurs des parametres 6 et g et la taille d’échantillon n.
Posons r = 1.

2. Ensuite on géneére un échantillon, noté x" = (zf,...,z}), de taille n de la loi de
X =T+ 0 ou T suit la loi de Student ;.

3. On évalue l'estimateur  sur Péchantillon x” : 6" = (x").
On incrémente r : r =1 + 1.

4. On répete les étapes 2. et 3. R fois pour une valeur de R assez grande, donnant lieu
a un échantillon de taille R de I'estimateur 0 :

0,...,0%).
5. On calcule le risque quadratique empirique associé a cet échantillon d’estimateurs :

o 1

N R ~ 2
R(O.6)= 5> (97" - 9)

r=1
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La mise en ceuvre des simulations de Monte Carlo sous R est assez simple :

riskMC < function (theta,

# simulation
position 4d'
theta:
ddl:
nb.obs:
REP :

H OH OHF R H

#

ddl, nb.obs, REP 1000) {
Monte-Carloa pour approcher le risque quadratique

de la moyenne et de la mediane empirique du parametre de

une Student translatee

parametre de position a estimer

nombre de degres de liberte de la loi de Student
taille d'echantillon

nombre d'echantillons a simuler

estim.moy <— rep (0, REP)
estim.med < rep (0,REP)
for (i in 1:REP){

# simuler un jeu de donnees:

data < rt(nb.obs,

ddl) + theta

# evaluer les estimateurs sur cet echantillon
estim.moy [i] < mean(data)
estim.med[i] < median (data)

}

# Risque quadratique
risk < c(mean((estim.moy - theta)”2),
mean ((estim.med - theta)”2))

names (risk) < c('risque.moyenne',

return (risk)

Dans les résultats ci-dessous, le parametre 6 est fixé a 5, la taille d’échantillon n vaut 100
et on génere REP=1000 échantillons a chaque appel. Quant au degré de liberté ¢ de la loi

de Student, il varie

> riskMC(5, 1,
risque.moyenne
1.062213e+03

> riskMC(5, 1,
risque.moyenne
6.679630e+04

> riskMC (5, 3,
risque.moyenne
0.02935593

> riskMC (5, 3,
risque.moyenne
0.03035038

> riskMC(5, 5,
risque.moyenne
0.01582819

> riskMC(5, 10,
risque.moyenne
0.012056372

> riskMC(5, 50,
risque.moyenne
0.009011147

", 'risque.mediane')

entre 1 et 50.

100)
risque.mediane
2.450985e-02
100)
risque.mediane
2.570921e-02

100)
risque.mediane
0.01875502
100)
risque.mediane
0.01843931
100)
risque.mediane
0.01608757
100)
risque.mediane
0.01477995
100)

risque.mediane
0.014845728

En fait, pour ¢ = 1 la loi de Student conincide avec la loi de Cauchy, qui est une loi a queues
lourdes et qui n’est pas intégrable. Par conséquent, la moyenne empirique ne converge pas.
Ainsi, on observe que les deux appels de riskMC avec ¢ = 1 degré de liberté donnent deux
valeurs assez différentes pour le risque quadratique de la moyenne empirique, alors que les
valeurs du risque de la médiane empiriques sont stables. A partir de ¢ > 2 la loi de Student
est de variance finie, et donc le risque quadratique de la moyenne empirique est stable pour
les deux appels de riskMC avec ¢ = 3 degrés de liberté. Globalement, on observe que le
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ENTREE: échantillon x = (x1,...,x,), estimateur x é(X), nombre B de répliques bootstrap

x* = (g3, ) 61 = f(x*1)
*2 __ *2 *2 N* O( < %
estimagtion = simulation % (xl ’ L ) calcul 9 P = 9(x 2)
= P = — .

x*B = (15,...,a35) 6B — 6(x*B)

U’ calcul
“(6,0) = 1 S i _ix))’

R*(6, >—Bb§;( ~0(x))

SORTIE: estimateur R*(6,0)

FIGURE 2.2 — Schéma bootstrap pour estimer le risque quadratique R(é, ) d’'un estimateur
0.

risque quadratique diminue pour les deux estimateurs lorsque le nombre ¢ de degrés de
liberté augmente. En effet, quand ¢ tend vers 'infini la loi de Student converge vers la loi
normale standard qui est une loi & queues légeres.

Les résultats ci-dessus montrent que les deux estimateurs ont des comportements différents
en fonction des queues de la loi. En effet, la médiane est nettement meilleur pour la loi
de Cauchy en terme de risque quadratique, alors que la moyenne empirique a une petite
avance pour des degrés de liberté élevées, c’est-a-dire pour des lois a queues 1égeres.

Une v.a. T de loi de Student ¢, avec ¢ > 2 a moyenne 0 et variance Var(T') = ¢q/(q — 2).
Donc, le risque quadratique de la moyenne empirique dans cet exemple est donnée par

R(6,0) = ﬁ

Comparons les valeurs obtenues par des simulations de Monte Carlo ci-dessus avec les
valeurs théoriques du risque quadratique. On observe que les estimations sont tres proche
des vraies valeurs :

> risk.moy.theo < function(ddl, nb.obs) return(ddl/(ddl-2)/nb.obs)
> risk.moy.theo (3, 100)

[1] 0.03

> risk.moy.theo (5, 100)

[1] 0.01666667

> risk.moy.theo (10, 100)

[1] 0.0125

> risk.moy.theo (50, 100)

[1] 0.01041667

2.1.2 RISQUE QUADRATIQUE PAR LE BOOTSTRAP

Nous venons de voir que lorsque la loi P des données est connue, on peut procéder par
des simulations de Monte Carlo pour approcher le risque quadratique d’un estimateur.
Mais comment faire quand la loi IP est inconnue, ce qui est généralement le cas dans des
applications ? Pour revenir a I’exemple précédent : que faire quand le degré de liberté ¢ de
la loi de Student est inconnu? Comment savoir lequel des deux estimateurs, la moyenne
empirique ou la médiane empirique, est préférable sur un échantillon observé? En fait,
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on peut adapter la méthode de Monte Carlo a ce scénario. Cette procédure est appelée le
bootstrap et elle est décrite et mise en ceuvre pour notre exemple dans ce paragraphe.

En toute généralité, le bootstrap est une méthode de rééchantillonnage pour approcher
des caractéristiques de la loi d’un estimateur en utilisant rien d’autre que les données. Ici
nous verrons qu’elle permet d’approcher le risque quadratique d’un estimateur.

Comme précédemment, notons x = (x1,...,z,) un échantillon i.i.d. de loi P inconnue et
6 un estimateur d’un parametre f. Le but est de déterminer le risque quadratique de 6 A
partir d’un échantillon x. Etant i inconnue, on peut approcher la loi IP par une loi estimée
P, par exemple par la loi empirique donnée par la fonction de répartition empirique F
associée aux observations x. L’idée du bootstrap consiste & effectuer des simulations de
Monte Carlo en simulant de la loi estimée P (au lieu de la loi P).

La démarche du bootstrap est la suivante :

1. On détermine une approximation P de la loi P & partir de ’échantillon observé x.
Posons b = 1.

2. Ensuite on génére une réalisation, notée x** = (a:’{b, . ,xflb), de X de la loi P.
3. On évalue l'estimateur 6 sur I'échantillon x* : ** = f(x**). On incrémente b = b+ 1.

4. On répete les étapes 2. et 3. B fois pour une valeur de B assez grande, donnant lieu
4 un échantillon de taille B de Pestimateur 6* = 6(X) ot X est de la loi P :

0*1,...,6°B).

5. On calcule le risque quadratique empirique associé a cet échantillon d’estimateurs :

. 1 B . 2
R(6.60)= = > (e*b - e(x)) .

b=1

Remarquons que la vraie valeur de 6 étant inconnue, on la remplace par la valeur
estimée sur les observations, a savoir #(x).

Cette démarche est également illustrée par la Figure[2.2] On remarque la grande similitude
avec le schéma des simulations de Monte Carlo de la Figure

Il est courant d’utiliser des étoiles * pour désigner des objets créés lors de la procédure

bootstrap. En partlcuher x*0 désigne un échantillon de la loi empirique F dit échantillon
bootstrap, et 0*0 = (9( b) est appelé une réplique bootstrap de I'estimateur 0.

Pour faire du bootstrap il nous faut une approximation P de la loi P des observations x.
On distingue deux approches :

— Bootstrap paramétrique : Si on a un modele paramétrique {P,, ¢ € ®} pour PP, on
calcule un estimateur ¢ du parametre ¢ et on utilise P = P;. Remarquons que le
parametre @ peut étre identique au parametre 6 ou pas.

— Bootstrap nonparamétrique : On utilise la loi empirique F' définie par la fonction de
répartition empirique associée a x comme estimation de P.

SIMULER SELON LA LOI EMPIRIQUE

Comment obtenir un échantillon bootstrap dans le cas du bootstrap nonparamétrique ?
Autrement dit, comment générer des réalisations de la loi F' associée aux observations
x = (z1,...,2,) 7 Nous avons vu que F' est la loi discrete & valeurs dans {z1,...,x,}
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qui associe le poids 1/n a chaque observation x;. Plus précisément, soit X* une variable
aléatoire de la loi F'. Si toutes les observations x; sont deux a deux distinctes, on a

Pﬁ(X* = ZCZ) =

Donc, la loi empirique F est la loi uniforme discréte sur {z1,...,2,}. En conséquence,
simuler une réalisation de la fonction de répartition empirique F est équivalent a tirer un
point z; au hasard dans I’échantillon observé x. On génere alors un échantillon z7, ...,z
de la loi F' par tirage avec remise de n valeurs dans 1’échantillon observé x.

Dans le cas général, si on admet la possibilité que 1’échantillon x contient certaines valeurs
plusieurs fois, ce qui est le cas lorsque F' est une loi discrete, on a
| 1T = X4
Po(X* =) = M, i=1,...,n.
n

Un échantillon bootstrap est alors de la méme taille que 1’échantillon original a valeurs
issues de l’échantillon original x, mais avec des fréquences potentiellement différentes.
On parle souvent de rééchantillonnage car on reconstruit un ensemble d’échantillons en
partant de 1’échantillon observé.

Sous R on peut tout simplement utiliser la fonction sample() avec l'option replace =
TRUE pour générer des échantillons bootstrap.

EXEMPLE. RISQUE QUADRATIQUE PAR LE BOOTSTRAP NONPARAMETRIQUE

Reprenons 'exemple du début de ce chapitre : de I'estimation du risque quadratique de la
moyenne empirique et de la médiane empirique pour estimer un parametre 6 de position.
La fonction suivante met en ceuvre le bootstrap nonparamétrique pour ce probléme.

risk.boot < function(data, B = 1000){

# bootstrap nonparametrique pour estimer le risque quadratique
de la moyenne et de la mediane du parametre de position
d'une Student translatee
data: echantillon
B: nombre de repliques bootstrap
nb.obs < length(data)
estim.moy - rep (0, B)
estim.med < rep (0, B)
for (i in 1:B){

# tirer un echantillon bootstrap

data.boot < sample(data, nb.obs, replace = TRUE)

# evaluer les repliques bootstrap

estim.moy [i] < mean(data.boot)

estim.med [i] < median(data.boot)

H B H

}
# Risque quadratique
risk < c(mean((estim.moy-mean(data))”"2),
mean ((estim.med-median (theta))”"2))
names (risk) < c('risque.moyenne', 'risque.mediane')

return (risk)

Les deux fonctions riskMC() et risk.boot () sont tres similaires. La différence principale
est située a la premiere ligne de la boucle for dans la génération des échantillons data
resp. data.boot.
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L’exemple suivant montre qu’avec un échantillon de taille 100 on arrive a estimer les risques
quadratiques des deux estimateurs avec une bonne précision sans connaitre la loi P des
observations! On peut comparer les résultats aux valeurs obtenues par des simulations de
Monte Carlo auparavant.

> data < rt (100, 1) + 5
> risk.boot (data)
risque.moyenne risque.mediane
1.49543404 0.03029092
> data < rt (100, 1) + 5
> risk.boot (data)
risque.moyenne risque.mediane
0.51335247 0.01697121
> data <« rt (100, 3) + 5
> risk.boot (data)
risque.moyenne risque.mediane
0.04299717 0.01562267
> data «+ rt (100, 3) + 5
> risk.boot (data)
risque.moyenne risque.mediane
0.01994292 0.01157183
> data < rt (100, 5) + 5
> risk.boot (data)
risque.moyenne risque.mediane
0.01050988 0.01663342
> data < rt (100, 10) + 5
> risk.boot (data)
risque.moyenne risque.mediane
0.01402456 0.01070962
> data <« rt (100, 50) + 5
> risk.boot (data)
risque.moyenne risque.mediane
0.008391878 0.017091082

2.2 LE PRINCIPE DU BOOTSTRAP

Dans ce paragraphe nous présentons le principe du bootstrap dans un cadre plus général
et nous donnons d’autres exemples pour le bootstrap nonparamétrique.

Notons toujours x = (x1,...,2,) une réalisation de X = (Xi,...,X,,) ou les X; sont des
variables aléatoires i.i.d. de loi F'. Soit T'= T'(X) un estimateur d’un parametre ou d’une
quantité 6 inconnu. Notons ¢ = T'(x) la valeur de I'estimateur 7' observé sur les données
x. L’objectif du bootstrap consiste a caractériser la loi de 'estimateur T'. Par exemple, on
souhaite déterminer la moyenne, la variance ou des quantiles de la loi de T'.

En général, toute caractéristiquec de la loi de I'estimateur T' s’écrit comme une fonction-
nelle de la loi F', a savoir
c=c(F).

Le bootstrap propose d’approcher ¢(F') par I'estimateur
o(F),

(ou par ¢, (Fy) avec ¢, — ¢ lorsque n — oc) ot F est la fonction de répartition empirique
dans le cas du bootstrap nonparamétrique.

Quelques exemples courants de caractéristiques de la loi de T :
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— DBiats de Uestimateur T
B:=b(F):=Ep[T|—0=E[T|F] -6
— Variance de T
v := Varp(T) = Var(T|F) =E [(T — E[T|F])* F]
— Fonction de répartition de T en y
G(y) = P(T < y|F) = E[I{T < y}|F]
— Quantile d’ordre o de la loi de T

Go =G (o) =inf{y eR:G(y) > a} =inf{y e R: P(T < y|F) > a}

Dans des applications, nous avons souvent des estimateurs dont nous ne connaissons pas
la loi comme illustre I'exemple suivant.

EXEMPLE. DONNEES SUR LA POPULATION AMERICAINE.

Nous disposons d’un jeu de données sur la population de 49 villes américaines. Plus pré-
cisément, les observations sont bivariées (z;,v;),7 = 1,...,n = 49 ou z; et y; désignent
la population de la i-eéme ville en 1920 et 1930, respectivement (Source : Davison and
Hinkley| (1997), p. 7). Nous supposons que les observations (z;,v;),i = 1,...,n sont des
réalisations i.i.d. d’un vecteur aléatoire (X,Y") ou X et Y représentent la population d’une
ville en 1920 et 1930, respectivement.

La Figure montre ’histogramme des lois marginales ainsi que le nuage des points
(xi,yi). On observe une forte corrélation positive entre les deux variables. Les deux lois
marginales pourraient étre des lois Gamma, mais de parametres différents. En revanche,
il n’est pas évident de choisir un modele paramétrique pour le couple (X,Y).

L’objectif de ’analyse de ces données est de comprendre la dynamique de croissance des
villes. Pour cela on introduit I'indicateur de croissance 6 défini par

E[Y] [ydF(z,y)

"= EX] T TedF(ey)

Un estimateur naturel de 8, obtenu par la méthode de substitution, est donnée par

r-X
Xn

Vu que nous n’avons pas de modele paramétrique pour la loi F' des observations, nous
pouvons effectuer du bootstrap nonparamétrique afin de déterminer le biais, la variance
ou le risque quadratique de cet estimateur.

ESTIMATEURS BOOTSTRAP

Notons E* ’'espérance conditionnelle sachant que (Xj, ..., X,,) = (x1,...,2z,). Une réplique
bootstrap de T" est donnée par T = T'(X7{, ..., X}) avec (X7,..., X;y) ~ F iid. ou F est
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FIGURE 2.3 — Données sur la population de 49 villes américaines en 1920 et 1930 (Source :
Davison and Hinkley| (1997)).
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une approximation de la loi F' des données calculée a partir des observations (z1, ..., x,).
D’apres la méthode de substitution, des estimateurs de 3, v, G(y) ou ¢, sont donnés par
B =b(F)=E[T|F]—T =E*[T*] —t
vt = Var(T]ﬁ') = Var*(T*) =E* [(T* - E* [T*])Q}
G*(y) = P(T < y|F) = P*(T* < y) = B*[1{T" < y}]
¢ =inf{y e R:P(T < y|F) > a} =G Ha).
Les estimateurs *, v*, G*(y) ou ¢}, sont appelés des estimateurs bootstrap ideaux. Seule-

ment dans des cas particuliers on peut les calculer de facon explicite. Dans tous les autres
cas, on les approche via des simulations. On procéde comme suit :

1. Générer B échantillons bootstrap (X;,..., X}, ), pour b=1,..., B de loi F.
2. Evaluer les répliques bootstrap Ty =T(X;y,...,X;,)pourb=1,...,B.

3. Calculer les approximations suivantes :

R
* * Nk 1 *
By =T"—t, ou T :EZT,) (2.2)
b=1
1B
vp=p > (I -T7) (2:3)
b=1
1B
B =5 > ULy <y}
b=1
G =G5 (@)
Notons que G est la fonction de répartition empirique associée a (17,...,T5).
Théoréme 4. Soit x = (x1,...,x,) et 0 < a < 1. Le quantile empirique G, d’ordre «,

défini par Go := F~'(a) := inf{t € R : F(t) > a}, est donné par
do = Z([an]):
ot [a] désigne le plus petit entier supérieur ou égal a a.

Démonstration. cf. TD. O

On peut également montrer que les quantiles empiriques ¢/} converge en probabilité vers
les quantiles théoriques qg de la loi I lorsque n tend vers 'infini.

Théoréme 5. Soient X1, Xo,... des v.a. i.i.d. de loi F. Soit F' strictement croissante en
le quantile ¢f = inf{t € R : F(t) > a} d’ordre o de F. Notons §7 le quantile empirique
d’ordre o associé a (X1,...,Xy). Alors,

m P
qn — qg, lorsque n — oco.

Démonstration. cf. TD. O
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EXEMPLE. DONNEES SUR LA POPULATION AMERICAINE (SUITE).

Rappelons que les observations (z;,y;),i = 1,...,n sont considérées comme des réalisa-
tions i.i.d. de loi F' inconnue. La quantité a estimer est I'indicateur de croissance 6 défini
par 0 = E[Y]/E[X], et un estimateur naturel de # est donné par T = Y,,/X,,. Nous ef-
fectuons du bootstrap nonparamétrique afin d’estimer le biais, la variance ou le risque
quadratique de l'estimateur 7'. Ainsi, on génére des échantillons bootstrap nonparamé-
trique {(z},;,v;,),i =1,...,n} pour b=1,..., B en tirant des couples (x;,y;) avec remise
dans {(z;, yz), i = 1,...,n}. Ensuite, on évalue les répliques bootstrap 7} de 7" donnés par
T*__y;n__ %E:Zﬂy;i o
b= = Ten b=1,...,B.
Tom  w 2ie1 Ly

Enfin, on peut évaluer 'estimateur bootstrap du biais 5* et de la variance v* de T par ([2.2])
et (2.3)), respectivement. Le risque quadratique de T est estimé par R*(T,0) = (5*)? +v*.

Voyons comment ca marche précisément sous R. Pour mieux observer certains aspects du
bootstrap, nous n’utiliserons pas la totalité des données, mais seulement les 10 premieres
observations.

Nous commencons par importer les données :

city < read.csv('UScitypopulation.csv', header = TRUE, sep = '\t')
city ¢ city[1:10, ]
head(city)
X Y
1 138 143
2 93 104
3 61 69
4 179 260
5 48 75
6 37 63
attach(city)
# estimateur de theta = E[Y]/E[X]
theta.hat < mean(Y)/mean (X)
theta.hat
[1] 1.520312

Créons d’abord un seul échantillon bootstrap :

# tirer n indices dans 1,...,n pour 1l'echantillon bootstrap
n < nrow(city)

ind < sample(l:n, n, replace = TRUE)

ind

[t] 10 6 6 9 7 1 2 5 9 38

On voit bien que l'indice 6, par exemple, est tiré plusieurs fois alors que les indices 3 et 4
n’y figurent pas. Enfin, on évalue la réplique bootstrap 7™ sur cet échantillon bootstrap :

> theta.boot < mean(Y[ind]) /mean (X[ind])
> theta.boot
[1] 1.751606

La valeur de la réplique bootstrap (1.751606) est relativement pres de la valeur de esti-
mateur (1.520312) sur les données. Maintenant, répétons la méme démarche 1000 fois afin
de créer un ensemble de répliques bootstrap T;,b = 1,...,1000 pour estimer le biais, la
variance et le bootstrap :
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FIGURE 2.4 — Histogramme de 1000 répliques bootstrap de T = Y;,/X,, pour un sous-
ensemble de taille 10 des données sur la population américaine.

B < 1000

theta.boot <— rep(NA, B)

for (i in 1:B){
# generer un echantillon bootstrap
ind < sample(l:n, size = n, replace = TRUE)
# replique bootstrap associee
theta.boot [i] « mean(Y[ind]) /mean(X[ind])

}

bias.boot < mean(theta.boot) - theta.hat

bias.boot

[1] 0.02960482

var.boot < var (theta.boot)

var .boot

[1] 0.04952014

risk.boot < bias.boot”2 + var.boot

risk.boot

[1] 0.05039659

On peut également tracer I'histogramme des répliques bootstrap 7,,b = 1,...,1000, voir
Figure 2.4l On observe que celui-ci est unimodal et asymétrique ; 'approcher par une loi
normale serait grossier.

La boucle for dans le code ci-dessus pourrait étre remplacé par un appel a la fonction
apply ).

2.2.1 ERREURS

En utilisant le bootstrap, on effectue deux approximations qui donnent lieu a deux erreurs
différentes. Rappelons que la cible est une caractéristique ¢ = ¢(F’) de la loi de T'. Selon la
méthode de substitution du Chapitre 1, on Papproche par ¢(E},) (ou ¢,(E},)), estimateur
bootstrap idéal, ou F,, est une estimation (paramétrique ou non) de la loi F' des données
X = (x1,...,2y). La différence entre ¢(F) et ¢(F)) est une erreur statistique, essentiel-
lement due a l’estimation de f’ a partir d'un jeu de données. Pour que cette erreur soit

petite, il faut que d’une part F,, soit un bon estimateur de F' (p. ex. convergence uniforme
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dans un sens approprié), ce qui est généralement le cas quand la taille d’échantillon n
est grande, et d’autre part, que la fonctionnelle ¢ soit suffissamment réguliere (pour que
¢(F},) ou cp(F,) se comporte bien). Pour établir des résultats comme la vitesse de conver-
gence des estimateurs bootstrap ideaux, on utilise des développements d’Edgeworth (c’est
technique et hors programme de ce cours).

L’estimateur bootstrap idéal c( n) est rarement connu explicitement. Et en général, il est
également impossible de I’évaluer de facon exacte par un calcul numérique. Par conséquent,
on utilise 'approximation par des simulations bootstrap pour obtenir ’estimateur boots-
trap cp, ou B désigne le nombre d’échantillons bootstrap. Par la loi des grands nombres,
on a, conditionnellement aux observations x = (z1,...,Ty),

e 5 e(F,), B— .

Remarquons qu’ici c’est le nombre B d’échantillons bootstrap qui tend vers l'infini, alors
que la taille n d’échantillon reste fixée! Ainsi, il suffit de choisir le nombre B d’échantillons
bootstrap suffisamment grand, pour rendre 'erreur due aux simulations négligeable. Seul
inconvénient, plus B est grand, plus le temps de calcul est long. En pratique, pour I'ap-
proximation du biais, de la variance ou du risque quadratique, il est suffisant de choisir le
nombre B de répliques bootstrap entre 25 et 200.

Pour résumer, on a

~ n ~ *
c=c(F) R c(Fp) R~ ch-
erreur statistique erreur de simulation
petite si n grand petite si B est grand

L’utilisateur a la main sur 'erreur de simulation, mais pas sur I'erreur statistique, car en
général on ne choisit pas ses données.

2.2.2 ANALYSE DE LA MOYENNE EMPIRIQUE

Dans ce paragraphe, nous analysons 'impact du bootstrap nonparamétrique sur I’estima-
tion du biais et de la variance de la moyenne empirique comme estimateur de 1’espérance
de la loi des données. La moyenne empirique est ’estimateur pour lequel les calculs de
Ierreur de simulation due au bootstrap sont encore relativement simples. Les résultats
permettent de nous guider dans le choix du nombre B d’échantillons bootstrap.

Fixons d’abord le cadre. Soit x = (x1,...,z,) une réalisation de X = (X1,..., X,,) ou les
X; sont des v.a. i.i.d. de loi F' intégrable et inconnue. Considérons la moyenne empirique
X, =1%" | X; comme estimateur de E[X;]. Notons X; = L 3% | Xp;pourb=1,...,B

les répliques bootstrap de X,,, ott X;* b sont des v.a. i.i.d. de la loi empirique F o ' de51gne

la fonction de répartition empirique associée a x = (x1,...,Tp).
Lemme 1. Conditionnellement aux observations x = (x1,...,2y), 0N a
_ _ ~ 32
E* [X7] ;:E[X;]F,X:x = Zn Var*(X;) = 2%,
n’

ot s3 = % > (i — Tn)*
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Démonstration. D’une part, on a

n

-y,

* - 1 o —
:E[XlﬂF’X:X} angxi:xn,

E* [X;] =E* =E" [X7,] (car les X;; sont i.i.d.)

d’apres ([1.5). D’autre part, on a

1
Var*(X;) = Var* ( E sz> = —Var* (X};) (car les X, sont i.i.d.)
n ) k)

1 . . 2
= {E* [(x7)7] = (B [X7,]) }
11 )
~ {nzxz - <wn>2}
=1
s
==
O
Propositionﬁ 1. L’estimateur bootstrap 5 = %Zle )_(g — Zp, du biais de la moyenne
empirique X, vérifie :
(i) Conditionnellement auz observations x = (z1,...,Zy), 0N a
E*[8p] =0
ar ==,
B nB

(ii) Sans conditionnement, en prenant l’espérance sur X, on a
E[6p] :=Ex [E"[65]] =

N n—1 Var(X
Var(/BB) = WVar(Xl) ~ g

nB

On observe que le biais estimé par le bootstrap 35 de la moyenne empirique pour approcher
E[X1] est 0 en moyenne. Par ailleurs, la variance de 83 s’approche de 0 si le nombre B de
répliques bootstrap est grand. Plus précisément, pour diviser la variance par deux, il faut
doubler le nombre B d’échantillons bootstrap.

Démonstration. D’abord, on a

E* B3] =

par Lemme (1 De méme, puisque les )_(g‘ sont i.i.d., on a

Var*(83) = Var”* ( ZXb) = —Var (X7) = 5

Maintenant, en prenant l’espérance en X (sans conditionnement), on obtient

E[8p] = Ex [E* [B5]] =
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Enfin, comme S5 est centré, on trouve que
Var(83) = E [(85)°] = Ex [E* [(85)°]]
= Ex |Var'(85) + (E*[85))°]

s
=Ex [né] (par Lemme [1)
— LE l i(X X )2
- nB X n = 7 n
1 n—-1
= — Var(X
nB n ar(Xy),
ol on a utilisé un résultat de la Feuille de TD n°6, Exercice 1. O

Proposition 2. Sous [’hypothése supplémentaire que les observations ont une loi normale,
_ N2
i.e. Xi ~ N(p,0?%), Uestimateur bootstrap de la variance vy = & B (X,’)“ -+ e X,’)“)

de la moyenne empirique X, vérifie :

(i) Conditionnellement auz observations x = (z1,...,%y), 0N a
s2B—1 82
]E* ol X X
V] n B  n
2\ 2
s 2 1
Var*(vh) ~ () Z (142
ar*(vp) <n) B<+2H4>7

ot k4 est le coefficient d’aplatissement ou kurtosis de la loi F défini par

_Elag-Eug)

(Var*(X7))®

(ii) Sans conditionnement, en prenant l'espérance en X, on a

n—18B-1 2 o?  o?
pr— 0' [P —
n? B n nB

L 20 20° 2

Sans preuve.

On observe que I'espérance de la variance bootstrap E [v}] est composé de deux termes :
le premier terme, 02/n, est purement dii & I'approximation statistique de F par la loi
empirique F, car ce terme ne disparait pas quand B tend vers l'infini. A I'opposé, le
deuxieme terme, —o?/(nB), reflete 'erreur due aux simulations, et il s’annule quand B
tend vers l'infini. D’ailleurs, on a bien

0.2

E[vg] — Var(X,) = —, B — 0.
n
De méme, la variance de la variance bootstrap Var(v};) se décompose en un terme da
a l'erreur statistique et en un terme du a l'erreur de simulation. Comment interpréter le
résultat ci-dessus? Si on souhaite p. ex. que la variance de ’estimateur vy due a l'erreur
de simulation soit de I'ordre de 10% de la variance due a I'erreur statistique, il faut choisir
B = 10n.

On peut montrer des résultats similaires pour d’autres types de loi et pour de nombreux
estimateurs 7T'.
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2.3 INTERVALLES DE CONFIANCE PAR LE BOOTSTRAP

Pour la construction d’intervalles de confiance pour un parametre 6 par la méthode pivotale
il est indispensable de connaitre la loi de I'estimateur 7" (ou sa loi limite pour un intervalle
asymptotique). Que fait-on si elle est inconnue? Comme dans le cas du biais ou de la
variance de d’un estimateur 7', on peut utiliser le bootstrap pour s’en sortir.

De fagon générale, la connaissance des quantiles ¢, de la loi de T'— 6, ou les quantiles sont

tels que
!

5)
permettent de déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — a.. En effet,

«
PQ(T —6< qa/g) = 5 et PG(T_ 0> Q1—a/2) =

l—a=1—{Py(T = 0<qup) +Po(T = 0> qi_ap)}
=1-Py ({T =0 < a2} U{T =0 > aa2})
=Py (T — 0 € [qa)2, ©1-a/2])
=Py (0 €T —q1—a/2T — qasal) -

On en déduit qu’un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — « est donné par

[t — q1—a/2s t— QQ/Z]a

ou t = T(x) est lestimateur évalué sur les observations x.

On voit bien I'importance de la connaissance des quantiles ¢, de la loi de T'— 0. Quand on
ne les connait pas, le bootstrap peut servir pour les approcher. Nous présentons plusieurs
approches bootstrap pour le faire.

2.3.1 APPROXIMATION NORMALE

La premiere méthode bootstrap est inspirée par l'intervalle de confiance asymptotique
pour la moyenne empirique. Rappelons que pour un échantillon X = (X,...,X,) ii.d.
de loi F' avec moyenne p et variance finie, on a par le théoreme central limite,

X, —
7ML>N(O,1), n — oo.

\/ % /n

N . 1 n Y2 , . . .. .y ,
ou sy = \/ =i (Xi — X,)? désigne la variance empirique associée aux données X. Par

le lemme de Slutsky, I'intervalle

ICr () | X U= x *x
1—a\M) = Zl—a/? n ) Za/Q n )

ou z, désigne le quantile d’ordre « de la loi normale standard, est un intervalle de confiance
asymptotique de niveau 1 — « pour la moyenne u. Remarquons que le terme s%( /m est un
estimateur de la variance de la moyenne empirique X,,.

Or, considérons un contexte plus général d’un estimateur 7" de 6. Dans de nombreux
cas, comme p. ex. la médiane empirique et la moyenne tronquée, la loi limite de T est
gaussienne, a savoir

T -0~ N(0,v),
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ol v > 0 représente la variance de I’estimateur T et la notation A,, ~ B,, signifie que A4,, a
approximativement la méme loi que B, lorsque la taille n d’échantillon est grand. Ainsi,
il découle un intervalle de confiance asymptotique du calcul suivant :

T-46
l—a=xPy ( ﬁ € [Za/27 Zl—a/Q])
=Py (0 S [T - \/lljzl—a/QvT - \/Ezoc/ﬂ) :

En général, la variance v de 'estimateur 1" est inconnue et doit étre estimée. Nous avons
vu précédemment que le bootstrap peut fournir un tel estimateur, noté vy, de v.

En pratique, on obtient des intervalles encore plus exacts, si on inclut une correction du
biais. Ainsi, on écrit

T -0~ N(B,v), (2.4)

avec # € R inconnu. Un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — « est alors
donné par

[T - B - Zl—a/Q\/E?T - /8 - Za/2\/5] .
Comme la variance v de l'estimateur T', on peut estimer le biais 8 de T par le bootstrap,
noté B5. On en déduit un premier ’intervalle bootstrap par approximation normale 77 .
défini par
I*

norm — [t - BE — Rl—a/2V U*Bat - ﬁE — Za/2V U*B} )
ou t = T(x) est la valeur de I’estimateur 7" sur les observations x.

L’intervalle Z} .., est un bon intervalle de confiance pour 6 si¢ ’approximation normale
de la loi T' — 0 supposée en (2.4]) est justifiée. En pratique, on vérifie cette hypothese
sur ’échantillon des répliques bootstrap Ty, ,b = 1,..., B en tragant I’histogramme ou un

QQ-plot.

EXEMPLE. DONNEES SUR LA POPULATION AMERICAINE (SUITE).

Pour les données sur la population de 49 villes américaines vues en Section on
peut calculer 'intervalle bootstrap Z .., pour 6 = E[Y]/E[X]. L’estimateur considéré
est T =Y,/ X,. En utilisant un sous-ensemble de taille 10 des données, Figure montre
I’histogramme des répliques bootstrap 77", b =1,..., B = 1000 qui n’a pas lair tres gaus-
sien & cause de son asymétrie. Ce manque de normalité indique que l'intervalle bootstrap
Ik .m 1€ sera pas un bon intervalle de confiance pour §. En revanche, en utilisant toutes les
49 observations, I’histogramme des répliques bootstrap T, devient bien plus symétrique
et le QQ-plot qui compare la loi empirique des répliques bootstrap 7, a la loi normale
indique que 'approximation est relativement bonne, voir Figure L’intervalle bootstrap

Ik .m devrait étre de bonne qualité, et il vaut

T = [1.17,1.31] .

norm

2.3.2 INTERVALLE BOOTSTRAP DE BASE

Une approche différente consiste a employer le bootstrap pour estimer directement les
quantiles de la loi de T — 0, que I'on notera g,. En effet, I'intervalle

[T — q1—a/2; T— qa/Q]
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Histogramme des répliques bootstrap
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FIGURE 2.5 — Pour 'ensemble des 49 observations sur la population américaine a) His-
togramme de 1000 répliques bootstrap T, de T' = Y,/ X, et densité d’une la loi normale
et b) QQ-plot pour comparaison de la distribution des 7j7,b = 1,..., B = 1000 a la loi
normale.
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ENTREE :

x = (x1,...,2,) échantillon

x — T(x) estimateur de 6

« intervalle de confiance de niveau nominal 1 — «
B nombre d’échantillons bootstrap

1. On évalue P'estimateur T' sur les observations x : t = T'(x).
2. for (b = 1:B)

(a) On génere un échantillon bootstrap xj = (z 4,..., ;) par tirage avec
remise dans 1’échantillon x.

(b) On évalue I'estimateur T' sur ’échantillon bootstrap : Ty = T'(x}).

3. gil glételrmineB}es statistiques d’ordre T(*faB/ﬂ) et T(*[(l—a/Q)B]) associées a
b ) == g ey .

SORTIE : Intervalle bootstrap de base :

Trasic — [Qt = T{i=a/2)B)> 2t = Ltap/2)) | -

FIGURE 2.6 — Algorithme pour le calcul de I'intervalle bootstrap de base.

est un intervalle de confiance de niveau 1 — « pour 6, car
Py (0 € [T —qi—ajo, T = Gas2]) =Po (T =0 € [qaj2: qi—ay2]) =1—a.

Notons qz’ p le quantile empirique d’ordre a associé aux répliques bootstrap T —t,b =
1,...,B. On en déduit l'intervalle bootstrap de base Z; . défini par

asic
Tasic = [t - qT—a/Q,B»t - ‘I;/z,B} :

D’apres le Théoreme |}, le quantile empirique ¢, ; d’ordre « associé aux répliques bootstrap
Ty —t,b=1,...,B est donné par
9o, = T(fap)) — b

ou T(";ﬂ) désigne la m-ieme statistique d’ordre associé a T;,b =1,..., B. Par conséquent,
I'intervalle boostrap de base se réécrit comme

Toasic = |2t = T([(1—ay2)B1) 2t — TfkraB/ﬂ)} :

En pratique, on observe que cette approche échoue lorsque la loi de T — 6 n’est pas
approximativement pivotale, ce qui veut dire qu’il faut que la loi de T'— 6 = T'(X) — 6
avec X ~ F' soit approximativement la méme que celle de T* — t = T(X*) — ¢ avec
X* ~ F. Autrement dit, les quantiles bootstrap ¢’ 5 n’ont rien avoir avec les quantiles g
recherchés. 7

Le schéma de l'algorithme pour le calcul de 'intervalle bootstrap de base est donné dans

la Figure

2.3.3 INTERVALLE BOOTSTRAP STUDENTISE

En combinant les deux premieres approches, on peut construire un troisieme intervalle
de confiance bootstrap avec des meilleures performances. Nous avons vu que le probleme
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ENTREE :

x = (x1,...,2,) échantillon
x — T(x) estimateur de 6
o intervalle de confiance de niveau nominal 1 — «
B,C nombre d’échantillons bootstrap
1. On évalue P’estimateur T' sur les observations x : t = T'(21, ..., Tp).
2. for (b = 1:B)
(a) On génere un échantillon bootstrap x3 = (=} ,,...,x} ,) par tirage avec

remise dans 1’échantillon x.
(b) On évalue la réplique bootstrap de lestimateur T} = T'(x}).
(¢) for (c = 1:0)
Kok

(i) On génere un échantillon bootstrap (z7%,...,x:},) en tirant avec
. * *
remise dans (z},,..., T} )

(ii) On évalue la réplique bootstrap correspondant de l’estimateur :
T =T (xr, ..., zx%).

c,1» »<e,n

(d) On estime la variance v; de T, par
© @ 2
vb’C:C’Z<Tc — = CZ—‘C ) 5
c=1 c=1
(e) On évalue la réplique bootstrap de Z définie par
Ty —t
2V ”f:,c .

3. On détermine les quantiles empiriques qf/*2 5 et g, Jo.p d'ordre a/2 et 1 —

a/2 associés a I’échantillon (Z],...,25) :
qf/*z,B = Z([Bajo)) €t qlzjoc/2,B = Z([B(1-a/2)))-

4. On calcule I'estimateur bootstrap de la variance v de T :

SORTIE : Intervalle bootstrap studentisé :

Z Z
stud = [t -V UE‘h—*a/zB,t —V qua72,B:| .

FIGURE 2.7 — Algorithme pour le calcul de Iintervalle bootstrap studentisé

de l'intervalle bootstrap de base réside dans le fait que T' — 0 n’est généralement pas une
statistique pivotale. Or, en divisant par P'écart-type /v de lestimateur T, on arrive a

stabiliser la variance, et la statistique

est souvent pivotale, c’est-a-dire la loi de Z sous F’ est pres de la loi de Z sous F.En fait, Z
est la méme statistique que celle considérée pour l'intervalle bootstrap par approximation
normale. Cependant, maintenant, nous ne supposons plus que sa loi est une loi normale
et nous utilisons directement le bootstrap pour approcher cette loi, en particulier, pour

estimer ses quantiles afin de construire un intervalle de confiance.
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Plus précisément, en notant ¢ les quantiles de la loi de Z, un intervalle de confiance de
niveau 1 — « pour 6 est donné par

T - qia/2\/777 T— qf/Qﬁ :

Les quantités inconnues dans cet intervalle sont la variance v de T et les quantiles ¢Z de Z.
La variance peut étre approchée par 'estimateur bootstrap habituel v%. Pour 'estimation
des quantiles ¢Z, il faut générer un échantillon bootstrap de la statistique Z. Autrement
dit, on crée des répliques bootstrap Z;,b =1,..., B définies par

T —t
Z =t
\/ Yb,C

ol v; . désigne un estimateur de la variance de 'estimateur 7} (et non de T'!). Pour obtenir
un tel estimateur il faut effectuer un autre bootstrap pour chaque b = 1,..., B. Ainsi,
soit (:Eg"l, . ,xzyn) I’échantillon bootstrap a l'iteration b sur lequel on calcule ’estimateur
bootstrap T, = T(xal, e 737?;,71)- Pour estimer la variance v} de T}, on procede ainsi :

On crée C échantillons bootstrap (z27,...,22;,) en tirant avec remise dans I’échantillon

bootstrap (2} ;,...,2},) actuel (et non dans (z1,...,2,))! On évalue les répliques boots-

trap T, = T'(x}7,...,27%,) et on estime la variance de T} par

1 1< ’
* ok ok
o= g3 (- by
c=1 c=1
Or, des estimateurs bootstrap des quantiles qf /2 et q12—a /2 sont donnés par

Zx - Zx oz
Gj2,B = Z(1Baj2)) e @la/2,B = Z(1B(1-a/2)))-

Au final on obtient l'intervalle bootstrap studentisé défini par

z z
Stud = {t - \/U*Bql—*a/Q,B7t RRVACI L *2,3} :
Parfois cet intervalle est aussi appelé intervalle bootstrap-t.

Le schéma de l'algorithme du calcul de cet intervalle est donné en Figure

La technique qui consiste a effectuer un autre bootstrap a I'intérieur du bootstrap principal
est appelée double bootstrap. Le nombre total d’échantillons bootstrap de taille n & générer
afin de calculer un intervalle bootstrap studentisé s’eleve & BC', ce qui est vite tres coliteux
en terme de calcul. Si par exemple B = 1000 et C' = 100, cela fait 100000 échantillons
a simuler. En utilisant la fonction d’influence, d’autres estimateurs de la variance de Ty
peuvent étre construits qui sont moins chers en termes de calcul.

Il est possible d’intégrer une correction du biais dans 'intervalle bootstrap studentisé, mais
elle apporte rarement une amélioration significative en pratique.

En général, 'intervalle bootstrap studentisé produit des meilleurs résultats que I'intervalle
bootstrap de base a condition que l'estimateur de la variance soit de bonne qualité. Le
double bootstrap ne donne pas toujours des résultats tres stables surtout quand la taille n
d’échantillon est faible. En fait la statistique Z est plus souvent pivotale que la statistique
T — 6 utilisé pour l'intervalle bootstrap de base, c’est-a-dire la loi de Z sous F' est égale
a (ou pres de) la loi de Z sous F. Par conséquent, les quantiles bootstrap qug sont des
estimateurs adéquats des quantiles théoriques ¢Z.

On sait que les intervalles bootstrap studentisés 77 ; sont particulierement bien lorsque
T est un estimateur d’un parametre de position ou de la tendance centrale de la loi des

observations X;, comme par exemple la moyenne empirique, la moyenne tronquée ou la
médiane empirique.
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2.3.4 INTERVALLE BOOTSTRAP PAR TRANSFORMATION DU PARAMETRE

Lorsque T — 0 ne suit pas de loi normale, il se peut qu’il existe une transformation h telle
que h(T) — h(f) a une loi normale. Plus précisément, notons U = h(T) et n = h(f) et
supposons que h est une fonction strictement croissante telle que

U —n=h(T) — h(0) ~ N(0,w),

avec une constante w > 0. Alors, on pourrait calculer I'intervalle bootstrap par approxi-
mation normale pour 1 donné par

|:’LL —V w*le—a/27u -V w*BZa/Q] )

ol u = h(t) et wy désigne l'estimateur bootstrap de la variance de U = h(T") donné par

1 & 1 &

ou Uf = MT}) = MT(xf4,...,x;,)) pour b= 1,..., B sont des répliques bootstrap de
U. Autrement dit, on a

1—a~P(ne U= VuhaaU - vihp))
=P (h(e) € [h(T) — Vwpzi—aso, h(T) — \/@Za/z})
=P (0 [n (WT) ~ Vo) h7 (WD)~ Vilzape) ]

car h est strictement croissante. Il en découle un intervalle bootstrap pour # donné par

[h—l (h(t) - \/@zl_a/g) ! (h(t) - \/@za/g)] . (2.5)

En pratique, afin de vérifier que h(7") suit une loi normale, on trace le QQ-plot des répliques
bootstrap Uy,...,Ug.

De méme, on construit un intervalle bootstrap par transformation de parametre en utilisant
I'intervalle bootstrap de base. Ainsi, notons

[2“ =~ U(iB(1-a/2))): 20 — U(*(Ba/ﬂ)}

I'intervalle boostrap de base pour 7. On obtient un intervalle bootstrap pour 6 par

[h_l <2h(t) - h(T(*(B(pa/z)]))) T <2h(t) - h(T(*[Ba/ﬂ))” ) (2.6)

car h est strictement croissante.

EXEMPLE. DONNEES SUR LA POPULATION AMERICAINE (SUITE).

Revenons aux données sur la population de villes américaines. En utilisant un sous-
ensemble de taille 10 des données, I'histogramme des répliques bootstrap T, ,b = 1,...,B =
1000 (cf. Figure affiche une certaine asymétrie. On peut chercher une transforma-
tion h qui rend I’histogramme plus symétrique, d’allure gaussienne. Nous analysons deux
transformations possibles : la premiere est le simple logarithme, i.e. h(t) = log(t), la
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Pour un sous-échantillon de taille 10 des données sur la population de

49 villes américaines en 1920 et 1930 : a) Histogramme et b) QQ-plot de {log(7}),b =
1,...,B}; c¢) Histogramme et d) QQ-plot de {(log(Tg‘))z/5 ,b=1,...,B}.
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deuxiéme est une transformation plus sophistiquée donnée par h(t) = (log(t))?/®. Fi-
gure montre ’histogramme et le QQ-plot des répliques bootstrap transformées, a sa-
voir de {h(T}),b=1,...,B}. On observe que le logarithme ne fait pas l'affaire, alors que
la deuxieéme transformation réussi a rendre la distribution de h(7}) trés proche d’une loi
normale.

En utilisant la fonction h(t) = (log(t))?/°, I'intervalle boostrap pour 6 donné en ([2.5) qui
repose sur une approximation normale vaut [1.236,2.045], alors que l'intervalle bootstrap
utilisant I'intervalle bootstrap de base défini en (2.6]) vaut [1.224,2.024].

2.3.5 METHODES DES PERCENTILES

On a vu qu’une transformation du parametre peut améliorer U'intervalle bootstrap. En
revanche, en pratique il n’est pas toujours évident de trouver une telle transformation. Il
existe une approche de construction d’intervalles bootstrap qui n’utiliser qu’implicitement
Pexistence d’une telle transformation sans que celle-ci soit connue! On distingue deux
méthodes. Commencons par la méthode de base.

METHODE DE BASE

Supposons qu’il existe une transformation h strictement croissante telle que la loi de U —n
ou U = h(T) et n = h(0) est symétrique autour de 0. Un intervalle de confiance pour 7 est
[U—ql_a/g, U —qq 2] avec gy les quantiles de U — 1. Par symétrie, ¢, = —¢q1— pour tout v,
donc 'intervalle de confiance théorique se réécrit [U + ¢, 12U+ q1-q /2]. On estime ensuite
les quantiles de U — n par bootstrap (comme pour l'intervalle de confiance bootstrap de
base), ce qui nous ameéne a 'intervalle

I, = [U+ q;/2,37u+qf—a/2,3}

ou u = h(t) et gy p est le quantile bootstrap associé a U{ — u,...,Uf — u. Remarquons
que ces quantiles bootstrap sont donnés par

4B = U(*[Bﬂ) U
On en déduit que
I = [U(*l‘Ba/g])a U(*(B(l—a/Q)])]
= | D(T{t 0 M(T{i 30 p2) -

par définition des Uy = h(T}). Ce dernier intervalle est un intervalle de confiance pour
17 = h(#). En inversant h, un intervalle bootstrap pour le parametre 6 est donné par

Thexe = |T{ipa2y Tima—asz)) - (2.7)

Remarquons que cet intervalle est calculable sans connaissance de la transformation h.

Une autre interprétation de I'intervalle donné en ([2.7)) est de le voir comme un encadrement
du parametre 6 par des quantiles de la loi de T. Mais ce raisonnement n’est valable que si
la loi de I'estimateur 7' est symétrique.

En pratique, cet intervalle n’est pas tres précis. En effet, on peut I’améliorer en incluant
une correction du biais (de U = h(T') comme estimateur de n = h(6)). De plus, I'intervalle
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hérite des inconvénients de l'intervalle bootstrap de base. En particulier, assez souvent la
statistique U — n = h(T) — h(f) n’est pas pivotale, autrement dit, sous F elle n’a pas

la méme loi que sous F. Par conséquent, ’estimation des quantiles par le bootstrap est
erronée.

Une nette amélioration de cette approche est présentée dans le paragraphes suivant.

METHODES DES PERCENTILES AJUSTEES OU INTERVALLE BOOTSTRAP BC,

On peut apporter une amélioration a l'intervalle Z7, . défini en (2.7)) par un meilleur choix

de l'ordre des quantiles bootstrap utilisés. On va construire l'intervalle bootstrap BC,,, ou
BC, signifie bias corrected and accelerated, sous la forme

Tse, = TﬁBan>¥EﬁBagw]‘ (2.8)

avec des ordres &q et G & déterminer.

Supposons qu’il existe une transformation h(-) strictement croissante, et notons n = h(0)
et U = h(T), telle que

U—n
~ N(_/Ba 1)7
In
avec € R et 0, = y/Var(U). En particulier, la quantité —o, 3 représente 1'éventuel biais
de lestimateur U comme estimateur de 7. Par ailleurs, nous supposons qu’il existe une
constante a € R telle que o,, vérifie la relation suivante

oy =1+an.

En utilisant des quantiles de la loi normale standard, on construit un intervalle de confiance
de niveau 1 — a pour 7 de la fagon suivante :

1—a:IP’(za/2§ U_nJrﬂSm_a/z)
On

=P ((2ay2 — B) (1 +an) U —n < (21-a2 — B)(1 + an))

. U-— (Zl—a/Z - 0B) U - (Za/2 - 0B)

=F <1+a(21a/2 - B) 1+ a(za)2 —5)>

. . (UCL + 1)(zl—a/2 - ﬂ) . (Ua + 1)(211/2 - ﬁ)
_P<U L+ a(z1-as2 — B) sn=v 1+ a(zq/2 — B) >

<n<

Notons

(Ua+1)(z1-a/2 = B)

(Ua+1)(za2 — B)
1+ a(z1-q/2 — B) .

1+ a(Za/Q - /8)

T = —

et To = —

En utilisant que pour toute variable aléatoire V' de loi Fy, la variable aléatoire Fy (V') suit
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la loi uniforme U]0, 1], on a
l—a=PnelU+m,U+m))
=P(-m<U-n<-7)

U —
—P(—TQ+/3§ ’7+/3§—ﬁ+/3>
0'77 O'n 0'77

—P @(—7-24-,8) g@(Unn+ﬁ> g@(—ﬁ+ﬁ> (car (U —n)/on + B ~ N(0,1))

g 0'77
Vv

~U[0,1]

_ <¢, <_Z+5> gG(T)g@(—;+B>>,

ou G désigne la fonction de répartition de la loi de T et ou on a utilisé que G(T') ~ U0, 1].
En inversant G' on obtient

oo (o3 )) e (o209)

Autrement dit, en notant

a1:<I><—Tz+B> et agqu(—ﬁ—l—ﬁ).

On On

/

et g, le quantile de niveau v de la loi de T', on a établi que
P(Qal <T<Qa2) =1l-a.

On peut maintenant appliquer la méthode des percentiles (puisque 1’hypothese d’existence
de h est bien satisfaite) mais avec les quantiles qa, et ga, plutot que g, /s et qi_q /2, ce qui
nous amene a un intervalle de confiance de la forme

10187 Tras )| -

Cependant, maintenant, a; et as sont inconnus, il faut donc les estimer. Notons que

o, (Uat1)(za2—B)
7y TP e a8 T
Ra/2 - 48

- 1+ a<za/2 - 6)
car Ua + 1 = na + 1 = o, puisque U est un estimateur de n. De méme,

_1_1_5% Zl—a/2—5
On 1 +a(zl—a/2 _/8>

+ 8.

Il nous reste a trouver comment estimer les constantes 5 et a. En fait, la constante [
vérifie
U—n

#(5) = ( - +5<8) =P <) = ((T) < h(8) = B(T <),

car h~! est monotone croissant. Cela implique qu’un estimateur bootstrap By de B est
donné par

B
s = ¢! (113 S a1y < t}) |
b=1
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On voit que si ¢ est la médiane de la loi de T', alors 8% sera pres de 0. Dans ce sens, 85
effectue une correction d’une sorte de biais.

Quant a la constante d’accélération a, elle mesure le taux de changement de 1’écart type de
U. On peut montrer qu’elle est liée au coefficient d’asymétrie de la loi de T'. Un estimateur
de a est donné par

S (T = Tp)?
6{> (T(y — T—p))?}3/%

ou T(_; est l'estimateur 7" évalué sur I’échantillon x aprés suppression de la i-éme ob-

a =

servation, a savoir T(_;) = T(z1,...,%i-1,%it1,..-,Tn), et T(y = %E?:l T(—;- En fait,
cette technique d’évaluation d’un estimateur sur un échantillon diminué d’une observation
s’appelle du Jackknife ou du leave-one-out.

Au final, U'intervalle bootstrap BC, est donné par (2.8) avec

R Raf2 — 52 " > A ( Rl—a/2 — 5E * >
a1 =P - + et Ay =90 _ — + .
: <1 + a(za/2 = Pp) P ? 1+ a(21-a/2 — Bp) P

Remarquons que si f; =0et @ =0,0na & = «a/2 et Gg =1 — a/2, et donc 'intervalle
T3¢, coincide avec lintervalle Z5,.. en (2.7).

perc

Il est possible de montrer de facon rigoureuse que l'intervalle BC, est un intervalle de
confiance pour 6 de niveau asymptotique 1 — « sous des conditions assez faibles.

2.3.6 COMPARAISON DE DIFFERENTS INTERVALLES BOOTSTRAP

L’approche traditionnelle de la statistique inférentielle repose sur des modeles idéalisés
avec des hypotheses fortes sur le type de la distribution des observations. Le bootstrap n’a
pas besoin de modele statistique bien précis. Bien qu’il existe des méthodes bootstrap dites
paramétriques qui s’appliquent aux modeles paramétriques (i.e. la loi des observations est
fixée & un parametre § € R? pres), le bootstrap est, avant tout, utilisé pour des modeles
nonparamétriques. De ce fait, le bootstrap s’avere tres utile pour des problemes pratiques
ou la définition d’un modele statistique proche de la réalité est difficile a trouver (comme
dans I’exemple sur les populations urbaines aux Etats—Unis) et/ou un modele paramétrique
est trop contraignant.

L’idée fondamentale des méthodes bootstrap est qu’en absence d’informations précises sur
la distribution des données, I’échantillon observé contient toute information disponible sur
la distribution sous-jacente, ce qui justifie la méthode de substitution et le rééchantillon-
nage.

QUELQUES CONDITIONS D’APPLICATION

La condition pour que l'intervalle bootstrap Z; ., soit un intervalle de confiance asymp-
totique est que ’approximation normale de la loi de T soit vérifiée asymptotiquement. Si
la distribution de 7" n’est pas gaussienne et par exemple asymétrique, l'intervalle Z7 .
est tres erratique. En fait, cet intervalle est peu utilisé dans la pratique, car ’hypothese
gaussienne est trés contraignante. Par ailleurs, U'intervalle Z)_ = nécessite que la taille n

norm
de I’échantillon soit plutot élevée.

Pour que l'intervalle bootstrap Z;, . de base soit performant, il faut que la statistique
T — 0 soit un pivot approximatif. Autrement dit, la loi de T'— 0 sous F' doit étre identique
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ou pres de la loi de T — 0 sous F , ce qui est rarement le cas en pratique et implique en
général des mauvaises performances de l'intervalle bootstrap 77 ..

Quant a l'intervalle bootstrap studentisé Z3 ..., 'approche conduit a de tres bons résul-
tats si la loi de la statistique Z est plus ou moins la méme quelque soit la valeur de 6,
autrement dit si Z est un pivot approximatif. En revanche, si la loi de Z varie beaucoup
avec le parametre 6, les résultats peuvent s’avérer catastrophiques. Dans ce cas, un inter-
valle bootstrap basé sur une transformation h du parametre 6 telle que h(T') — h(#) soit de
loi normale ou pivotale peut améliorer les résultats significativement. La difficulté de cette
démarche est de trouver la bonne transformation h. Un autre inconvénient de l'intervalle
studentisé est 'utilisation d’un double bootstrap, trés gourmand en termes de temps de
calcul.

Concernant la méthode des percentiles de base, elle nécessite la symétrie de la loi de T'. En
cas d’asymétrie, il est préférable d’utiliser 'intervalle bootstrap BC,. En effet, ce dernier
intervalle bootstrap Zp, affiche de trés bonnes performances en pratique.

JUSTESSE DES INTERVALLES BOOTSTRAP

Pour tous les intervalles bootstrap présentés ici on peut déduire des conditions sous les-
quelles ils sont des intervalles de confiance asymptotique. Plus précisément, on peut mon-
trer que la couverture, c’est-a-dire la probabilité Py(0 € Z,,), tend vers la valeur nominale
1 — «a lorsque la taille n de I’échantillon tend vers I'infini. On dit qu’un intervalle est juste
au premier ordre si la vitesse de convergence de la couverture vers 1 — « est de 'ordre
n~ Y2, Autrement dit, si

lim Py(d € Z,) =1 —a+ O(n~?).

n—oo
En général, les intervalles de confiance asymptotique usuels qui repose sur le théoreme
central limite sont juste au premier ordre. On peut également montrer que les intervalles

bootstrap 7y . et Z;.,. sont aussi justes au premier ordre.

En revanche, sous des conditions appropriées (mais assez souples), l'intervalle bootstrap
studentisé ainsi que l'intervalle BC, sont juste au second d’ordre, autrement dit

lim Py € Z,) =1 —a+O(n™ ).

n—oo
La convergence de la couverture a lieu plus rapidement que dans les autres cas. Ceci n’est
pas seulement un avantage théorique, mais entraine de meilleures couvertures sur des
échantillons a taille finie. Concernant l'intervalle bootstrap studentisé, cette amélioration
s’explique en quelque sorte par le fait de considérer une normalisation de la loi de I’estima-
teur T, c’est-a-dire de passer a une échelle normalisée par opposition a la méthode de base
de l'intervalle Z}?, . . Quant a l'intervalle BC,, I'amélioration est due au choix intelligent
des quantiles de la distribution bootstrap.

En fait, méme si I'intervalle bootstrap studentisé est juste au second ordre, on peut souvent
observer qu’il n’est pas tres performant sur des petits échantillons. La raison est que ’ap-
proche demande de bootstrapper le rapport de deux variables aléatoires, et c’est seulement
quand la taille d’échantillon est suffisamment grande que la variabilité du dénominateur
est suffisamment petite pour ne pas jouer négativement sur la justesse de I'intervalle.

En conclusion, I'intervalle BC, est I’approche recommandée. Il est préférable aux autres
méthodes dans la grande majorité de cas.
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CHAPITRE 3

MODELES DE MELANGE

Dans ce chapitre, nous présenterons une classe de modeles tres utilisée en statistique
comme en machine learning : les modeles de mélange. Le modele de mélange fait partie de la
famille de modeles a variables latentes. Nous montrerons son utilité et son importance pour
I’analyse des données, avant de présenter deux algorithmes pour ajuster les parametres d’un
modele de mélange, 1'algorithme EM et I’échantillonneur de Gibbs. Mais tout d’abord,
faisons un rappel sur la notion de la loi conditionnelle, qui est un outil nécessaire pour la
définition et manipulation des modeles de mélange.

Quelques références : sur les modeles de mélange en général (Droesbeke et al., [2013; McLa-
chlan and Peel, 2000), sur I’algorithme EM (McLachlan and Krishnan, 2008)) et sur I’échan-
tillonneur de Gibbs pour les mélanges (Marin and Robert, 2007; Robert and Casella;, 2004).

3.1 RAPPEL : LOI CONDITIONNELLE

Soient A et B deux événements aléatoires A, B € A tels que P(B) > 0. La probabilité
conditionnelle P(A|B) de A sachant B est définie par

P(A|B) = Pﬁ(;)B)

Si A et B sont des événements indépendants, on a

P(A)P(B)

PAIB) = =55

= P(B).
De la définition des probabilités conditionnelles découle immédiatement la formule de
Bayes
P(BJ|A)P(A)
P(B)

pourvu que P(A) > 0 et P(B) > 0, et la formule des probabilités totales

P(A|B) =

[e.e]
P(A) = )  P(A[B:)P(By).
=1
si By, Bs, ... forment une partition de Q telle que P(B;) > 0 pour tout i.
Soient X € RP et Y € R? des vecteurs aléatoires. Notons px vy la densité jointe du vecteur

aléatoire (X,Y) € RPT par rapport & une mesure de référence donnée H(X,Y) = BX @ [y
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sur RPT4. Notons px et py les densités marginales de X et de Y données par
rx(e) = | poco @i @) et pv) = [ poc (e sx(ds).
q p

Pour z € R fixée, on définit la fonction y — py|x(y|z) comme

pyix(ylz) = { px () S? px(z) >0,
Y (y) sinon.

On remarque que py|x(-|z) est une densité de probabilité par rapport & la mesure iy pour
tout = € RP, car

pyix(ylz) > 0,Vy € R? et /R pyx (ylz)py (dy) = 1.
q

On appelle pyx(-|z) la densité conditionnelle de Y sachant que X = z.

La loi conditionnelle de Y sachant que X = z est alors donnée par

P(Y € AX =2) = [ pyix(ulaur(dy). A€BocR,

et I’espérance conditionnelle de Y sachant que X = x par

[e.9]

E[Y|X = 1] = / upyix iy (dy).

La condition E[||Y]|] < co est suffisante pour assurer 'existence de 'espérance condition-
nelle E[Y|X = z| pour tout z.

On peut également définir la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant que
X =z, notée Fyx(-|z) : c’est la f.d.r. qui correspond & la mesure de probabilité P(Y €
-|X = x). Elle est donnée par

" pyix )y (dt).

Fyix (y|r) :/

Dans le cas discret, quand X et Y sont deux vecteurs aléatoires discrets & valeurs dans
V = {v1,v9,...} et W= {wy,ws,...}, resp., la loi conditionnelle de Y sachant que X = v,
pour v € V fixé, est donnée par les probabilités

P(Y = wk,X = U)

P(Y = wi|X =0) = PX =0

vk > 1.

Dans le cas continu, ot X et Y sont deux vecteurs aléatoires de densité jointe fx v(z,¥)
par rapport a la mesure de Lebesgue sur RP19, la densité conditionnelle Jy|x de Y sachant

X est donnée par
fox) (@) si fx(z) >0
= 0’

T) = Ix(z)
fyix (y]z) { ) i fx(2)

ou fx et fy dénotent les densités marginales de X et Y.

Remarquons que ces définitions sont cohérentes avec les définitions plus générales dans la
littérature. En particulier, si 'on note g(x) = E[Y|X = z| (tel que défini ci-dessus), alors
9(X) est bien 'espérance conditionnelle de Y sachant X au sens ot ¢’est ['unique variable
aléatoire mesurable par rapport a X telle que

E[f(X)g(X)] = E[f(X)Y]
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TABLE 3.1 — Fréquences des longueurs des ailes en mm de 381 passereaux.
Longueur ‘ 82 83 84 85 8 87 8 &89 90 91 92 93 94 95 96 98
Fréquence ‘ 5 3 12 36 55 45 21 13 15 34 59 48 16 12 6 1

Histogramme

0.15
|

0.10
|

Density

0.05
|

0.00
L

T T 1
85 90 95

Longueur de l'aile

FIGURE 3.1 — Histogramme des longueurs des ailes.

pour toute fonction f mesurable bornée (I'unicité étant & comprendre au sens ou deux
variables aléatoires X-mesurables qui satisfont cette propriété sont égales presque stre-
ment).

3.2 MODELES DE MELANGE

Les modeles de mélange sont tres fréquemment utilisés dans la modélisation des données
issues de tous les domaines d’application ainsi qu’en apprentissage statistique pour des
taches comme le clustering d’individus. Les modeles de mélange définissent des familles de
lois de probabilité tres riche, avec relativement peu de parametres en combinant des lois
usuelles. Ils permettent de modéliser et estimer une structure ou organisation sous-jacente
des observations sous forme de plusieurs groupes ou populations avec des comportements
variables.

3.2.1 EXEMPLE : LONGUEURS DES AILES DE PASSEREAUX

Les données suivantes proviennent d’une étude sur la migration des passereaux. Pour ne
pas trop perturber les oiseaux capturés brievement, seulement quelques mesures rapides
sont effectuées. La Table reporte les mesures de la longueur d’une aile (en mm) de 381
passereaux et la Figure représente les données graphiquement. La forme bimodale de
I’histogramme laisse penser a la présence de deux populations différentes dans I’échantillon.
En effet, il y a une petite différence en la taille des males et femelles. En revanche, lors
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TABLE 3.2 — Taux de chlorure dans le sang (mmol/L) pour 542 individus.
Taux 8 8 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Fréquence 2 3 4 5 7 5 13 13 27 36 40 72 68

Taux 101 102 103 104 105 106 107 108 109 111 113 115
Fréquence | 80 47 43 33 19 6 6 4 5 2 1 1

Histogramme Normal Q-Q Plot

0.04 0.08 010 012
Sample Quantiles
0

0.02

0.00

T T T 1
%0 9% 100 105 110 115 -3 -2 -1 0 1 2 3

Chlorure dans le sang ‘Theoretical Quanties

(a) (b)

FIGURE 3.2 — (a) Histogramme des données de chlorure dans le sang et la densité de la
loi normale N(fi,5%) ot fi et 6% sont 'EMV. (b) QQ-plot des données standardisées en
comparaison a la loi normale standard.

de cette étude, le sexe des oiseaux n’a pas été observé. Par conséquent, nous disposons
alors d’un seul jeu de données qui mélange les observations pour les méales avec celles des
femelles.

Pour modéliser une telle situation ot on observe deux populations de comportement dif-
férent, il convient d’associer une loi de probabilité & chacune des populations. Autrement
dit, on introduit une loi Pr pour les longueurs d’aile des femelles et une loi Py; pour les
males. Vu la forme bimodale de I'histogramme, on pourrait choisir des lois normales pour
Pr et Py (de parametres différents).

Si on avait noté le sexe de chaque oiseau, on pourrait faire deux sous-échantillons pour
estimer les parametres des lois Pr et Py; séparément. Malheureusement, ce n’est pas le cas.
Par conséquent, il faut intégrer dans le modele le fait que I'on ignore si la i-eéme observation
x; est la longueur d’aile d’une femelle ou d’un male.

3.2.2 EXEMPLE : TAUX DE CHLORURE DANS LE SANG

Une autre étude porte sur le taux de chlorure dans le sang chez des adultes. Nous disposons
d’un échantillon de taille 542 (cf. Table[3.2). La Figure[3.2) (a) montre I'histogramme qui est
de forme unimodale et relativement symétrique. La densité d’une loi normale superposée a
I’histogramme est en bonne adéquation, sans étre parfaite. En revanche, le QQ-plot (Figure
(b)) qui compare les données (standardisées) a la loi normale standard est nettement
moins favorable a 'hypothése d’une simple loi normale.

En fait, ici, il est plus réaliste de supposer que la population observée contient une grande
proportion 7 d’individus en bonne santé et une petite proportion (1 — 7) d’individus
malades avec des taux de chlorure extrémes (soit tres bas, soit trop élevé). On peut faire
I’hypothése que les individus sains suivent une loi normale N (p1, J%) alors que les individus
malades suivent une loi normale N (ug2,02) avec & peu prés la méme moyenne (p; ~
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i) mais avec une plus grande variance que les personnes en bonne santé (O‘% < O‘%).
Nous soulignons que nous ignorons qui sont les personnes malades dans cette étude. Il est
alors nécessaire d’utiliser un modele qui modélise a la fois le comportement des personnes

malades comme des personnes en bonne santé.

3.2.3 DEFINITION D’UN MODELE DE MELANGE

Les deux exemples précédents appartiennent a la famille des modeles de mélange, qui
est la modélisation simultanée du comportement de plusieurs populations différentes. La
définition d’une population, classe ou groupe dépend de ’application. Elle peut reposer
sur par exemple les tranches d’age, les milieux sociaux, les nationalités ou des antécédents
médicaux pour ne parler que de criteres sur des populations humaines. Mais a vrai dire, il
n’est pas nécessaire de définir ces groupes (ou de savoir les interpréter), il suffit de supposer
qu’ils existent.

Soit m > 2 le nombre de sous-populations différentes dont nous cherchons & modéliser le
comportement. Notons IP; la loi associée a la j-eme classe. Pour simplifier les notations,
nous supposons que toutes les lois P; appartiennent & une méme famille H = {hy, ¢ € O}
de lois connues ot & C RY et hg désignent des densités par rapport a une mesure de
références p. On notera ¢; € ® le parametre de la loi Pj, autrement dit, P; est la loi
de densité hy,. En plus, notons m; la proportion d’individus de la j-eéme classe dans la
population totale, de sorte que 7; € [0, 1] pour tout j =1,...,m et Z;”:l = 1.

MODELISATION

Pour définir une variable aléatoire X qui représente m populations différentes, il convient
d’introduire d’abord une variable aléatoire U pour modéliser I’appartenance d’un individu
a une des m populations. Plus précisément, la loi de U est discrete a valeurs dans {1,...,m}
avec

PU=j)=mnj, j=1,...,m.

Ce qui est équivalent a la notation
m
U~ mibg,
j=1

ol dy;, désigne la mesure de Dirac avec masse 1 en {j}. Par ailleurs, on introduit des
variables aléatoires Vj, j = 1,...,m ou Vj est de densité hy, avec ¢; € ®. On suppose que
les variables aléatoires U, V1, ..., V,, sont mutuellement indépendantes. Enfin, on définit
la variable aléatoire X par

m
X=> 1wV (3.1)
j=1
Dans les deux exemples précédents, on peut considérer les données x = (z1, ..., x,) comme

des réalisations i.i.d. d’une telle variable aléatoire X avec m = 2 classes.
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LOI DE MELANGE

Calculons la loi de X . Par la formule des probabilités totales et I'indépendance des variables
Vjet U, on a

Fx(r)=P(X <x)= iIP’(X <x|U =kPU = k)
fe—=
TP i]l{UZj}V} <z|U=k

mP(Ve SalU = k) =Y mP(Vi <) = > miFy, ().
k=1 k=1 k=1

Comme les lois des V; admettent des densités par rapport a une mesure p, on en déduit
que la loi de X admet également une densité px par rapport a p. En dérivant Fx on
obtient pour la densité

px (@) =Y mih,(x). (3.2)
j=1

La densité px est dite densité de mélange. On appelle hy, la j-ieme composante du
mélange et 7; son poids. Notons que, si H = {hy, ¢ € @} est une famille de lois continues
(ou discretes), py est également continue (ou discrete). La densité de mélange px est une
combinaison convexe des densités hy,,j =1,...,m.

Les parametres du modele de mélange sont, d’une part, les parametres ¢1, ..., ¢, € P des
différentes composantes du mélange, et d’autre part, les probabilités discretes 71, . .., Tm
de la loi de U. Puisque ZTzl m; = 1, la valeur de m,, est déterminée par les valeurs de
T1,...,Tm—1. 1l en résulte que le vecteur de parametres # d’un modele de mélange comme
décrit ci-dessus est donné par

0= (¢1,...,¢m,7'(1,...,71'm_1).

Si les ¢; sont des nombres réels, le modele de mélange contient alors 2m — 1 parametres
inconnus.

Le nombre m de populations ou classes est appelé ordre du mélange. Dans ce cours, on
supposera que 'ordre m du modele de mélange est connu. Cependant, ce n’est que rarement
le cas en pratique. Il existe différentes méthodes pour sélectionner I'ordre m d’un mélange
au vu des données, mais elles dépassent le cadre de ce cours. Remarquons simplement qu’en
augmentant ’ordre m on ne peut qu’enrichir le modele et donc améliorer ’adéquation aux
données puisqu’un modele d’ordre m peut toujours étre vu comme un modele d’ordre m+1
ou le poids d’un des groupes est nul, ou alors ot un groupe est divisé en deux groupes
avec des parametres ¢; identiques. Néanmoins, utiliser un modele trop riche conduit en
général au probleme du surapprentissages. Cela signifie que le modele explique tres bien
les données sur lesquelles on ajuste les parametres, mais il est défaillant sur des nouvelles
observations. Il convient d’opérer un compromis entre un modele suffisamment expressif
et un modele avec un nombre de parametres limité.

On appelle les U; des variables latentes ou manquantes ou cachées, car elles ne sont pas
observées. L’appartenance de groupe d’une observation X;, qui correspond a la valeur de
la variable U;, est létiquette ou le label de X;. Un modele de mélange est adéquat lorsqu’on
ne dispose pas de ces labels, comme dans I'exemple des passereaux ol le sexe des oiseaux
n’est pas observé. Ce manque d’information se produit pour des raisons variées. Cela est
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parfois dit & un oubli pendant I'acquisition des données. Parfois il est impossible (ou tres
cher) d’obtenir cette information. Mais le plus souvent, on ignore quelle variable ou quel
critere définit bien les groupes qui explique la loi des observations. En général, on ne fait
que ’hypothese qu’'un tel partitionnement existe et on cherche a l'identifier et ensuite a
interpréter les groupes obtenus.

En effet, si les variables latentes étaient observées, on ne s’embéterait pas a faire un modele
de mélange, mais on utiliserait simplement un modele par population. Pour les passeraux,
on aurait un modele gaussien pour les femmelles et un autre pour les males.

LOI MELANGEANTE OU LOI LATENTE

Définissions la variable aléatoire W & valeurs dans {¢1,. .., ¢n} avec
P(W:¢j):ﬂj, j:1,...,m.

Notons Q la loi de W donnée par

Q= 70,3
j=1

La loi Q détermine la loi de la variable X définie par le modele de mélange associé. On
appelle Q la loi mélangeante ou la loi latente du mélange.

On peut réécrire la densité de mélange pxy donné en (3.2) comme
px(@) = [ ()0, (33)
ped

Quand Q est une loi discrete comme ci-dessus, px donné en est la densité d’un
mélange fini avec m composantes. En revanche, on constate que l'intégrale en fait
aussi sens lorsque QQ est une loi continue sur ® : on parle de mélange continu, ce qui
correspond a un mélange avec une infinité de composantes.

3.2.4 SIMULATION D’UN MELANGE

La simulation de réalisations d’un mélange se fait assez naturellement en deux étapes en
utilisant la variable latente.

Pour simuler une réalisation X d’un mélange fini, on utilise la construction de X par des
variables aléatoires U, Vi, ..., V,, donnée par (3.1) :

1. Tirer I’étiquette U ~ Z;”Zl m;0(51, c'est-a-dire générer une réalisation de la loi dis-
crete a valeurs dans {1,...,m} avec probabilités P(U = j) =7j,j =1,...,m.

2. Tirer des réalisations Vj ~ hy.,j = 1,...,m indépendantes.
3. Evaluer X = Z;ﬂ’:l Liy—pVj.

En effet, on peut simplifier cet algorithme en ne simulant que la composante V; dont on a
vraiment besoin :

L. Tirer 'étiquette U ~ 377" 7051
2. Tirer une réalisation de la U-ieme composante : Viy ~ hg,,.
3. Poser X = V.
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TABLE 3.3 — Composition des 12 mélanges i.

(a) Densité normale standard N(0,1)

(b) Densité unimodale asymétrique IN(O0,1) + tN(3,(3)?) + 2N (£, (5)?)
(c) Densité fortement asymétrique Sr_o SNB((3)F — 1), (2)%)

(d) Densité unimodale leptocurtique SN(0,1) + 3N(0, ()%

(e) Densité avec outlier HN(0,1) + FN(0, (55)2)

(f) Densité bimodale SN (-1, (%)2) + 3N (1, (5)?)

(g) Densité bimodale séparée SN(=2,()H + NG, (3)Y)

(h) Densité bimodale asymétrique SN(0,1) + }é/\/'(%, ()%

(i) Densité trimodale SN(=8,(2)H) + SN (L, (2)?) + HN(0, (5)?
(j) Griffe 1o (=1, (3)%) + 166V (1, (5)%) + 2o sV (k= 3)
(k)  Griffe asymétrique INO, D)+ 2 Nk + 1, (277 /10)?)
(1) Peigne b0 Ze N((65 — 96(1)F) /21, (322 /22F)

Alternativement, on peut utiliser la loi latente Q dans la simulation d’un mélange. Ceci
revient a remplacer le tirage de la variable latente U par la génération d’une réalisation
de la variable aléatoire W. Autrement dit, on tire directement le parametre ¢ :

L. Tirer le parametre W ~ >, midg 3.
2. Tirer une réalisation V de la loi Ay .
3. Poser X =V.

L’intérét du dernier algorithme est qu’il s’applique également a la simulation d’un mélange
continu.

3.2.5 NOUVELLES CLASSES DE LOIS DE PROBABILITE

On peut constater que les modeles de mélange définissent des nouvelles classes de lois de
probabilité qui sont trés grandes et parfois trés intéressantes en elles-mémes. En d’autres
termes, on peut utiliser un modele de mélange méme si le phénomene observé ne permet
pas de parler de groupes ou sous-populations. Dans ce cas, un modele de mélange est juste
utilisé pour approcher la loi du phénomene observé, quand les familles de lois classiques
ne sont pas appropriées.

Pour illustrer la diversité des mélanges de lois normales, nous en donnons quelques exemples :

Les mélanges présentés dans la Table [3.3] sont représentés graphiquement dans les Fi-
gures [3.3] et Le nombre de classes varie entre 2 et 9. Ces figures nous donnent une
idée de la grande variété de lois de probabilité que 'on peut obtenir par des mélanges
gaussiens.

En fait, il est possible d’approcher toute densité continue a 1’aide d’'un mélange gaussien,
au sens de la norme L ou uniformément sur tout compact.

Théoréme 6. Soit g une densité continue.

(i) Pour tout € > 0 il existe un mélange gaussien fini de densité g donnée par
m
g(z) = Zﬂjf/v(uj,gg)(iﬂ),
j=1
avec p; € R, 05 >0, m; > 0 tel que Z;n:l m; =1, tel que
lo=als = [ lofa) ~ a(@)lde <
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FiGURE 3.3 — Graphes de densités de mélanges gaussiens.
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FIGURE 3.4 — Graphes de densités de mélanges gaussiens (suite).
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(ii) De méme, pour tout € > 0 et tout compact IC, il existe un mélange gaussien fini de
densité g tel que

sup [g(z) — g(z)| <e.
zell

Démonstration. Supposons qu’on a démontré le point (i7) et démontrons (). Soit € > 0
fixé. Puisque g est intégrable, il existe un compact K tel que

/ g(z)dx < =
R\K 4

D’apres (i7), il existe un mélange gaussien g tel que

€
su z)—gx)| < 0,
supg(z) = 9(@)] < g

ol |K| désigne la mesure de Lebesgue de K. Donc, [ |g(z) — g(z)|dz < §. Or,

I~ gl = [ late) - |M—A\u> Dldz+ | lo(@) - 5(@)lda.

On constate que

/R\IC lg(w) — g(z)|dz < /R\IC g(x)dz + /R\IC G(z)de
_ /R\;c g(a)dz +1— [/K(g(x) — g(z))dz + /Kg(x)d:r]

R\K
gz/ mmm+/mm—mmm
R\K K
<25+§—§5
4 4 47

ce qui termine la preuve de (7).

Pour montrer (ii), soient € > 0 et K un compact fixé. Par densité par rapport a la norme
uniforme sur K, on peut supposer que g est lipschitzienne et bornée (sinon on remplace g
par une densité lipschitzienne et bornée g telle que la norme uniforme sur K de g — g est
plus petite que €/2 et on cherche a approcher § par un mélange gaussien avec une précision
/2, ce qui concluera). Considérons la convolution g, de g par un noyau gaussien f N(0,02)
de variance 02 > 0 :

1 42 1 _(@—y)?
9o () = g* fn(o,02) = m/ﬂgg(ﬁay)e Tdy = W/ng 207 dy

(qui est bien une densité de probabilité, & savoir celle de la loi de X + oY avec X de
loi g et Y ~ N(0,1)). Remarquons que g, est un mélange (infini) de lois gaussiennes
{N(m,0o?),m € R}) (dont la densité de mélange est g). Il faudra donc dans un deuxieme
temps I'approcher par un mélange fini. Mais montrons déja que, pour ¢ — 0, g, converge
uniformément vers g. En notant L la constante de Lipschitz de g,

y2 1 y2
< gz +oy)le zd LO’/ e 2dy < Lo.
9(2) = 9r(@)| < = [ lola) =gl + o) = [ e ay
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Pour ¢ = ¢/(2L), on a donc sup,cx |9(x) — g5(z)| < €/2. 1l reste & approcher g, par une
densité de mélange gaussien fini g, uniformément sur X, & un niveau de précision ¢/2,
puisqu’on aura alors

_ B 11
sup |g(w) — g(z)| < suplg(z) — go(x)| +sup |g(z) — go(7)| < St e=e.
zelkC zelkC zelkl

Pour M > 0 et n € N, a préciser plus tard, on considere une subdivision de [—M, M| en

n intervalles de la forme [x;, ;41| avec x; = —M + 2Mi/n pour i = 0,...,n. On ajoute
To = —00, Tnt1 = +o00 et on pose y; = (x; + x441)/2 pour i = 0,...,n. Ainsi, pour
=1,.
Yi n +oo
m':/ gly)dy = Zm:/ g(y)dy = 1.
Yi—1 i=1 —o0

On pose finalement

Pour tout z € I,

’ga—(fL’)—g(.’Eﬂ < \/W

On commence par choisir M suffisamment grand pour que les deux intervalles extrémes
(1 = 1 et n) soit de masse suffisamment petite, autrement dit on choisit M tel que

/ o)d(y) < Varo?.
lz|=M—1 8

On choisit aussi M assez grand pour que K C [—M, M]. En utilisant que (—oo,y1] U
[Yn, +00) C {z € R, |x| > M — 1} pour tout choix de n > M (on suppose donc n > M
dans la suite), on obtient

_(@—z? _(@—y)?
[ 202 — e 202

g(y)dy < (m1 +m) <

IR

1 Z /yl 2
V2mo? | Yio1 V2mwo?
i€{l,n}
Pour les intervalles finis (i € {2,...,n — 1}), |y — z;| < M/n pour tout y € [y;—1,v:]. En
utilisant que la fonction s — e~% est 1-Lipschitz sur R, et que la fonction s — s? est
4M-Lipschitz sur [-2M,2M], et le fait que z —y € [-2M,2M] six € K C [-M, M] et
€ [-M, M], on obtient

_@=ep? _(@-yp? 4M 2M?
e 2% —e 227 | < T‘gm -y o2
pour tout z € K, 7 € {2,...,n} et y € [yi—1, yi]. On choisit donc n assez grand pour avoir
2M? < €
no2V2ro? 4’
ce choix impliquant que pour tout z € K,
o= zl) (@—y)? el v €
— e_ 202 — d < -
Norre :2/ 4;/i_lg(y)y\ e
et donc finalement sup,cx |g(z) — go(z)| < €/2, ce qui conclut la preuve. O
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3.2.6 IDENTIFIABILITE

En général, on dit qu'un modele statistique {Py,0 € ©} est identifiable si et seulement si
VG,Q/E@, P9:P9/2>9:9/.

Sans identifiabilité du modele il est impossible de définir (et donc estimer) de maniere

unique une “vraie” valeur du parametre 6 & partir des observations de la loi Py.

Le modele de mélange ainsi défini n’est pas identifiable. Il est clair que tout mélange de
m classes peut étre représenté par un mélange de m + 1 classes, soit en ajoutant une
population avec poids 7; = 0, soit en coupant une sous-population en deux avec le méme
comportement, c’est-a-dire avec le méme parametre ¢;.

Voyons un petit exemple : le mélange suivant de deux gaussiennes

0.3fj\/(071) + 0.7f/\[(172) (3.4)

peut s’écrire comme un mélange de trois gaussiennes avec deux composantes identiques :

0.1fn0,1) +0-2fa70,1) + 0.7 far1,2)

ou encore comme un mélange de trois composantes différentes dont une de poids O :
0.3fa0,1) +0-7fx(1,2) + 0 A7 (100,100) -

Pour obtenir un modele de mélange avec exactement m populations différentes, il faut
ajouter les contraintes suivantes sur les parametres : 7; > 0 pour tout j, et ¢; # ¢; pour

tout j # 7.

Cependant, méme sous ces contraintes, le modele n’est toujours pas identifiable, car il est
possible de permuter les indices. Plus précisément, on peut aussi bien associer le couple
de parametres (¢1,7m1) au comportement des femmelles que les parametres (¢, m2), car il
n’y a pas de régle pour définir quelle population est la premier, deuxieme. .. composante
du mélange.

Par exemple, le mélange gaussien en (3.4) est le méme que le suivant ot on a permuté les
composantes :

0.7fx@a,2) + 0-3Fn0,1)-

Ce probléme d’identifiabilité du modele, ou la permutation des composantes ne change
pas la loi de mélange, est connu comme le probleme du label switching.

Si ® C R, on peut obtenir I'identifiabilité du modele de mélange par les deux contraintes
suivantes
Pr1<pa<...¢0m, e m>0 pourj=1,...,m.

Sous ces contraintes la forme de I’ensemble de parametres © devient compliquée, ce qui
peut entralner des problemes sérieux au niveau du calcul d’estimateurs. En effet, certains
algorithmes d’optimisation ne peuvent pas prendre en compte de telles contraintes sur
I’espace des parametres.

En général, on se contente d’une notion d’identifiabilité plus faible. On dit que la famille
de lois de mélange

G=<g()=> mhy,()m;>0> m=1¢; €
j=1

j=1
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est identifiable a une permutation des parametres prés si et seulement si pour tout g =
Z;nzl 7Tjh¢j €get g/ = Z;nﬂ 7T;-h¢; € G, ona
9=9 =0Q=0Q,

ot Q est Q' sont les lois latentes respectives des mélanges définis par g et ¢’, & savoir

Q=) gy et Q=) mh
j=1 j=1

La plupart de mélange de lois usuelles (gaussien, Poisson, Beta, Gamma) sont bien iden-
tifiable a une permutation des parametres pres. Un contre-exemple est le mélange de lois
Bernoulli ou de lois uniformes (cf. TD).

3.2.7 ESTIMATION DE PARAMETRES

Revenons aux exemples des longueurs d’aile des passereaux et du chlorure dans le sang.
Notons x = (x1, ..., Z,) un échantillon i.i.d. d’'un modele de mélange avec deux populations
(m = 2), ou chaque composante suit une loi normale. La densité de mélange fy s’écrit donc
comme

Jo(@) = DIN (i 02) + (1= D) FNr(un02)

_ (z —m)® 1-p (z — p2)?
— 72 exp {_ 20_% } + 5 exXp _T"% y (35)

2moy 2moy

avec p €]0,1[. On cherche & estimer les parametres inconnus 0 = (1, 2, 07, 75, p).

Pour la méthode du maximum de vraisemblance, on calcule la fonction de vraisemblance
par

2

et la fonction de log-vraisemblance

(6) = 3" log falay)
i=1

=1
Or,
gf(e) = i U% P {_ (9655%1)2 } - U% exp {_ (“3;(/;%2)2 }
Op i=1 C% exp {_(93;;%1)2 4 10;2 exp {_ (1552)2}

8,[11 — U%GXP {_(a:gé?ﬁ + 1;2 eXp{_(x;;gz)z}
0

—l(0)=...

92 (0)

11 est clair que I’équation V£(0) = 0 n’admet pas de solution explicite. En effet, le fait que
la fonction de vraisemblance s’écrit comme un produit de sommes rend sa maximisation
assez compliquée. Le calcul de 'estimateur du maximum de vraisemblance dans de modeles
de mélange nécessite généralement des méthodes numériques.
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3.2.8 MODELES A VARIABLES LATENTES

Les modelse de mélange font partie d’une famille de modeles plus large, qui sont ceux qui
font intervenir des variables cachées comme 1'étiquette U dans le modele de mélange (la
variable qui désigne 'appartenance de groupe). On parle aussi de variables latentes ou de
variables manquantes, quand il y a des variables du modele qui ne sont pas observées, et
on appelle ces modeles des modeles a variables latentes.

On peut citer comme autre exemple de modele & variables latentes les données tronquées
ou les observations sont données par X; = min{Z;, c}, o ¢ € R est une constante et les
Z; sont des variables i.i.d. de loi fy. Ainsi, si Z; > ¢, on n’observe pas la valeur de Z;.

Un autre exemple similaire sont les données censurées. Soient Z; des variables aléatoires
i.i.d. de loi fy et W; des variables aléatoires i.i.d. de loi gy. Supposons que les (Z;); et (W;);
sont indépendantes. On observe pour i = 1,...,n les variables §; et X; définies comme

i =lqw,<zy et X;=min{V;, W;} = { }V/V :1 g :(1)

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes. Soit x un échantillon i.i.d. de densité
po, dans le modele statistique {pg,0 € O} avec © C R?. On dit que x sont les données
incomplétes du modele. On dénote u les variables latentes du modele. On dit que (x,u)
sont les données complétes du modele. On considére (x,u) comme une réalisation de
densité gg, dans un modele statistique {gp, 0 € ©}. Ainsi, py est la loi marginale de gg, &
savoir

po(x) = / 4o (%, 2)p(dz).

Typiquement, un modele de données incomplétes {pg, 0 € O} est tres compliqué de sorte
que les estimateurs classiques (EMM ou EMYV) ne sont pas calculables explicitement.
L’objectif de I'introduction de variables latentes dans le modele est de passer a un modele
pour lequel les calculs se passent mieux. En effet, on se rend compte facilement dans
I’exemple d’un mélange gaussien que ’EMYV serait explicite si I’on avait observé les données
completes (x,u).

Dans le paragraphe suivant nous présenterons une méthode numérique pour approcher
EMV dans des modeles a variables latentes, qui exploite justement le fait que 'EMV
dans le modele des données completes est abordable.

3.3 ALGORITHME EM

L’algorithme EM de Dempster, Laird et Rubin (1977) est une procédure itérative pour
approcher ’EMV dans des modeles a variables latentes.

3.3.1 CONTEXTE D’APPLICATION

Soit (u,x) un échantillon de la densité g, dans le modele statistique {gp, 0 € O} avec © C
R?. On observe x, mais pas u. Nous supposons que le modele est tel que la maximisation
de la log-vraisemblance 6 — log py(x) des données incomplete n’a pas de solution explicite,
alors que la fonction de log-vraisemblance 6 — log gg(x, u) des données completes est facile
a maximiser.
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QUB(t+1)]6t) + K //-\\
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F1GURE 3.5 — Illustration d’une itération de l'algorithme EM. La courbe solide représente
la log-vraisemblance 6 — £(0) = log py(x), qui est minorée par 6 — Q(A|0®)) + k (courbe
hachurée). Les deux courbes se croisent en la valeur actuelle ) de §. En maximisant
6 — Q(A|0Y), on augmente 6 — £(6) .

3.3.2 L’ALGORITHME EM

L’idée de lalgorithme EM est d’utiliser I’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance
des données completes sachant les observations x comme approximation de la log-vraisemblance
des données incompletes. Ainsi, on "estime” les variables latentes u et on exploite le fait
que la log-vraisemblance 6 — log gg(x, u) est facile & maximiser. Or, afin de calculer cette
espérance conditionnelle, il faut connaitre la loi conditionnelle des variables latentes U
sachant X = x sous la loi Py. Il faudrait alors connaitre la vraie valeur du parametre 6, ce
qui n’est évidemment pas le cas. On procede alors de fagon itérative : en partant d’une va-
leur initiale du parametre (%), on évalue 'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance
et ensuite on met & jour le parametre #®) en maximisant cette espérance conditionnelle.
Concretement, l’itération ¢ de ’algorithme EM consiste consiste en les étapes suivantes :

E’tape E. Calculer la fonction
0 QUI™Y)  avee  Q(O10') = Eyflog go(X, U)X = x],

et olt 1) est le résultat de litération précédente.

Etape M. Maximiser la fonction 6 — Q(0|0¢~1). Plus précisément, calculer la
nouvelle valeur de 6 par

®) — (t=1)
0 arg max Q0|0 ).

La premiere étape est dite étape d’espérance, la deuxieme étape de mazimisation, d’ou le
nom de l'algorithme EM (en anglais expectation-mazimisation).

3.3.3 PROPRIETES DE L’ALGORITHME EM

L’objectif de I'algorithme EM est d’approcher 'EMV. Bien qu’on ne puisse pas garantir que
ce but soit toujours atteint, on peut montrer des propriétés importantes de cet algorithme.
Notamment, & chaque itération la log-vraisemblance £(6) = log pp(x) est augmentée.
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Théoréeme 7. Soit (O(t))tzl une suite obtenue par lalgorithme EM. La log-vraisemblance
0(0) des données incomplétes vérifie, pour tout t,

200Dy > (™),

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tout 6, il existe une constante ky telle que
(i) la log-vraisemblance £(6) est minorée par Q(6]6') + kg pour tout 6,6’ et
(ii) Q(0|0) + kg = £(6) pour tout 6.

En effet, avec ces deux propriétés de Q(6]6") on a, pour tout ¢

00) 2 QOO 10D) + ke
< max Q(0]6") + ke

= Q010D + Ky
(é) E(H(t"'l)),

Autrement dit, en maximisant I’espérance conditionnelle Q(H\G(t)) dans I’étape M, on
obtient forcément une valeur 8¢+1) ot la log-vraisemblance est plus élevée qu’au point 6*),
cest-a-dire £(A*TD) > £(6®)). Ce phénomene est illustré graphiquement dans la Figure

Montrons donc (i) et (ii). Ce résultat repose essentiellement sur I'inégalité de Jensen, selon
laquelle pour toute fonction h concave et toute v.a. Z on a E[h(Z)] < h(E[Z]). En effet,
soient p et g deux densités par rapport a une méme mesure u, alors on obtient par la
concavité du logarithme

9(Z )]

Ep[log q(Z)] — Epllogp(Z)] = E, [log p(Z)

< log <Ep [Z%D = log (/ ZEZP(Z)M(dz)) =0,

d’ou E,llog ¢(Z)] < Ep[logp(Z)]. Nous appliquons cette inégalité aux densités condition-
nelles des données completes sachant les données observées, i.e. on pose

_d(xu) ) = do(x,u)
(w) = Py (x) b gl Po(x)

On obtient alors

Q(016") — £(0) = Eg [log go(x, U)|X = x] — log py(x)

= Q(O'6") — £(6"),

avec égalité pour § = ¢'. Par conséquent, 6 — Q(0|0') — Q(¢'|0') + ¢(¢) est un minorant
de 0 — £(0), et en posant kg = —Q(6'|0) + £(0") on obtient (i) et (ii). O

Bien qu’on ait montré que l'algorithme EM augmente la log-vraisemblance a chaque ité-
ration, cela ne garantit évidemment pas sa convergence vers le maximum global. On peut
montrer sous des conditions assez générales que ’algorithme EM converge toujours vers
un point critique de la log-vraisemblance ¢(#), mais il est possible que ce soit seulement
un maximum local ou un point de selle.
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3.3.4 ASPECTS PRATIQUES
INITIALISATION

Comme pour de nombreux algorithmes d’optimisation, la limite de l'algorithme EM dé-
pend de son initialisation. Autrement dit, en fonction du choix de 89, I’algorithme peut
converger vers 'EMYV ou non. Il n’y a pas de regle générale pour un choix convenable de
0 il faut regarder au cas par cas. On peut parfois initialiser avec un estimateur simple
(et pas tres précis) de p. Si la convergence de l'algorithme n’est pas trop lente, il est
envisageable de lancer 'algorithme plusieurs fois avec différents points initiaux 6(9) choi-
sis au hasard. On choisit ensuite comme estimateur de 6y le résultat avec la plus grande
vraisemblance.

CRITERE D’ARRET

Apreés combien d’itérations convient-t-il d’arréter l'algorithme EM ? Comment savoir si
I’algorithme a convergé? Il n’y a pas de nombre d’itérations qui soit convenable pour
tous les modeles. Dans certains cas ’algorithme converge rapidement, dans d’autres tres
lentement. De maniere générale, plus le nombre de variables latentes est important, plus
la convergence est lente.

On peut observer la suite (9(’5))@1 et arréter l'algorithme quand la différence entre deux
0" successifs est petits, ¢’est-a-dire lorsque [0 —9®)|| < &, ot |- || désigne ou la norme
euclidienne ou la norme sup et £ > 0 est un seuil fixé par avance. Comme les éléments de
f ne sont pas forcément tous du méme ordre de grandeur, il vaut mieux considérer ’erreur
relative, & savoir ||§(+1) — A1) /)| on la division est élément par élément.

Autre alternative : on peut fonder le critere d’arrét sur la fonction de log-vraisemblance,
plus précisément sur la convergence de la suite (£(8(*)));>1. On arréte dés que 'augmen-
tation entre deux itérations est trop faible, c’est-a-dire quand ¢(A**1) — £(0®)) < & pour
un seuil € > 0 donné.

Dans les deux cas, il est possible que qu’on s’arréte trop tot, quand 'algorithme n’a pas en-
core convergé. Cela arrive si la convergence est tres lente ou si la fonction de vraisemblance
est tres plate.

Grace a son caractere général, 'algorithme EM s’applique a des problemes tres variés et
son utilisation est tres répandue en pratique. Au fil du temps, de nombreuses variantes de
cet algorithme sont nées. Dans ce cours nous nous contenterons d’étudier le cadre classique
du modele de mélange.

3.3.5 EXEMPLE : MELANGE GAUSSIEN

Reprenons 'exemple d’'un mélange de deux lois normales, dont la densité de mélange fy
est donnée par . Autrement dit, x = (z1,...,z,) est un échantillon i.i.d. de la variable
aléatoire X définie par
X =Ty—yV1 + Liy=n V2,

ot U, Vi, Vs sont des variables aléatoires indépendantes telles que V; suit la loi M (p;, a?)
pour j = 1,2 et U vérifie P(U = 1) = 1-P(U = 2) = p. L’étiquette U n’est pas observée, il
s’agit de la variable latente du modele. Notons u; la réalisation de U associée a ’observation
iy et u= (U, ..., upy).

Il est clair que la loi conditionnelle de X sachant que U = u est la loi normale N (u, 02),
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ie.
fxju(@lu) = farua,02)(T),  pour tout x € R, u € {1,2}.

Or, la densité jointe p(x ) de (X,U) par rapport a la mesure v = A ® 11,2}, ou A désigne
la mesure de Lebesgue sur R et d¢; 9y la mesure de comptage sur {1,2}, est donnée par

pixy(@u) = fxp(@lwpy(u) = p =1 —p) =2, oi(2), uwe {12}z R

La densité jointe gy de 1’échantillon (x,u) = (z1,...,%n,u1,...,uy,) est donc
n n
q@(x’ u) = Hp(X»U) (fL'ia uz) = pZi:l ﬂ{uiZI}(l _ p)n—zz':1 1{u;=1} H fN(Nui,Uﬁi)(xi)'
i=1 =1

On en déduit la fonction @) de I'algorithme EM

Q(010") = Eg [log go(x, U)|X = x]

=Ey [Zﬂ{m_l}logp—i— (n—Z]l{U_l}> log(1—p —l—Zlog (f/\/ (uw, 0% ( ))‘X—x]

=1 =1

= longng []I{Uzl}‘X = xl] + log(1 — p) (n — ZE(;/ []I{Uzl}‘X = azz]> +
i=1 =1

+ zn:EO’ [log <fN(NUrU{2})(xi)) ‘X - xz} '
i—1

D’une part, Ey [IL{U:H,‘X = 2;] =Py(U = 1|X = ;) =: g/ (2;). D’autre part,

Eqr [log (fN(uU,cr?U)(ﬂfz)> ‘X = :xz] = Eqr [log <\/%JU exp {_WD ‘X = a:z}
_ x]

o (w; — ,MU)2
—log V21 — Eg [log(oy)| X = z;] — Eg T
U

—log v2m — [log(o1)mgr () + log(o2) (1 — mr(7))]
2 v )2
1 {wm,(wi) + %(1 _ W@/(w‘z‘))} _

2 o7 o3

X

11 suffit de déterminer les probabilités conditionnelles 7y (z;) pour tout i = 1,...,n, pour
connaitre entierement la fonction Q(0|¢). Or,

o (@ 1) P P o2 (®)
Fx@) P oy @)+ (=2 fy o (@)
(3.6)

g (z) =Pp(U=1X =2) =

Notons que 0 < mg/(z) < 1 pour tout z et 6.

Enfin, on obtient

Q010" = logpzmyxz—i—logl— (n—Zw@/xz>+
=1

~ nlogv/ar — | log(o?) Z () — 5 Tos(03) D2 (1 — (1)

=1

1 n n
=5z > o) (@i — g Z (1 — 7o (1)) (i — p2)®
L =1 i=1
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Pour la maximisation de la fonction 6 — Q(60|0") dans I’étape M, il est utile de constater que
'on peut décomposer la maximisation en trois problémes indépendants, car Q(6]0’) s’écrit
comme la somme de trois fonctions : Q(0]0") = Q1(p|d’) + Q2(p1,01]0") + Q3(2, 02|6"). On
obtient pour les dérivées partielles,

8 9|9 ZT{‘@/ IL‘z - ( Z )

82@9;9 Zm,xl— ( Z :1:2><0

3 1

Q(010") = p Z — p)mer () = = [Zxﬂrf)' ;) — Zm)/(l’i)]
91 i3 i=1

O o0 = ——Zw () < 0

0?1 ot & o
1 <« )

3 262(9!9 2 QZW i) M;wmi)(m—m)

82 QQ 2 4 ZTFG' xl ? ZT&'Q/(CCZ‘)(IL'Z‘ - /“Ll)z
i=1

et similaire pour les dérivées partielles par rapport & ug et o3.

Les fonctions p — Q(0|0) et py — Q(0|0) étant strictement concave, on trouve leur
maxima par les points critiques qui sont uniques. Ainsi

o) 1
—QU)Y=0<=p=— (x5
Q0N =0 == m (e
0 an l‘iﬂ'g/(fl,‘i) N
—QO10) =0 =y = L0 =y,
8/“@( 16) =Sy
Maintenant, maximisant o? — Q (6|6’ )|u i . D’abord on trouve pour le point critique
0 n ) (s — f11)2
B I S
doy p=fi1 > izt o ()

ensuite on vérifie qu’on a bien

82
0202

(i mor ()

pa =i 01 =62 2 (D iy mor () (i — f11)?)

Dong, il s’agit bien d’un maximum local. De plus, étant I'unique point critique, il s’agit
du maximum global de la fonction.

Q(016")

Les calculs pour pg et o3 sont analogues.

En conclusion, I'algorithme EM consiste a calculer successivement pour tout t =1,2, ...

(t41) _ e Tow (@) 1) _ 2y Tamew () 1) _ 2oimy Tl — T (24))

p 9 - n b - n
n & S o (@) 2 n— S T (@)
n 1 n 1
2004 _ Eia oo @)@ = i) e _ X (L= w2 (@ = iy Y
! > i1 T () roR i1 (1 =T (24)) ’

ou les 7y (x;) sont donnés par (3.6)).
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FicURE 3.6 — Histogramme des longueurs des ailes et densité d’'un mélange de deux lois
normales dont les parametres sont estimés par 1'algorithme EM.

Histogramme

FIGURE 3.7 — (a) Histogramme des données de chlorure dans le sang, la densité de la loi
normale N (ji,52) o1 i et 52 sont 'EMV (en trait pointillé) et la densité d’un mélange
de deux lois normales dont les parametres sont estimés par I’algorithme EM. (b) QQ-plot
des données standardisées en comparaison au mélange gaussien estimé.
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Revenons aux exemples des passereaux et du chlorure pour illustrer cet algorithme. Les
Figures et (a) montrent les densités d'un mélange de deux lois normales ou les
parametres ont été calculé par 'algorithme EM décrit ci-dessus. On observe la bonne
adéquation des densités estimées avec les données. Dans le cas du chlorure, nous voyons
que les points du QQ-plot de la Figure (b) qui compare les données au mélange gaussien
estimé donnent un meilleur résultat que dans le cas d’une simple loi normale (Figure

(b))-

3.4 ECHANTILLONNEUR DE GIBBS

Dans cette derniere partie du cours nous verrons une méthode alternative d’estimation
d’un modele de mélange. Il s’agit d’'un estimateur Bayésien que ’on calcule par un échan-
tillonneur de Gibbs.

3.4.1 APPROCHE BAYESIENNE

En statistique il y a deux grandes écoles : ’approche fréquentiste et ’approche bayésienne.
Nous présentons dans ce paragraphe les fondamentaux de la statistique bayésienne en
comparaison a la statistique fréquentiste.

MODELISATION

Approche fréquentiste C’est I'approche que nous avons considéré jusqu’ici dans lequel
on se donne un modele statistique {Py, 0 € ©} et on observe les variables aléatoires X;,i =
1,...,n qui sont de loi Py, avec 6y € O et dans notre cas i.i.d..

Approche bayésienne On considére que le parameétre 6 est lui-méme une variable aléa-
toire ! Plus précisément, en plus du modele {Py, # € O}, on introduit une loi de probabilité
7 sur O, que l'on appelle loi a priori. Ainsi, on suppose le modele hiérarchique suivant :

(i) Le parametre 6 est une variable aléatoire de loi m que ’on n’observe pas.

(ii) Conditionnellement & 6, les variables aléatoires X;,i = 1,...,n sont i.i.d. de loi Py.
ESTIMATION
Approche fréquentiste On estime le parametre 0y & partir de réalisations x = (1, ...,zy)
de X = (X1,...,Xy), par exemple par le maximum de vraisemblance.

Approche bayésienne Tout d’abord, on cherche a estimer la loi conditionnelle de 6 sa-

chant les observations x = (x1,...,y), & savoir
px,0(x,0)
poix (0|x) = ————,
() px(x)

que ’'on appelle loi a posteriori.

Dans la notation usuelle en bayésien on omet les indices et on note
— m(0]x) pour la loi a posteriori pgx (0]x),
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— 7(x,6) pour la loi jointe px o(x,8) de (X,0) et

— 7(x) pour la loi marginale des observations px (x).
On construit des estimateurs de la valeur de 6 avec laquelle les observations x ont été
générées, a partir de la loi a posteriori m(0|x). Ainsi, un estimateur de 6 est la moyenne a
posteriori définie comme

i — E[|X = x] = /@97?(9[)()&9.

Un autre estimateur est donné par le maximum a posteriori (MAP) défini par
0MAP = arg max m(0]x).
0co

Exemple. (Loi de Poisson avec loi Gamma comme loi a priori) Considérons le modele ou les
Xil\,i=1,...,n sont i.i.d. de loi de Poisson Poi(\), et le parametre A est de loi Gamma
(e, 1). On dit que « est le hyperparametre du modele (que ’on suppose connu/choisi par
I'utilisateur). Autrement dit, la densité a priori de A s’écrit

1
T(\) = =—2le ™ A>0,

et la densité conditionnelle de X;,7 = 1,...,n sachant A est donnée par

" [)\xi _A] ALiza®
H € = ni'e .
=1 xi' Hi:l Li:

mn(x|A) = [ [ (i) =
i=1

Ainsi, la loi jointe de X et \ est donnée par

>
7(x,A) = w(x)T(A) = ?sz'A e
o /\Z?:l r;i—a—1 e—(n—i—l))\.

- D) [T, !
On en déduit la loi a posteriori de A sachant les observations x :
T(x, A)

m(x

T(A|x) =
= cste X )\2?21 Ei*aflef(md))\
x (X, A).
La notation o (“proportionnel a”) est courante en statistique bayésienne, car en général

les constantes de normalisation sont inutiles. Néanmoins, ['usage de ce symbole conduit
vite a des erreurs. Il faut alors I'utiliser avec beaucoup de prudence.

On vient de montrer que la loi a posteriori de A est une loi Gamma, & savoir

A|x~F<in—a,n+1>.

i=1
Rappelons que si U ~ I'(a, ), alors E[U] = «/S. Ainsi, 'estimateur de A par moyenne a
posteriori est donné par
n
i=1 i &

j\mOyAP — E[)\|X _ X} _ Z
n+1

On voit bien que plus la taille n d’échantillon est grande, moins la valeur de I’hyperpara-
metre « influence l'estimateur A.

Rappelons que 'estimateur du maximum de vraisemblance de A dans le modele fréquentiste
est la moyenne empirique Z,. Ainsi, pour n assez grand, la différence entre ’estimateur
fréquentiste et ’estimateur bayésien A™YAP est négligeable.
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MODELE DE MELANGE

Approche fréquentiste La densité d’une observation X d’un modele de mélange est de
la forme

K
po() =Y mih(, o),
k=1

et on note 0 = (w, ) = (71,..., 7K, ¥1,.-.,pK) le vecteur de parametres du modele. Des
variables aléatoires X;,7 = 1,...,n issues du mélange pg sont définies & I’aide de variables
latentes Z;, a savoir
(i) Les variables aléatoires Z;,i = 1,...,n sont i.i.d. de loi Zszl Tpd(y- Elles ne sont
pas observées.
(ii) Conditionnellement aux Z;,i = 1,...,n, les variables aléatoires X;,7 =1,...,n sont
indépendantes de loi h(-, ¢z,).

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est approché par 'algorithme EM.

Approche bayésienne Pour un modele bayésien de mélange, il faut introduire une loi a
priori w sur ©. On définit des variables aléatoires X;,7 = 1,...,n d’'un mélange bayésien
de facon suivante :
(i) Le parametre 6 est une variable aléatoire de loi 7 que ’on n’observe pas.
(ii) Conditionnellement & 6, les variables aléatoires Z;,i = 1,...,n sont i.i.d. de loi
K .
Y ket TrO(k}- Elles ne sont pas observées.
(iii) Conditionnellement aux Z;,i = 1,...,n et a , les variables aléatoires X;,i = 1,...,n
sont indépendantes de loi h(-, ¢z, ).
La loi conditionnelle de X = (X1, ..., X,,) sachant les variables latentes Z = (71, ..., Zy,)

et 0 s’écrit
n

7(x|z,0) = H h(xi, pz)-

i=1

La loi conditionnelle de Z sachant 6 est donnée par

(z)0) = ﬁﬂ
=1

Pour la densité a posteriori de # sachant x on trouve

m(0]x) =

%
=8
B
N

I
b\
A
ke
\'N
=
E
o,
N

N\..
>
—~
&8
AS)
X
N—
IS
&
=
—~
(oW
&
<
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A
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On voit bien que la loi a posteriori est difficile a manipuler. En particulier, la densité
ne se factorise pas (on n’arrive pas a séparer les parametres en différents termes). Par
conséquent, conditionnellement aux observations x, les parametres my,..., T, @1, -, YK
ne sont pas indépendantes.

Cela pose des problémes sérieux pour I'estimation de la valeur de 6. En effet, la moyenne
a posteriori E[§|x] = [, 6m(0|x)df n’a pas d’expression analytique. D’ailleurs, aucun autre
estimateur bayésien est explicite. Par ailleurs, la structure compliquée de dépendance des
parametres implique que la simulation de réalisations de la loi a posteriori 7(6|x) n’est pas
évidente. Donc, il n’est pas non plus envisageable de faire des simulations de Monte-Carlo
pour approcher la moyenne a posteriori. Nous verrons que la solution ici sera une méthode

MCMC.

3.4.2 RAPPEL : METROPOLIS-HASTINGS

L’objectif est de simuler d’une loi m sur un ensemble E. L’algorithme de Metropolis-
Hastings consiste & construire une chaine de Markov (X} )x>1 dont la probabilité invariante
est m. Par le théoreme ergodique ponctuel, on a pour toute fonction f intégrable

%Z FOXR) P55 BA[f(X)], n— oo,
k=1

ALGORITHME
Soit P une matrice stochastique de proposition ou de transition telle que
Ve,ye€ E, P(x,y) >0<= P(y,x) > 0.

Notons p(-,-) le rapport de Metropolis-Hastings définit par

m(y) Py, ) 1}'

“%y*:mm{w@ﬂ%%yr

N

A Dinstant k, la valeur actuelle de x est x, et
(i) on choisit un voisin y de zj avec probabilité P(xg,y), et

(ii) on pose

py = v, avec probabilité p(zy,y) (on accepte y)
+ Tk, avec probabilité 1 — p(zk,y) (on refuse y)

Un échantillonneur de Gibbs est un algorithme de Metropolis-Hastings avec
p(r,y) =1, Va,y€ E.

Autrement dit, toutes les propositions sont acceptées.

3.4.3 ECHANTILLONNEUR DE GIBBS

Soit m(z) la loi cible que I'on ne sait pas simuler directement. Or, soit ¥ une variable
aléatoire quelconque. Alors, 7(x) est la loi marginale de la loi jointe 7(z,y) de X et Y :

mm:/wmwmwy

Y
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Si on sait simuler des réalisations (xg, yx) de la loi jointe 7 (z,y), alors les valeurs simulées
x, sont des réalisations de la loi marginale m(z). Mais comment simuler de la loi jointe
m(z,y) 8l est déja difficile de simuler de la loi marginale ?

Souvent, on trouve une variable Y telle que la simulation des deux lois conditionnelles
m(zly) et m(y|x) est facile. On peut utiliser ces lois conditionnelles pour construire un
noyau de transition P d’une chaine de Markov dont la loi invariante est 7(x, y). Pour cela,
il faut alterner la simulation des x et y selon les lois conditionnelles 7(x|y) et 7(y|z), ou
on conditionne toujours par la valeur actuelle de I'autre variable.

ALGORITHME : ECHANTILLONNEUR DE GIBBS OU TWO-STAGE (GIBBS SAMPLER
On choisit un point initial y(®.
A Ditération t, la valeur actuelle de y est y®, et

(i) on génere 2+ ~ (z]y®),

(ii) on génere y(t+1) ~ ﬂ(y\x(”l)),

JUSTIFICATION

On peut montrer que les deux suites (z(®); et (y*)); générées par échantillonneur de Gibbs
sont des chaines de Markov de loi invariante 7(z) et 7(y), respectivement. Par ailleurs,
la distribution limite de (z(),3®), est m(x,y), si la chaine de Markov est irréductible
(c’est-a~dire si tous les points du support de 7(x,y) peuvent étre atteints en un nombre
fini de pas).

3.4.4 ECHANTILLONNEUR DE GIBBS POUR LE MODELE DE MELANGE

Maintenant, notre loi cible est la loi a posteriori 7(0]x) =[]}, (Zszl h(z;, cpk)wk) x(0)
dont on veut approcher les moments, notamment la moyenne a posteriori. Nous allons
mettre en ceuvre un échantillonneur de Gibbs afin de construire une chaine de Markov
dont la loi invariante est m(60|x).

Pour le modele de mélange, il est naturelle d’augmenter les données par les variables
latentes Z = (Z1,...,Zy), & savoir les étiquettes ou appartenances de groupes des obser-
vations. Les Z jouent alors le role de la variable Y du Paragraphe et la variable
conditionnelle 6|x correspond a la variable X du Paragraphe

Pour I’échantillonneur de Gibbs, il est essentiel de savoir simuler des lois conditionnelles
m(z|x,0) et 7(0]x,z). Or,

_ 7m(x,2,0)  7(x|z,0)7(z|0)7(0)
m(ax,0) = =y = (x,0)

x 7(x|z, 0)7(z|0)
n n

= H h(miv ‘pzi) X H Tz
i=1 i=1

n
- H Wzih(xh @Zi)'
=1

Comme la loi conditionnelle 7(z|x, ) se factorise, les Z; sont, conditionnellement & x et
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#, indépendantes avec
m(2i|x,0) o< Ty h(xs, @z,).

Autrement dit, il s’agit d’une loi discréte a valeurs dans {1,..., K} de probabilités

th(xh Spk‘)
S mb(xi, o)

Nous constatons que cette une loi tres simple a simuler. Sous R on peut le faire avec la

P(Z; = k|x,0) = k=1,..., K. (3.7)

fonction sample().

Quant a la loi conditionnelle 7(0|x,z), on trouve

w(0|x,2z) = m(x,2,0) _ 7(x|z, 0)7(z|0)7(0)

7(x,2) 7(x,2)

x m(x|z,0)7(z|0)7(0)
0) Hﬂzih(aci, 0z )-
i=1

On voit que la loi conditionnelle 7(0|x,z) dépend de la loi a priori () sur le parametre
0, que 'on doit choisir en sorte que la simulation de la loi conditionnelle 7(6|x,z) est
faisable. 11 semble naturel d’utiliser une loi a priori factorisée pour les deux parties
et ¢ du parametre 0 = (w,¢) = (m1,...,7TK,¥1,.-.,9K). Ainsi, la loi conditionnelle
m(0]x,z) se factorise également, ce qui est toujours avantageux en vue de la simulation.
Plus précisément, si () = w(m)m(¢p), on obtient

7(0]x,2z) (ﬂﬂl‘[%) X (W(cp)Hh(:ri,Lpzi)).
=1

i=1

Autrement dit,
#(01x,2) = (|, 2)m(plx,2)

avec

n

m(mw|x,2z) o< m( HT('ZZ et w(plx,z) x () Hh(@-, ©z)-

i=1
LoI A PRIORI 7(7) SUR 7
Notons que le parametre w = (71, ..., 7k ) appartient au K — 1-simplex
K
Sk-1= {(Pb---,pK) e0,1%:) pp = 1} -
k=1
Nous utilisons comme loi a priori 7(7) la loi de Dirichlet D(v1,...,vx), qui est une loi

continue a valeurs dans S. La densité m(7) est alors donnée par

(Ek 1%) HWW 1

7r(7r> B Hk 1Vk k=1

La densité de la loi de Dirichlet est illustrée dans la Figure Elle est unimodale si v, > 1
pour tout k = 1,..., K, et plus ou moins symétrique et pointue (concentrée) selon le choix
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FIGURE 3.8 — Densité de la loi de Dirichlet sur le simplex Sy avec les parametres
~ = (71,72, 7y3) suivants : premiere ligne de gauche a droite : (1.3,1.3,1.3), (3,3,3), (7,7,7),
deuxieme ligne de gauche a droite : (6,2,6), (14,9,5), (2,6,11). Source : Wikipedia, Diri-
chlet distribution.
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des parametres. Remarquons quand v = 1 pour tout k = 1,..., K, la loi de Dirichlet est
la loi uniforme sur le simplex Sk _1.

Pour la loi conditionnelle 7(7r|x,z) on obtient

On observe que la loi conditionnelle 7(7|x, z) est la loi de Dirichlet sur le simplex Si—1 de
parametres (v1 +ni,..., YK +nK), ou ng désigne le nombre de variables latentes a valeur
k défini comme ny = #{i : z; = k} = > 1{z; = k} pour k = 1,..., K. Autrement
dit, pour simuler la loi conditionnelle 7(7|x, z), il faut générer des réalisations de la loi de
Dirichlet

D(,Yl—i_nlv"'ny—i_nK)?

ce qui est facile sous R grace a la fonction rdirichlet du package gtools.

LoI A PRIORI 7(¢g) SUR ¢

Pour {A(-,¢), p € ®} nous considérons une famille exponentielle. Si & C R, cela veut dire
qu’il existe des fonctions g, R et W telles que les densités h(-, ¢) s’écrivent sous la forme

hz,¢) = g(x) exp{oR(z) - ¥(p)}, VreR,Voed.
La plupart de familles de lois usuelles comme la loi gaussienne, exponentielle, Gamma,
Beta, khi-deux, Poisson ou Bernoulli sont des familles exponentielles.

Dans ce cas, un bon choix de la loi a priori sur le parametres ¢ = (¢1,...,¢x) d'un
mélange est 1'utilisation de lois a priori indépendantes de la forme

= H m(pr) avec w(pp) o ePrSEAE(PR) (3.8)

ou & et A sont les hyperparametres de la loi a priori. Pour la loi conditionnelle 7(p|x, z)
on obtient

n

7['((,0|X, Z) X 7T(‘10) H h(mh Sozi)

=1
K
H Spk X H H h xza@k
k=1 k=11i:2,=k
K
=11 7(ex) T Alwien)-
k=1 i:z;=k

)
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On voit que les ¢y, sont indépendants conditionnellement aux x et z. Or,

(erlx,z) o< m(or) ] i, on)

ZZZ:k
x ePEEE— eV (Pr) H ek BR(i) =¥ (or)
i:z;=k
=expS @i [ &+ D Rl@) | — (or) e+ i) ¢ (3.9)
i:z;=k

O np = X 1z = K}

Pour aller plus loin, il faut choisir un cadre précis. Voyons dans le cas d’un mélange gaussien
a variances connues.

EXEMPLE. MELANGE GAUSSIEN (A VARIANCES CONNUES)

Considérons le mélange gaussien de densité

K
= Tk (e (@)
k=1

avec parametre 0 = (mq,..., 7K, {1, -, k). Montrons d’abord que la famille des lois
normales N (u, 1) forme une famille exponentielle. On a

W) = Fnun) (@) = —— exp {—1<:c - m?}

Vor 2
_ 1 —x2/2 :uz
= \/%e expi T  l 5
il CLE N
=V(u

D’apres (3.8), on choisit la loi a priori m(uy) de py, comme

) o< exp {Mkfk - )\k }
{ ( 2#k§k>}
Ak
(361
ocexp ¢ =5 { e = 3

X FN (g /1 /) (B )-
Par (3.9), la loi conditionnelle 7(uy|x,z) est de la forme

2
m(uklx,z) occexp Qe | &+ > @i | — *k (Ak +71)
i:z;=k

B Ak +ng | o 2,

]

Ak + ng 1

X exp
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ou on reconnait la densité normale

N <£k’ + Zi:zi:k $1) 1 ) ’

Ak + Nk "N g
qui est une loi que I'on sait simuler facilement.

Pour résumer, pour ’échantillonneur de Gibbs pour un mélange gaussien a variances
connues, nous utilisons les lois a priori

1
w~Dv,...,vx) et pup~N f—k,— , k=1,... K,
Ak Ak
ou les u1,...,ux sont mutuellement indépendants. Les hyperparametres g, &k, A, pour
k=1,..., K sont a choisir par 'utilisateur.
L’algorithme a besoin d’un point initial #() = () ,ugo), . ,ug)).

A Ditération t, la valeur actuelle de 0 est noté 81 et on procede comme suit :

(i) Pour i =1,...,n générer des 29 Pour rappel, d’apres (3.7) les zl-(t) prennent leurs

i
valeurs dans {1, ..., K} avec probabilité

t—1 t—1

= . k=1,... K.
SE T h(i, oY)

(ii) Générer ) selon la loi de Dirichlet

o n!) = Yoy ]l{zft) =k}pourk=1,... K.
(iii) Pour k =1,..., K générer

§ot+ 22, (0, T 1
we ~ N ( : ) :

Ak + n,(f) ’ Ak + n,(f)

En sortie, cet algorithme renvoie la suite
<t>.9<t>) = ( ® 0. 20,0 (t))
(Z ) t>1 Zl ’ azn ;T 7“1 ’ ):U’K t21’

qui est par construction une chaine de Markov de loi invariante 7 (z, 8|x). La partie (G(t))tzl
est une chaine de Markov de loi invariante 7(6|x) et peut étre utilisé pour estimer la
moyenne a posteriori comme estimateur de 6. L’autre partie (z(t))tzl est une chaine de
Markov de loi invariante 7(z|x,6) et on peut l'utiliser pour estimer l'appartenance de
groupe de chacune des n observations.

3.4.5 ASPECTS DE MISE EN (EUVRE
INITIALISATION

D’un point de vue théorique, on peut initialiser ’algorithme comme on veut, car si la
chaine de Markov est irréductible, tout ’espace sera exploré. Néanmoins, en pratique, on
ne prend jamais en compte les premieres itérations afin d’“oublier” le point initial, c’est le
burn-in time. Autrement dit, on jette par exemple les 500 premieres itérations.
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CRITERES D’ARRET

Normalement, il faut que 'algorithme explore suffisamment bien tout ’espace pour avoir
une bonne approximation de la loi a posteriori. En pratique, il est impossible de savoir
d’avance quand ce sera le cas. Il y a plusieurs outils graphiques qui permettent d’analyser
la convergence de 'algorithme (cf. TP).

PROBLEME DU LABEL SWITCHING

L’échangeabilité des composantes de mélange a des conséquences problématiques. On dit
que les lois a priori m(7) et () sont échangeables si pour toute permutation 7 des valeurs
{1,2,...,K}, laloi de w = (m1,...,7k) est la méme que celle de (1), ..., 7r(x)), et, de
meéme, (1, ..., k) = T(Pr(1)s- -+ Pr(K))-

Proposition 3. (i) Soit w(7) une loi a priori échangeable. Alors, les lois marginales m(my,)
pour k =1,..., K sont les mémes, et Ep[mi] = % pourk=1,..., K.

(ii) Si, de plus, () =7 <HkK:1 w(cpk)> est une loi a priori échangeable, alors

— les lois marginales conditionnelles 7(m|x) pour k =1,..., K sont les mémes, et
Er[mg|x] = & pourk=1,..., K.
— les lois marginales conditionnelles m(pg|x) pour k =1,..., K sont les mémes.

Démonstration. En utilisant I’échangeabilité de 7(7), on trouve

m(m) = // w(my, moy ..., Tg)dme . TR
—_——

K —1 integrals

:/.../71'(7['.,.(1),71'7.(2),...,WT(K))dﬂ'Q...7TK
7(

= 71—7'(1))3
pour toute permutation 7 des valeurs de {1,2, ..., K'}. Cela implique que les lois 7(7y), k =
1,..., K sont toutes les mémes.

Or, on a Zszl m, = 1 p.s., ce qui entraine que

K K
1=E Zwk] = Elm] = KE[r].
k=1 k=1

Dot E[m] =E[m] = 1/K.
Pour la loi a posteriori on trouve,
m(m|x) o< w(my, X)
= // (T, Ty ooy TR Q1+ PR, X)dT . Tder ... dpk
2K—1 integrals

—/.../7r(x]6)7r(7‘r)7r(cp)d7rg...7rchp1...dng.

Or, pour toute permutation 7 on a

K K
m(x(0) = > meh(i, 08) = > T hEi ©r(i))-
ps ps
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T (k) (T, o)) ()7 (p)dmra . . T depr ... dok

/ /

o< (71 %),

=7, =pr

par échangeabilité des lois a priori.

Quant a la loi conditionnelle de ¢1, on trouve de la méme fagon que

m(p1]x) o< (o1, x

/ / d7T1 ﬂ'Kd(pQ...d(pK

:/.../7r(x|9)7r(7r)7r(cp)d7r1...7rKd<p2...d<pK
/ /XW (7 )m(pr)dmy ... mgdes ... dy

o T(@r(1)]X).-

O

La conséquence de cette proposition est que les estimateurs bayésiens, en particulier les
moyennes a posteriori, sont les mémes!! Par exemple, on a Er[m;|x] = % pour k =
1,..., K. Cela n’a pas de sens du point de vue de I'estimation.

Afin de remédier & ce probleme, on pourrait avoir I'idée d’introduire des contraintes d’iden-
tifiabilité (du type @1 < w2 < -+ < @k ). De telles contraintes de troncature ont un impact
sur les lois a priori et a posteriori, mais pas forcément dans le bon sens. Il est généralement
déconseillé de le faire.

Une meilleure solution consiste a faire tourner I’échantillionneur de Gibbs comme décrit

ci-dessus, et c’est apres que 'on ordonne les valeurs des (W]E;t), gp,(f)) et des zi(t) pour tout

(t) (t) (®)

t, par exemple selon une condition du type ¢’ < 5’ < -+ < ). Autrement dit, la

(t)

premiere composante est toujours la composante avec le plus petit parametre ¢, et on
() ()

permute les 7" et les z;”’ dans le méme sens.

En revanche, assez souvent en pratique, I’échantillonneur de Gibbs n’explore pas tout
I’espace, mais juste un mode, et donc le probleme ne se produit pas. En effet, dans le cas
d’un modele de mélange d’ordre K, la densité a posteriori m(f|x) est multimodale. Par
échangeabilité des composantes, m(f|x) a au moins K! maximums locaux. En pratique,
I’échantillonneur de Gibbs ne parvient pas a explorer tous les modes, car pour passer de
I'un mode a 'autre, il faut “traverser une vallée” ce qui est difficile pour ’algorithme. En
général, il reste coincé dans le mode le plus pres du point initial. En quelque sorte, c’est
le méme type de probléeme que 'on a vu pour l'algorithme EM. Au fait, pour passer & un
autre mode, il faut que beaucoup de variables z( +1)
I’autre, ce qui n’arrive que rarement.

changent de valeur d’une itération a

3.5 COMPARAISON DE GIBBS ET EM POUR MELANGES
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Tout d’abord, on remarque que les deux algorithmes s’inscrivent dans des approches statis-
tiques assez différentes, 'EM dans une approche statistique fréquentiste ou il est question
d’approcher l'estimateur du maximum de vraisemblance, alors que 1’échantillonneur de
Gibbs est une méthode de la statistique bayésienne. Plus précisément, ’algorithme EM
est une méthode numérique pour résoudre un probleme d’optimisation, alors que 1’échan-
tillonneur de Gibbs a pour objectif de générer une chaine de Markov de la loi a posteriori.

Malgré ses différences fondamentales, les deux algorithmes ont beaucoup de points en com-
mun. Tous les deux sont des méthodes itératives. En plus, ils dépendent de l'initialisation
car les deux méthodes n’arrivent pas a explorer I’espace entier ce qui est dii au probleme
d’échangeabilité des composantes du mélange. Par ailleurs, tous les deux se servent du
méme astuce : utiliser le concept des variables latentes pour transformer un probleme tres
difficile (calcul de 'TEMV pour 'un, calcul de la loi a priori pour l'autre) en un probleme
soluble. En effet, au final, la structure des deux algorithmes est tres similaire :

L’itération ¢ consiste a

(i) estimer les variables latentes Z;. Plus précisément,

— pour EM : estimer les probabilités conditionnelles Py« (Z; = k|x).
(t+1)

— pour Gibbs : générer des z selon la loi conditionnelle actuelle m(z;|x, 6®).

(ii) mettre & jour le parametre 6. Plus précisément,
— pour EM : en maximisant I’espérance conditionnelle § — Eg«)[log go(x, Z)|x] de
la log-vraisemblance des données complétes.
— Gibbs : générer A**Y selon la loi conditionnelle 7(6|x, z(*+1).

Quelque part le principe des deux algorithmes est le méme, seulement ’algorithme EM est
un procédé déterministe et Gibbs est une version aléatoire d’'une méme idée d’algorithme.
Finalement, on peut observer que le comportement et la performance des deux méthodes
sont assez similaires.
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