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L’objectif de ce mémoire est de présenter un apergu d’une théorie naissante :
les permutations aléatoires. Cette théorie cherche a donner une approche autre
que purement combinatoire, pour répondre a des questions du type : A quoi
ressemble une permutation typique vérifiant un certain nombre de propriétés ?
Ce double penchant a la fois combinatoire et probabiliste s’est avéré tres riche
et profond, comme le montre par exemple la théorie des graphes aléatoires. Une
des puissances des probabilités est de pouvoir définir des objets limites, parfois
universels, desquels les problemes combinatoires vont s’approcher. La théorie
des probabilités est truffée de tels exemples : théoreme de Donsker, Arbres de
Kesten, Arbre Brownien, Serpent Brownien et par bonheur la liste ne s’arréte
pas la. Pour illustrer cette démarche, on se concentrera sur I’article "The brow-
nian limit of separable permutations" [5] . Le probléme soulevé dans cet article
est le suivant : & quoi ressemble une permutation séparable (i.e évitant les motifs
2413 et 3124) treés grande ? Si on se focalise sur ce type de permutation, c’est,
comme on le verra plus tard, car elles sont liées aux arbres de Galton-Watson
et d’une manieére plus subtile a ’excursion brownienne. C’est aussi ’exemple le
plus simple (qui ne soit pas trivial) ot 'objet limite n’est pas déterministe.

Remarquons qu’il n’est pas forcément évident de trouver un bon cadre pour
parler de permutations limites. On pourrait de maniére naturelle essayer de voir
les permutations a travers la théorie des graphes griace au passage aux graphes
de permutations (pour une permutation & n éléments o, on définit le graphe 4 n
noeuds numérotés de 1 a n et on introduit une aréte entre deux entiers i < j si
o(i) > o(j), c’est-a-dire si c’est une inversion). Malheureusement cette vision ne
s’inscrit pas dans I’étude locale des graphes. Le probléme n’est pas I’éventuelle
existence de plusieurs composantes connexes mais plutét que ’étude des per-
mutations nous meéne a des graphes avec une forte densité d’arétes. Pour le voir,
prenons par exemple pour tout entier n non nul, ¢, une permutation aléatoire
de taille n tirée de maniére uniforme dans &,,. Un calcul direct montre que si on
se place dans le graphe associé et qu’on choisit un nceud de maniére uniforme, le
nombre moyen d’arétes qu’on verra depuis ce nceud sera d’ordre 4. On pourrait
cependant utiliser cette approche pour ancrer notre étude dans la théorie des
graphons [9]. Les permutations ayant des propriétés assez particuliéres, au lieu
de rentrer dans l’espace des graphons, on va plutdt définir un espace analogue
plus adapté a leurs particularités, qu’on appellera par analogie espace des per-
mutons.

Notre travail se divise en trois parties. On commence par présenter 1’espace
des permutons, en étudiant son lien avec les permutations ainsi que certaines
propriétés générales. Une fois cela fait, on s’attaquera au probléme des permu-
tations séparables. On fera d’abord une étude plus combinatoire de ces per-
mutations et on présentera calmement la correspondance entre permutations
séparables et arbres de Galton-Watson (étiquetés). Puis on énoncera certaines
propriétés limites simples afin de s’habituer a la nature de ces objets. Dans la
derniére partie, on montrera la convergence vers un objet limite qu’on construira
grace a I'excursion brownienne (étiquetée). On conclura par une étude de cer-
taines propriétés de 'objet limite.



Partie 1

Espace des permutons

1.1 Coloriages et mesures

A . . . . . 2
A une permutation o de taille n, on peut associer un coloriage du carré [0; 1]
de la maniére suivante :

(1) On divise le carré [0; 1}2 en un quadrillage régulier de n? sous-carrés (Cli))ig)efting?-
Ou l'on note C; ; = {(z,y), ([nz], [ny]) = (4,7)} (voir ci dessous).

(2) On colorie les carrés (C; o(i))ic1:n]

F1GURE 1.1 — Coloriage de la permutation 26418375

Notons aussi qu’un tel coloriage est une représentation géométrique de la ma-
trice de permutation.

A partir de ce coloriage, on peut définir la mesure

n 2:1 lc, . Adr)
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Ol A est la mesure de Lebesgue, sur R2, restreinte au carré [0;1]°. Etant
donnée une permutation ¢, on notera u, sa mesure associée. Lors de la défi-
nition du coloriage, on aurait pu se questionner sur le role des frontieres des
sous-carrés, mais comme A ne les charge pas, ceci ne pose aucun probléme. Re-
marquons aussi que la fonction qui & une permutation o associe p, est injective.
C’est cette représentation en tant que mesure qui va nous permettre de parler
de limite de permutation.

Notons déja que ces mesures vivent dans ’ensemble de probabilités du carré
[0; 1]2, qui est un espace compact pour la topologie de la convergence faible, il
sera donc aisé de parler de limite en tant que mesure. Dans la section suivante,
on va établir un bon cadre topologique pour étudier ces objets, et on va in-
troduire certaines de ses propriétés. On aurait pu considérer d’autres types de
représentations sous forme de mesures, par exemple pour une permutation o de
taille n on aurait pu construire des poids de Dirac 1 sur tous les (£, ”T(Z) Jic[Lin] -
Cette correspondance aurait plus ou moins les mémes propriétés (elle définirait
les mémes limites), mais I'un des avantages de la construction proposée est que
les lois marginales des mesures i, sont des lois uniformes sur [0, 1], propriété
qui est stable par passage & la limite (pour la convergence faible). Ceci est une
des raisons d’étre de la construction proposée.

On notera M}, 'ensemble des mesures de probabilités de [0, 1]? & marginales
uniformes muni de la topologie faible. On appellera permuton ses éléments. Dans
la suite, on montrera qu’on ne peut pas réduire cet espace (tout élément de M,lj
peut étre construit comme limite de mesure de permutation). Il nous sera utile
de remarquer que M}, peut étre métrisé, on peut par exemple utiliser la dis-
tance de Lévy-Prokhorov. La stabilité des marginales uniformes par passage a
la limite permet de voir que MlU est compact. On appellera M%] I’espace des
permutons.

Notre objectif est I’étude de la convergence en faible dans cet espace. Une
étude directe dans I’ensemble des fonctions continues étant déraisonnable, on va
réduire le probléme a quelques observables qui seront particulierement adaptées
au cas des permutations et qui nous permettrons de définir une distance simple
pour la convergence en faible.

1.2 Motifs de permutation et de permutons

Il nous faut une notion de proximité entre permutations. Mais a la différence
des graphes qui peuvent étre comparés par leur voisinage local, les permuta-
tions ont la caractéristique de mélanger extrémement les points et il n’est pas
commode, ni raisonnable, de comparer des permutations point par point. C’est
la notion combinatoire de motif qui va nous permettre de comparer des permu-
tations entre elles, et de savoir si elle sont semblables ou bien tres différentes.



On commence par poser proprement la définition de motif dans le monde des
permutations, puis on introduira un analogue sur I’espace des permutons. C’est
cette notion de motif qui sera ’épine dorsale de ce mémoire.

Définition 1 (Motifs de permutation). Etant donnée une permutation o de
taille n, pour toute partie A de [1;n],

o définit une bijection de A vers o(A). Lorsqu’on réordonne les termes (de A
et 0(A)) en les indexant de 1 a Card(A) en préservant l’ordre, on obtient une
permutation de taille le cardinal de A. On note cette permutation perm(A, o).
On dira qu’une permutation 7 est un motif de o s’il existe un ensemble d’entiers
A tel que perm(A, o) = 7. On définit aussi 7(w,0) comme étant la fréquence du
motif m dans o. Plus précisément :

Siw et o sont deur permutations de tailles respectives k et n,

A,AC[1;n]

1
7'<7T, O') = (n Z ]lperm(A,a):w
y

Remarquons que les uniques termes qui peuvent contribuer a la somme sont ceuz
associés a une partie de cardinal k. D’un point de vue probabiliste, T(m, o) est
la probabilité d’avoir perm(A, o) = 7 lorsqu’on prend A un ensemble aléatoire
de loi uniforme sur les parties a k éléments de [1;n].

26418375 perm(2567,26418375)=2413

FIGURE 1.2

On g’inspire de cette définition combinatoire, pour la définition suivante :

Définition 2 (Motifs de permuton). Soit k un entier positif, et soit zq, ..., 2

k points dans [0; 1]2, tels que toutes leurs abscisses et ordonnées soient distinctes,
on dira alors qu’ils sont en position générale. On note, pour i entier entre 1 et k,
2@y le point dans z1, ...,z ayant la i-¢me plus petite abscisse, et q la projection
dans laze des ordonnées. On construit la permutation de taille k Perm(z1, ..., zx)



définie par :
Vi <k, Perm(z1, ..., 2) (i) = Card({j < k,q(2;) < q(2@))})
Pour m une permutation de taille k et p un permuton, on pose :
7(m, 1) = " ({(21, ..., 21), Perm(z1, ..., z1) = 7})

Lorsqu’on tire k points selon j*® ils sont presque siirement en position générale
(marginales sans atomes). La définition est donc bien fondée. On parlera de
fréquence du motif T dans p.

. 24

e 25

(2W,2@ 23 20 20 20 2) = (23, 26, 22, 21, 27, 24, 25)
Perm(zy, 2o, 3, 24, s, 26, 27) = 7426531

FIGURE 1.3

e Constatons que cette définition n’élargit pas celle de motif d’une permuta-
tion (étant donnée une permutation o on a 7(m, i, ) > 0 pour toute permutation
m alors qu’on peut avoir 7(m, o) = 0).

Cependant ces deux notions restent intimement liées. Le lemme suivant per-
met de controler la différence entre les deux :

Lemme. Soient o et w deux permutations et notons n et k leurs tailles respec-
tives. On fait Uhypothése que k < n. On a l'inégalité suivante :

=
(s po) = 7(m,0)] < 2(1 = = _H(n — 1))

Démonstration. On reprend les notations du lemme et on considére (Z7, ..., Zy)
de loi #®. On a deux cas de figure possibles :

(1) Tous les points (Z;);e1;1) tombent dans des sous-carrés différents du colo-
riage de o.

(2) Au moins deux points parmi (Z;);c[1;5) tombent dans un méme sous-carré.



1) &)

FIGURE 1.4 — Différentes configurations de points

On pose A, I'événement (1), on a que :
7(m,0) = P(Perm(Zy, ..., Zy) = 7 | Ap)
on peut donc faire la majoration brutale
|7(m,0) = 7(m, 1o )| < 2(1 = P(An))

Pour obtenir I'inégalité du lemme il suffit de remarquer que :

L=
P(A,) = Py H(” — i)
i=1

O

e Remarquons que pour k fixe le membre de droite de I'inégalité converge
vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Donc pour 7 une permutation arbitraire et
0, une suite de permutations dont la taille tend vers l'infini :

la convergence de la suite (7(, 0,,) )nen* est équivalente a celle de (7(m, g, ) )nen

Cette remarque simple nous sera tres utile par la suite. Elle nous permettra
de passer d’une notion a l’autre selon les besoins lorsqu’on s’intéresse a des
permutations de taille de plus en plus grande.

1.3 Convergence dans l’espace des permutons

On a introduit toutes les notations nécessaires pour étudier la convergence
dans l'espace des permutons. Dans cette section, on va montrer que ’applica-
tion qui a un permuton associe la liste des fréquences des motifs est continue et
injective. Ceci nous permettra de réduire ’étude de la convergence dans I’espace



des permutons a celle des fréquences des motifs ainsi que de définir une métrique
simple dans cet espace.

On note & I’ensemble des permutations et &,, ’ensemble des permutations de
taille n.

On commence par montrer que ’espace des permutons est bien 1’adhérence
des mesures de permutations. La proposition suivante nous sera aussi utile pour
montrer l'injectivité de l'application qui & un permuton associe la liste de la
fréquence des motifs.

Proposition 1. Soit u un permuton, pour tout n entier non nul on considére
une permutation aléatoire o,, de méme loi que Perm(Zy, ..., Zy,) avec (Z1, ..., Zy)
de loi u™®. On a que :

Lo, converge presque surement vers

e Constatons que cette proposition montre que I’espace des permuton est le
bon espace a considerer pour étudier les limites de mesures de permutations. Ce
résultat fut prouvé en 2013 par Hoppen, Kohayakawa, Moreira et Sampaio dans
[4]. La preuve qu’on présente ici est moins précise, on n’a pas acces a la vitesse
de convergence, mais & ’avantage d’étre plus rapide et d’introduire moins de
notations.

Démonstration. On commence par introduire certaines notions et notations.

Pour un permuton p, on note F), la fonction caractéristique de p :

V(@,y) € (0317, Fu(x,y) = p([0;2] x [0,y))

Comme les permutons sont & marginales uniformes on peut appliquer le théo-
reme de Portemanteau pour voir que la convergence faible dans M}J est équiva-
lente & la convergence en norme infinie des fonctions de répartition. On déduit
aussi a cause des marginales uniformes que la fonction de répartition d’un per-
muton est forcément continue. D’autre part, par définition elles sont croissantes
(ici on comprend croissant dans le sens suivant : une fonction f de [0, 1] dans
R est croissante si pour tout (a,b,c,d) € [0,1]* tels que a < cet b < d on a
f(a,b) < f(c,d)). Ceci nous permet de métriser naturellement la topologie de
I’espace des permutons a ’aide de la distance, dist, définie par :

V(i v) € (M)2, dist(u,v) = ||Fu — Flloc

Passons a la preuve du théoreme.

On note p la projection dans I'axe des abscisses et ¢ la projection dans I’axe des

ordonnées. Soit 1 un permuton et considérons un triangle de variables aléatoires
. P 2
(Zi(J ))ézgi)f jN indépendantes et de loi .

On pose alors pour tout entier n non nul, v, := Perm(an), s Z,(ln)).



Pour établir le théoréme on va montrer que presque siirement Fj,  ~ converge
vers F), en norme infinie. Ce qui nous permettra de conclure a I’aide du théoreme
de Borel-Cantelli. Comme les fonctions de répartitions associées aux permutons
sont continues et croissantes, la densité des points a coordonnées rationnelles
permet de réduire le probleme a la preuve de :

Pour tout (x,y) dans [0, 1], F,, (z,y) converge presque stirement vers F), (x,7).
Prenons donc (z,y) arbitraires dans [0, 1]? et montrons la convergence presque
stire pour (x,y). Pour cela, on va se servir de deux faits :

Fait 1 : La suite :

1 n
<n > Loz <e, q<Z£’”)<y>
i neN*

i=1

converge vers F,(x,y) lorsque n tend vers I'infini.

Pour le voir il suffit d’appliquer I'inégalité de Hoeffding. De maniere plus expli-
cite, pour tout d réel strictement positif, on a :

1< n
P(] n Z(]lp(Zi("))«v? a(ZzMy<y Fu(z,y))|>9) < 26Xp(—§52)
i=1

Ceci décrivant une suite sommable, le fait découle en appliquant le théoreme de
Borel-Cantelli.

Fait 2 : Soient (Ui(j ))(()Z;ji)f jN * des variables aléatoires indépendantes de loi uni-
+ (n)

forme sur [0, 1]. Pour tout entier n non nul et tout ¢ < n, on note U’ la i-tme

plus petite valeur dans (Ul("))lgn. On a que presque stirement :
Pour tout r dans [0, 1], U [ZZ | converge vers r.

Encore une fois, la densité des rationnels permet de réduire 1’étude de la conver-
gence pour r arbitraire. Le fait découle alors de la convergence presque siire des

n
variables % Zl ]lUi(n) <, Versr. Ceci peut étre prouver exactement de la méme
= ;
manieére que le fait précédent en utilisant I'inégalité de Hoeffding et le théoréme
de Borel-Cantelli.

Utilisons maintenant ces deux faits pour conclure. Le fait 2 montre que les
[nz]
)<y et % > ]l»yn(z')qnyj sont asymptotiquement

n
1
quantités = E ]lp _
=1 =1

(z™)<az, q(z{™

[nx |
équivalentes. Mais par définition % > 1., (i)<|ny] est asymptotiquement équi-
i=1
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valent a F,,_ (z,y). Et donc d’apres le fait 1, on a bien que F,,_ (x,y) converge
presque slirement vers F,(x,y).

Considérons maintenant une suite de permutations séparables ¢, comme dans
I’énoncé de la proposition. Soit d un réel strictement positif, on a :

Z P(dist(pe,, , 1) > 0) = Z P(dist(ppy, , pt) > 0) < 400

neN* neN*

la derniére inégalité découlant du théoréeme de Borel-Cantelli puisque les va-
riables v, sont indépendantes. En utilisant une derniere fois le théoreme de
Borel-Cantelli et la densité des rationnels, on déduit que :

Presque stirement pu,, converge faiblement vers p,.

On énonce maintenant le résultat principal de cette section :

Proposition 2. L’application :

Vo M — [0;1]%
poo= (7T p)ree

est continue et injective (lorsque [0;1]€ est muni de la topologie produit).

Démonstration.
Preuve de la continuité :

On va montrer que si on considére une suite de permutons pu, convergeant
vers un permuton p alors on a bien que V(u,) converge vers V(u). Ceci suffit
pour en déduire la continuité ('espace des permutons est un espace topologique
métrisable). Soit 7 une permutation fixe et notons k sa taille. On veut montrer
que 7(, y,) converge vers 7(m, ), ce qui revient a dire que :

pE®({(21, o0y 21), Perm(2y, ...y 2) = w}) = w*®({(21, ..., 21), Perm(z1, ..., 21) = 7})
lorsque n tend vers l'infini.

Remarquons déja que la convergence faible de p,, vers p entraine celle de p*®
vers p*®. Pour conclure il suffit donc d’appliquer le théoréme de Portemanteau
puisque 9 {Perm(zy, ..., 2z) = 7} est contenu dans I’ensemble des k-uplets dont
au moins deux des coordonnées ont la méme abscisse ou la méme ordonnée, et
comme p est & marginale uniforme on a bien :

w(0{(z1, ..., z), Perm(z1, ..., zk) = 7}) =0

On a donc bien la convergence de V (u,,) vers V(u).
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Preuve de l'injectivité :

Prenons vy et vy deux permutons. Comme dans la preuve de la proposition
1, prenons pour tout entier n non nul :

ol = perm(Z{l), oy ZED)

o2 = perm(Zf), - ZT(LQ))

n

avec (Z%l),..wall)) de loi v]® et (Z{Q),...,Zg)) de loi v3®. La proposition 1
entraine que presque siirement f1_¢1) converge vers vy et fi_(2) COnverge vers vy

dans M.

Pour conclure remarquons que pour tout n non nul, la loi de 07(11) (resp. 07(12)) ne
dépend que de V(vy) (resp. V(v2)). Donc si V(v1) = V(va) alors par unicité de
la limite on a v; = vy (puisque les permutons vy et vo sont déterministes). O

On va maintenant énoncer quelques conséquences directes de cette proposi-
tion nous permettant de simplifier considérablement ’étude de la convergence
vague dans M.

Corollaire 1. Soient p un permuton et (fin)nen une suite de permutons, on a
équivalence lorsque n tend vers l'infini entre :

(1) pn converge vers u

(2) pour toute permutation m, 7(7, ) converge vers 7(m, ()

Démonstration. Le fait que (1) implique (2) est équivalent & la continuité de la
fonction V. Montrons I'implication inverse, considérons une suite de permutons
(ttn)nen telle quil existe un permuton p tel que :

V€ &, T(m, i) = T(m, 1)

L’injectivité de V impose alors que p est 'unique valeur d’adhérence possible
pour la suite (fy,)nen. Mais comme 'espace des permutons est compact, on a
bien que (2) implique (1) O

L’espace des mesures de probabilité sur [0; 1] peut étre métrisé par exemple
a l'aide de la distance de Lévy-Prohorov. On pourrait restreindre cette mesure a
I’espace des permutons. Cependant le corollaire précédent nous permet d’intro-
duire une distance de nature plus combinatoire mieux adaptée a notre étude :

Corollaire 2. L’application d de M}, x M, dans R, définie par :
1

Y(p,v) € M%, d(oy,09) = Z — sup |7(m, p) — 7(m,v)]|
neN 2n TES,

réalise une distance et métrise la topologie de la convergence en faible dans
l’espace des permutons.
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e Il aurait été aussi possible de définir une distance inspirée du monde des
graphons [9]. C’est d’ailleurs 'approche qu’on trouve dans la littérature sur les
permutations aléatoires. Mais la distance ci-dessus a la vertu d’étre plus simple
tout en restant adaptée a notre étude.

Maintenant qu’on comprend mieux la nature topologique de ’espace des per-
mutons, on peut s’intéresser a des variables aléatoires a valeurs dans cet espace.
La proposition 3 de la section suivante nous donnera un cadre agréable pour
étudier la convergence en loi de permutons aléatoires. Mais avant ¢a étudions
un exemple afin d’utiliser les outils mis en place.

Exemple 1. On considére pour tout entier n, une permutation aléatoire o, de
loi uniforme sur &,. On a que [y, converge en probabilité vers A.

Démonstration. Ceci découle directement du fait que o,, a méme loi que :
Perm(Zy, ..., Z,) avec (Z1, ..., Zy) de loi \"®
et de la proposition 1. O

Le résultat s’élargit par inertie lorsqu’on prend des permutations aléatoires
uniformes sur un ensemble de permutations suffisamment grand. Plus précisé-
ment :

Exemple 2. Soit C une partie de & et notons pour tout n entier non nul C,, les
éléments de C de taille n. Pour tout n € N*, on prend une permutation aléatoire
on de loi uniforme sur C,. Si

.. . Card(Cy,)
2 Cards,) ~°
alors p,, converge presque sirement vers A

Démonstration. On prend pour tout n non nul, o, une permutation aléatoire
uniforme sur &,, et o,, une permutation uniforme sur C,. On a que pour tout
e>0:

P(d(piy,, \) > €) = P(d(fta,, A) > € | an € C)

Card(6,,)
< ——= P(d(pa, , A
= Card(C,) (d(pa,, A) > €)
Si on fait ’hypothése que lim inf % > 0, alors d’apres 'exemple 1 et par
n— oo ard(Gn

Borel-Cantelli, on a que :

+oo
S P(d(pta,, N) > €) < +00
n=1

Le résultat en découle. O

13



eRemarquons que plusieurs classes de permutations classiques vérifient cette
propriété, citons par exemple les dérangements ou le groupe alterné. Ici on a
eu acces a des convergence presque sire grace a la proposition 1. Cependant ce
genre de résultats reste rare. Par la suite on s’intéressera a la convergence en
loi.

1.4 Convergence en loi et Classes évitantes

On voit donc que pour sortir du cadre de la mesure uniforme sur [0; 1]27 il
faudra s’intéresser a des classes combinatoires C relativement petites par rapport
a & (voir exemple 2). En combinatoire, parmi les classes les plus étudiées on
trouve les classes évitant certains motifs. Plus précisément, pour un ensemble
de permutations R, on note Av(R) (pour avoiding) I'ensemble des permutations
o telles que pour tout 7 dans R, 7(m, o) = 0. Les permutons définissent un bon
cadre pour l'étude de telles permutations. Ces classes sont étudiées en partie
puisqu’elles constituent une porte d’entrée a 1’étude de permutations avec des
fréquences fixes, le cas avoiding étant le plus simple a traiter puisque c’est le
plus extréme. Récemment il y a eu une montée d’intérét dans I’étude des limites
de telles classes (voir [5, 13, 2, 3])

La problématique est la suivante, on considere un ensemble de permuta-
tions R et pour tout entier n non nul, on prend une permutation aléatoire o,
tirée de manieére uniforme sur Av(R),, :

le, converge-t-il?

Donnons quelques exemples. Par définition Av(12) donne comme permu-
ton limite la mesure de Lebesgue sur la droite (z,1 — 2),¢[0;1], respectivement
Av(21) donne la mesure de Lebesgue sur la diagonale opposée, i.e (¥, Z)ze[0;1]-
Le cas évitant une permutation de taille 3 est d’une complexité bien supérieure.
Dans [14] Miner et Pak décrivent certaines propriétés asymptotiques de ces per-
mutations par une approche combinatoire. Plus récemment Hoffman, Rizzolo
et Slivken [2, 3] ont étudié le cas évitant une permutation de taille 3 & laide
de la connexion entre ces permutations et l’excursion brownienne. Ceci leur a
permis d’obtenir des résultats combinatoires profonds avec une approche plus
probabiliste. Notre démarche s’inscrit dans cette pente.

Toutes ces classes ont la particularité d’avoir un permuton limite détermi-
niste. Dans la suite de ce mémoire on s’intéresse au cas des permutations dites
séparables, i.e Av(2413,3142), notre point d’appui est larticle [5], ou les auteurs
montrent la convergence en loi vers un permuton aléatoire. Avant cela, on va
introduire un analogue de la proposition 1 lorsqu’on s’intéresse a la convergence
en loi de permutons aléatoire, ainsi qu’un calcul de la dimension de Hausdorff
du support d’un permuton évitant un motif arbitraire.
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Afin d’étudier la convergence en loi de variables aléatoires a valeurs M%], on
veut comprendre I'espace des fonctions continue allant de M, & valeurs réelles
qu'on notera par la suite C(M};,R). Constatons déja que d’aprés la proposi-
tion 2, pour toute permutation 7w I’application qui a tout permuton p associe
7(m, 1) appartient & C(M{;,R). Le lemme suivant montre que tout élément de
C (M%,, R) peut étre approché arbitrairement bien, pour la norme infinie, a l’aide
des fonctions (7(7,*))res :

Lemme. L ’algébre engendrée par les fonctions (1(,-))rece est dense dans C(M};, R)
pour la morme infinie.

Démonstration. Ceci est une conséquence de la proposition 2. L’injectivité de
la fonction V implique que la famille (7(7,))rcs sépare les points de M};. De
plus pour tout permuton p on a nécessairement 7(12, 1) > 0 ou 7(21, 1) > 0
(voir définition 2). L’espace des permutons étant compact, le lemme découle du
théoreme de Stone-Weierstrass. O

On est maintenant en mesure de montrer ’équivalence suivante :

Proposition 3. Soit (un)nen et p des permutons aléatoires. On a que pip
converge en loi vers u, lorsque n tend vers linfinie, si et seulement si pour
toute permutation w :

E[7(m, pn)] = E[r (7, )]

lorsque n tend vers linfini.

Démonstration. Commencgons par le sens direct.

Si pn, converge en loi vers p on peut appliquer le théoréeme de Skorohod et
supposer que [, converge presque slirement vers y. La proposition 1 montre
alors que presque slirement pour toute permutation 7, 7(7, 4y,) converge vers
7(m, 1). Comme les fréquences des motifs prennent des valeurs dans [0; 1] par
convergence dominée on obtient le résultat désiré.

Montrons I'implication inverse.
D’apres le corollaire 1, il suffit de montrer que la convergence pour toute per-
mutation 7 :

E[7(m, pn)] — E[7(m, )]

entraine :
k k

E(] [ r(mi, )] = E[] ] (i, )]

i=1 i=1
lorsque n tend vers 'infini, pour tout entier k et tout k-uplet de permutations
(15 eey TE).
Considérons v un permuton, k un entier et 7y, ..., 7 des permutations. No-

k
tons ; la taille de 7; et L = 3" I;. Prenons aussi (Z1, ..., Z) de loi v2®. Pour
i=1
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i—1
alléger un peu les équations, on pose aussi L; = »_ [; On a que :
Jj=1

k k
HT(m, v)= HP(perm(ZLi_H, s L) = T)
i=1 i=1
k
= Z P({perm(Zy,....,Zr) = o} N m {perm(Zp,41,.... Zr,,,) = ™ })
cceSy =1

Notons d(my, ..., Tk, o) le nombre de partitions de [1; L] en k parties Ay, ..., Ag
telles que perm(A4;, o) = m; pour i dans [1; k].

On pose :
d(ﬂ-la ooy ks U)

(ll,fi,lk)

k
qui est la probabilité d’avoir {perm(ZLiH, sl )= 7ri} sachant que
i=1

C(ﬂ—la "'77Tk70) -

{perm(Z1,...,Z1) = o} est réalisé.

Pour le voir, on pose p la projection sur I’axe des abscisses et o la permutation
de taille L définie par :

Vi€ [ L], a(i) = Card({j, p(Z;) < p(Z)})
Comme les variables (Z;);ei;z] sont indépendantes et de méme loi, sur 1'évé-
nement {perm(Zi,...,Z;) =0}, a est de loi uniforme sur &5. La probabi-

k
lité d’avoir () {perm(Zr,41,...,Zr,,,) = m} sachant {perm(Zi,...,ZL) =0}
i=1

i+1

est donc bien ¢(my, ..., T, 7).

On obtient alors la formule suivante :

k
HT(Tr,;,V) = g (1, ey T, 0)7(0, V)
1=1 oceSy
On a donc bien que u, converge en loi vers . O

On passe maintenant a I’étude de la dimension de Hausdorff, on a le résultat
général suivant :

Proposition 4. Soit u un permuton évitant une permutation m, c’est-d-dire
7(m, 1) = 0, alors la dimension de Hausdorff de son support est 1.
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Démonstration. Commencons par montrer que sa dimension de Hausdorff est
forcément supérieure a 1, ceci restant vrai pour tout permuton. Notons F' le
support de u, et notons p(F') sa projection sur 'axe des abscisses. Comme g est
a marginales uniformes, p(F') est forcément dense dans [0; 1] et comme p(F') est
fermé, on a directement p(F') = [0;1]. Et donc la dimension de Hausdorff de F'
est supérieure a 1.

Montrons maintenant qu’elle ne peut pas étre supérieure a 1. Commengons
par illustrer Iidée : supposons par exemple que 7(2413, u) = 0, ceci se traduit
par le fait que si on lance quatre points de maniere indépendante selon p ils ne
peuvent pas décrire la permutation 2413. Si on découpe le carré [0; 1]2 comime
dans la figure ci-dessous, on remarque qu’au moins un des sous-carrés colorés
ne peut pas étre chargé par u (ici les frontiéres ne jouent aucun réle puisque p
est & marginales uniformes).

Si on considere le découpage précédent, on peut itérer le méme raisonnement a
chaque sous-carré chargé par u (ce qui permet déja de voir que la dimension de
Hausdorff de F est strictement inférieure & 2).

Revenons au cas général, on prend m une permutation de taille k, la question
qu’on veut résoudre est : étant donné un quadrillage de [0; 1]2 régulier en n?
sous-carrés (comme dans la définition 1), quel est le nombre maximal de carrés
qui peuvent étre chargés par u?

On note N(m,n) ce nombre. Dans [1] Marcus et Tardos montrent que
N(m,n) < C(k)n

avec C(k) une constante qui ne dépend que de k. On renvoie a leur article pour
l’élégante et rapide preuve de ce résultat combinatoire (leur résultat est énoncé
dans le cadre de ’étude des matrices mais il s’adapte immédiatement a notre
probléme). On a donc que F peut étre recouvert par C(k)n carrés de diametre
?. Ce qui entraine que sa dimension de Hausdorff est nécessairement inférieure
ou égale a 1. O
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On se lance maintenant dans I’étude spécifique des permutations séparables,
i.e Av({2413;3124}). On commence par faire une étude combinatoire, on va voir
comment passer de maniere bijective de ces permutations a des arbres étique-
tés, qui vont pouvoir étre construits a travers des arbres de Galton-Watson.
Cette construction nous donnera acces aux résultats limites sur les arbres. Ceci
sera exploité en profondeur dans la troisieme partie. Cette démarche est assez
représentative de la coopération entre combinatoire et probabilités.
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Partie 2

Permutations séparables

On commence cette section par la construction d’une bijection entre la classe
des permutations séparables, i.e Av(2413,3142), et un certain type d’arbres éti-
quetés. On présente la preuve par souci de complétude, mais surtout parce
qu’elle permet d’avoir une idée plus intuitive de la nature de ces permutations
ainsi que de leur comportement.

Définition 3 (Opérations sur les permutations). On définit deux opérations @
et © sur &, de la maniere suivante :

Pour tout couple d’entiers (k1, k) et deux permutations my de taille ky et wo de
taille ko, on écrit w1 & mo pour la permutation vérifiant :

N 7T1(i) D) ZSkl
T EB?TQ(Z) o { 7T2(i — kl) + ko st ki<t

L’opération © est définie de maniére analogue :

N 7T1(i)+k2 st ZS]{il
7”9”2(’)_{ (i — ki) si ki <i

e Remarquons que si on applique ces opérations a des permutations sépa-
rables, le résultat est aussi une permutation séparable.

Dans la théorie des permutations on dit qu’une permutation 7 est simple s’il
n’existe pas deux permutations m; et mo telles que m = w1 B 7 ou ™ = W O Wo.
Les permutations simples jouent un rdéle analogue pour le couple d’opérations
(@, ©) que celui des nombres premiers pour la multiplication (toute permutation
peut s’écrire, par définition, en utilisant les opérations (@ et ©) et des permuta-
tions simples). Notre bijection permettra de montrer que Av(2413,3142) est le
plus petit ensemble de permutations contenant la permutation 1 et stable par
les opérations @ et ©. Les permutations séparables prennent ainsi un nouvel in-
térét. En fait, certains des objets qu’on va étre amené a définir pour étudier les
permutations séparables peuvent étre généralisés a des classes de permutations
plus générales, la décomposition en arbre de Schroder étant 'une d’entre elles.
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2.1 Une bijection

On commence par introduire les mots de Schroder ainsi que la structure
d’arbre binaire associée.

Définition 4 (Mots de Schroder). On se donne trois symboles @, © et 1. On
s’intéresse aux mots formés par ces symboles et les deux parenthéses (et ). On
considére P le plus petit ensemble de mots vérifiant :

(1)1e€P
(2)VA,BeP,(AeB)cPet(ASB)eP

Etant donné un mot A dans P, on peut construire un arbre binaire étiqueté
avec ces trois symboles de maniére récursive :

Si A =1 alors on construit arbre réduit & une racine avec étiquette 1.

Sinon il existe deux mots B et C dans P tels que A= (B@®C) ou A= (BsC).
Supposons que A s’écrive (B®C') (resp. B&C), on construit alors 'arbre dont
la racine a pour étiquette @ (resp. ©), le sous arbre issu du le fils gauche est
l’arbre construit a partir de B et le sous arbre issu du fils droit est celui construit
a partir du mot C.

On définit les mots de Schroder comme étant les mots de P ne contenant pas d
Uintérieur des motifs de la forme A® (B&C) ou A (BaC) avec A,B,C trois
mots dans P. Les arbres associés aux mots de Schrider sont les arbres vérifiant
que pour tout meeud interne son étiquette différe de celle de son fils droit. On
parlera d’arbres binaires bien étiquetés.

e Remarquons que les noeuds avec étiquette 1 sont les feuilles de ’arbre.
Cette structure nous permet de voir les étiquettes 1 comme les entrées, et les
symboles @ et © comme étant deux opérations.

Plus formellement on utilise I'algorithme récursif suivant :

Algorithme 1 (Des arbres aux permutions). On prend un arbre binaire éti-
queté T :

Si T est réduit a une racine d’étiquette 1, alors on associe la permutation 1.
Sinon on considére T1 le sous-arbre issu du fils gauche de la racine et Ty ce-
lui issu du fils droit. On construit w1 la permutation codée par T1 et wo celle

codée par Ta. Si la racine contient l'étiquette @ (resp. ©) alors on renvoie la
permutation m @ o (Tesp. T © ma)
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Cette correspondance n’est malheureusement pas injective, par exemple les
arbres associés & (10 1)@ 1et a1 (1P 1) codent tous les deux la permutation
123. Mais par définition, si on se restreint aux arbres binaires bien étiquetés cette
construction est bien injective. On présente maintenant un algorithme nous per-
mettant de faire le chemin inverse, i.e de passer des permutations séparables aux
arbres binaires bien étiquetés. Ce deuxiéme algorithme a la vertu de définir un
inverse de I’algorithme précédent (réduit sur les arbres binaires bien étiquetés) :

Algorithme 2 (Des permutations aux arbres). Soient n un entier non nul
et m une permutation séparable de taille n, on définit n blocs (mots constitués
d’entiers, parenthéses et les deux symboles ®, © ) By,..., B, avec B; = w(i).
On lit les blocs de gauche d droite, dés qu’on trouve un entier i tel que B;
et Biy1 contiennent des entiers consécutifs a; dans B; et a;41 dans Biy1. Si
ai+1 > a; on réunit les deux blocs en écrivant (B; & Bit1) puis on renumérote
les blocs en préservant l’ordre, sinon on fait de méme mais en construisant le
bloc (B; © B;iy1). On continue jusqu’d ne plus avoir qu’un seul bloc. Puis on
remplace les entiers de 1 a n par le symbole 1 dans le bloc final, on retrouve
ainst un mot de Schréder. Puis on renvoi l'arbre binaire bien étiqueté.

Avant de nous lancer dans la preuve, on donne un exemple :
Permutation : m = 21365478
Etape 1 : {B1=2;By=1;B3=3;B,;=06;B5 =5;Bs =4; B; =7; Bs = 8}
Etape 2: {By = (20 1); By = 3; B3 = 6; By = 5; Bs = 4; Bg = 7; B; = 8}
Etape 3: {B1 = ((201)®3); By =6;B3 =5; By = 4; Bs = 7; Bg = 8}
Etape 4 : {B; = ((261)®3); B, = (655); By =4; B, = 7; B; = 8}
Etape 5: {B; = ((201)@3); Bo = ((6©5) ©4); By = 7; By = 8}
Etape 6 : {B; = ((201)®3) @ ((6©5) ©4)); By = 7; B3 = 8}
Etape 7: {B; = (((261)@3) & ((655)©4)) & 7); B, = 8}
Etape 8 : {B;1 = ((((2el)@3) @ ((6©5)64) @ 7) & 8)}
Etape 9: {Bi = ((leDa)a(1ol)ol)@l)al)}
Mot de Schroder : ((Lel)e )@ (1el)el)dl)dl)

On plonge dans la preuve, on reprend les idées de Fu, Lin et Zeng [12].

Démonstration. Il faut montrer que I'algorithme ne bloque pas lorsque la per-
mutation de départ est séparable, la nature bijective en découle rapidement.
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Remarquons déja, que lorsqu’on considere j blocs By, ..., B; obtenus en appli-
quant ’algorithme on peut définir une permutation de la maniére suivante :

- Pour tout ¢ < j, on note b; le plus petit entier dans I’écriture de B;
- On construit la permutation 7 dans &; définie par :

Vi < j, w(i) = Card{k,bj, < b;}

Notons que par construction, les entiers dans un méme bloc sont forcément
consécutifs, le choix du minimum est donc tout a fait arbitraire : n’importe
quel autre choix donnerait la méme permutation 7. Notons aussi que lorsque les
blocs sont construits a partir d’'une permutation séparable alors la permutation
7 obtenue est aussi séparable. Pour montrer que l'algorithme ne s’arréte pas il
suffit donc de montrer que pour toute permutation séparable o, on peut trouver
un entier j tel que o(j) et o(j + 1) soient des entiers consécutifs (algorithme
prenant & chaque fois le plus petit entier j vérifiant cette propriété).

On raisonne par récurrence sur la taille afin de montrer I'existence d'un tel
j.- 1 n’y a aucun probléme pour la permutation de taille 1. Prenons n un entier
(n>1) et supposons le résultat pour tout entier strictement inférieur & n. Soit o
une permutation séparable de taille n :

-Si 0(1) = 1 ou o(1) = n, on peut revenir au cas n — 1 en considérant la
permutation séparable construite & partir des valeurs o(¢) pour ¢ > 1 (en réor-
donnant les termes et en conservant ’ordre).

-Si ce n’est pas le cas, on considere s Uentier vérifiant o(s) = 1. Supposons
aussi que o(s — 1) < o(s + 1) (le cas inverse se traite de maniére symétrique).
On prend m entier vérifiant

I)m<s—1leto(s—1)<o(m)<o(s+1)
(2) pour tout k vérifiant (1), on a o(k) < o(m)

Comme o est une permutation séparable par définition elle évite les motifs
2413 et 3142. On a donc que pour tout entier k : si o(k) < o(m) alors k < s. Et
s’il existe un entier r tel que :
r<meto(r)>oao(m)

alors il ne peut pas y avoir d’entier k vérifiant k < r et o(k) < o(m). L’'image
réciproque par o de [1;0(m)] est donc un intervalle d’entiers. o définit donc
une permutation séparable sur cet intervalle de taille strictement inférieur a n
et supérieur a 2. Par hypothése de récurrence, on a donc bien 'existence d’un
j, strictement inférieur a n, tel que o(j) et o(j+1) soient des entiers consécutifs.

On laisse en exercice la vérification que cet algorithme définit bien un inverse
de l’algorithme précédent restreint aux arbres binaires bien étiquetés. O
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On expose maintenant quelques résultats simples sur les permutations sé-
parables afin de mieux comprendre leurs régularités et leurs singularités. On
remarque que la bijection précédente permet d’avoir facilement accés au nombre
de descentes (qui sera le nombre de & dans 'arbre), on va donc recueillir un
résultat asymptotique sur la proportion des descentes, qui montrera que dans
un certain sens les permutations séparables sont tres régulieres. Puis on intro-
duira la notion d’arbre de Schréder et d’arbre de Schroder bien étiqueté, leur
avantage étant de simplifier les contraintes sur les étiquettes.

Proposition 5. Soit n un entier non nul, et o une permutation de taille n. On
note d(o) la proportion de descentes, formellement :

ﬁCard({O <i<mn,o(i)>o(i+1)})

On considére o, une permutation tirée de maniére uniforme dans l’ensemble
des permutations séparables de taille n.

Alors :
d(oy,,) tend presque sirement vers % lorsque n tend vers l'infini.

Le méme résultat en découle pour la proportion de montées (qui correspond a
1—d(oy)).

Démonstration. On va regarder o, a travers sa décomposition en arbre binaire
bien étiqueté (voir preuve de la bijection) qu’on note T,,. Etant donnée une telle
décomposition, on remarque que par construction le nombre de descentes (resp.
de montées) est le nombre d’étiquettes & (resp. B).

On décompose un arbre binaire bien étiqueté, T, en branches de maniere récur-
sive :

On commence avec B étant I’ensemble vide :

-Si T n’est constitué que de la racine alors on garde T dans B, celui-ci de-
venant {T}.

-Sinon, on considere le chemin allant de la racine vers le peére de la feuille la
plus a droite. On enléve cette branche et on la garde dans B, on efface aussi les
arétes connectées a cette branche ainsi que la feuille la plus a droite. On obtient
ainsi une forét d’arbres binaires bien étiquetés plus petits puis on itére le méme
procédé. Le résultat final B est un ensemble de branches.

On parlera de décomposition de T en branches. La figure 2.1 donne un exemple
d’une telle décomposition.
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@

FIGURE 2.1 — Exemple de décomposition en branches d’un arbre

On note Ng (resp. Ng) le nombre d’étiquettes & (resp. @) de Ty, on a :

d(o,) = ——N,

(7a) = ——=No
On pose a(T,) = —15|Ng — Ng|. Remarquons que pour montrer le résultat
voulu il suffit de montrer que a(T,,) converge presque slirement vers 0.

On considere la décomposition en branches de T,, notons que sur chaque
branche de la décomposition les étiquettes © et @ alternent (notion de bon
étiquetage). Dans chacune de ces branches le nombre de @ et © ne peut diffé-
rer que de un (lorsque la branche contient un nombre impair de nceuds et que
Pexces suivra l'étiquette du premier noeud). Finalement, on notera forme(T)
I’arbre binaire obtenu en effacant toutes les étiquettes et pour tout entier n, 7,
I’ensemble des arbres binaires sans étiquettes a n feuilles.

Soit 6 > 0

P(a(T,) > 9) = Z P(a(T,) > | forme(T,) = t) P(forme(T,) = t)
teTy

Une fois la structure d’arbre binaire donnée, 1’étiquette initiale de chaque branche
(de la décomposition précédente) suit des variables de Rademacher (1 associé a
@ et —1 associé & ©) indépendantes de parameétre % Si on note r(T,,) le nombre
de branches de taille impaire, on a que conditionnellement & la forme de T,

a(T,,) est de méme loi que
r(Ty)

1
n—l‘ ; Xil

avec X; des variables indépendantes de Rademacher de parameétre % Puisque
r(T,) < n, a l'aide de I'inégalité de Hoeflding on obtient :

1, né?
]P’(ﬁ\ > Xi|>6) < 26Xp(—7)
i=0
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Ce qui permet de conclure par Borel-Cantelli que a(T,,) converge presque siire-
ment vers 0. O

2.2 Arbres de Schroder

Le probléme des arbres binaires bien étiquetés est que la structure de leurs
étiquettes n’est pas forcément commode a manipuler. C’est pour cela qu’on
introduit les arbres de Schroder qui ont la vertu de répartir les étiquettes de
maniere bien plus simple. Ceci nous donnera acces a des résultats de cardinalité,
mais cela sera aussi la porte d’entrée pour obtenir des objets limites.

Définition 5 (Arbres de Schoder). Pour n entier non nul, on note S, Uen-
semble des arbres a n feuilles dont les neeuds internes ont au moins deux fils.
On les appelle arbres de Schroder. Comme pour les arbres binaires, on peut
étiqueter leurs neeuds internes avec les symboles & ou © et les feuilles avec éti-
quette 1. On les appellera arbres de Schrider étiquetés. On dit qu’un arbre de
Schréder est bien étiqueté s’il vérifie en plus la contrainte :

Tout fils a une étiquette différente de celle du pére.

e Remarquons que toutes les étiquettes d’un arbre de Schroder bien étiqueté
sont assujetties a l'étiquette de la racine, les nceuds internes a distance paire
partageant la méme étiquette que la racine et ceux a distance impaire possédant
I’autre opération.

On élargit I'algorithme 1 aux arbres de Schroder étiquetés :

Définition 6. On pose ¢ lapplication allant des arbres de Schrider a étiquettes
dans les permutations séparables, définie récursivement de la maniére suivante :

On prend T un arbre de Schrioder d étiquettes :
-Si T est réduit a sa racine de symbole 1 alors ¢(T) est la permutation 1.

-Sinon notons k le nombre de fils de la racine, et Ty,..., Ty les sous-arbres
de ses fils numérotés de gauche a droite. Si la racine a pour étiquette ®, alors
on pose (T) = ¢(T1) ® ¢(Ta)... & ¢(Ty).

Si Uétiquette est ©, on pose de maniére symétrique ¢(T) = ¢(T1) © ¢(T2)...©
&(Tk).

Ici on n’a pas besoin d’introduire les parenthéses puisqu’il n’y pas d’ambiguité
possible.

e Remarquons qu’a un arbre binaire bien étiqueté on peut lui associer de
maniere bijective un arbre de Schroder bien étiqueté de la maniere suivante :
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On parcourt le contour de I'arbre binaire bien étiqueté de gauche a droite. Des
qu’on tombe sur un fils qui a la méme étiquette que son pére, on lefface (le fils)
puis on connecte ses enfants directement au pére. On obtient ainsi un arbre de
Schroder (de plus les deux arbres ont la méme image par ¢)

On a vu dans la section précédente que la fonction ¢ définit une bijection al-
lant des arbres binaires bien étiquetés dans les permutations séparables donc
elle réalise aussi une bijection des arbres de Schréder bien étiquetés dans les
permutations séparables. L’intérét principale de cette deuxiéme bijection est la
simplicité de la répartition des étiquettes des arbres de Schroder bien étiquetés
(il suffit de connaitre I’étiquette de la racine).

Pour n entier non nul, ¢ crée une correspondance entres les arbres de Schréder
bien étiquetés a n feuilles et les permutations séparables de taille n. On va donc
s’intéresser par la suite & I’étude de ces arbres pris de maniére uniforme (pour un
nombre de feuilles donné). On va montrer qu'ils peuvent étre construits a l’aide
d’arbres de Galton-Watson conditionnés par le nombre de feuilles (on aura aussi
besoin d’une variable de Rademacher indépendante pour choisir 1’étiquette de
la racine). L’avantage d’une telle approche est qu’on aura acces & toute la tech-
nologie des arbres de Galton-Watson pour étudier les permutations séparables.
Mais avant, expliquons comment avoir acceés aux fréquences de motifs a travers
les arbres de Schroder étiquetés.

Définition 7 (Arbre engendré par des feuilles). Soit T un arbre de Schro-
der, tout ensemble F de feuilles de T induit un arbre de Schrider, qu’on note
arb(F,T), défini de la maniére suivante :

(1) Les feuilles de arb(F,T) sont les éléments de F.

(2) Les neeuds internes de arb(F,T) sont les derniers ancétres communs de deux
feuilles de F.

(3) La relation pére-fils est héritée de celle de T.

(4) L’ordre entre les fils d’un neud interne de arb(F,T) est hérité de T.

De méme si on se donne un arbre de Schrioder étiqueté, T, on définit arb(F,T)
en demandant en plus :

(5) Les étiquettes des neeuds sont les mémes que celles dans T.

La figure 2.2 est un exemple d’une telle construction.

Cette définition est I'analogue pour les arbres de la fonction perm pour
les permutations. Pour passer de 'une a l'autre remarquons que si I’on prend T
codant une permutation o de taille n, et si 'on numérote les feuilles de gauche
a droite de 1 & n, on obtient que pour toute partie A de [1,n] :

perm(A, o) = ¢(arb(A, T))
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FIGURE 2.2 — Exemple d’arbre engendré par des feuilles

ou 'on confond ici les entiers avec les feuilles.

On notera par la suite pour toute permutation o, S(o) 'ensemble des arbres
de Schroder étiquetés codant o.

Si on se donne une permutation o et un arbre de Schroder, T dans S(c), alors
pour 7, permutation de taille k :

La fréquence de 7 dans o est la probabilité lorsqu’on prend un ensemble F
de k feuilles de T de maniére uniforme (sur les ensembles de k feuilles) d’avoir
¢(arb(F,T)) = 7. La structure d’arbre étiqueté est donc particuliérement consis-
tante avec la notion de motif.

2.3 Résultats combinatoires

Remarquons que comme les étiquettes d'un arbre de Schroder bien étiqueté
sont complétement déterminées par ’étiquette de la racine, pour passer de T,
a un arbre de Schroder bien étiqueté de taille n uniforme il suffit de lancer une
variable de Rademacher de parametre %, si le résultat est 1 on rajoute I’étiquette
@ a la racine et si le résultat est —1 en rajoute I'étiquette ©. C’est pour cette
raison que dans un premier temps on fait abstraction des étiquettes.

Dans cette optique, notons par la suite 7T,, un arbre aléatoire de loi uniforme
dans S,, pour n entier non nul.

Proposition 6. On considére v la mesure de probabilité sur N, définie par :
7(0)=2-+2
2-2 )

2

k—1

VE > 1,v(k) = <

T a méme loi qu’un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction v condi-
tionné a avoir n feuilles.
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Démonstration. Soit t un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction 7. On
considere n un entier non nul et T un arbre de Schréder arbitraire a n feuilles.
On note f le nombre de feuilles de T, Z ’ensemble de ses nceuds internes. On
pose aussi pour tout noeud v de T, deg(v) le nombre de fils de v.

On utilisant ces notations, on a que :

veL

> > (deg(v)—1)

Pt =T) = (2 - V2)/ <2_2‘/§

Or on a la relation combinatoire :

> (deg(v) —1)=f -1

veEL

qu’on peut prouver de maniere simple par récurrence sur le nombre de noeuds.

D’ou :

P(t=T) = (2 —v2) (2 2\/§>f1

qui ne dépend que du nombre de feuilles. On a donc bien que T,, a méme loi
que t conditionné & avoir n feuilles. O

e On aurait pu introduire une loi autre que ~, mais celle-ci a le bon goit
d’étre la seule loi de reproduction critique permettant de simuler les arbres T,
en conditionnant par le nombre de feuilles. Ceci est plus commode pour nous,
puisque la plupart des résultats limites sont construits pour de telles lois. Voici
quelques applications directes :

Application. On note G la série formelle G(z) = > anz™, avec a, le nombre
neN*
d’arbres de Schroder a n feuilles. On pose aussi pour n entier strictement positif,

cn le nombre de permutations séparables de taille n.

(1) On a :
14+ z—V1—-62+22
N 4

pour z compleze de module strictement inférieur & 3 — 2v/2

G(2)

3

(2) cn o~ Cn~2(3 —2v/2)™", avec C une constante positive

(3) T,, converge, en tant que graphe, vers un arbre de Kesten de loi de re-
production 7y lorsque n tend vers ’infini.

On éclaircit ce qu’on entend par arbre de Kesten. Soit o une loi de repro-
duction critique, on note & la mesure de probabilité définie par :

Vk € N, a(k) = ka(k)

28



On appelle arbre de Kesten de loi de reproduction «, 'arbre généalogique infini
construit par deux types de noeuds : les normaux, se reproduisant selon «, et
les mutants, selon &, les reproductions étant toutes indépendantes. De plus tous
les fils d’'un noeud normal sont normaux, par contre un noeud mutant choisit
uniformément un de ses fils qui sera mutant, de maniére indépendante du reste
des variables, les autres fils se reproduisant selon «. La derniére condition étant
que la racine se reproduise selon a. Ceci définit bien un arbre infini, puisque la
loi & ne charge pas 0.

= @
N

FIGURE 2.3 — Illustration d’un arbre de Kesten

i

Démonstration. (1) découle directement du fait que G vérifie I’équation :
+oo
Gz)=z+) G(2)f
k=2

11 suffit de la résoudre pour obtenir (1).

(2) se déduit du fait que tout arbre de Schréder est la donnée de 'étiquette
de sa racine et de sa forme en tant qu’arbre. On a donc que la série formelle
des ¢, est 2G. Mais en appliquant du théoreme de transfert des série entieres
(pour ce type de résultat sur les séries formelles voir [6]) dans (1) on obtient
directement 1’équivalence voulue.

Montrons finalement (3) : on considére T' un arbre de Galton-Watson de loi
v, et on pose f la fonction qui & un arbre associe son nombre de feuilles.

Dans [11], Abraham et Delmas prouvent que pour montrer la convergence vers
larbre de Kesten il suffit d’établir que P(f(T) = n) o P(f(T) =n+1). On

pourrait attaquer ce probleme a l’aide de la marche de Lukasiewicz d’un arbre
de Galton-Watson (voir définition 13), puis en exploitant le fait que ¢’est une
marche skip-free. Cependant ici on privilégie une preuve tenant compte de la
spécificité de la loi ~.

On utilise le fait que pour tout entier strictement positif n, la loi de T condi-
tionné a avoir n feuilles suit une loi uniforme sur les arbres a n feuilles. On note
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t, Parbre formé d’une racine connectée a n feuilles. Alors on a :

P(f(T)=n)) _P(f(T)=n) P(T=tn1) PT=1t,)
BT =n+1) B =tn) P(E(D)=n+1) BT = tne1)
Cn y(n)
cnt1 ¥(0)y(n +1)
Cn 1
Cnt1 3—2V2

Qui d’apres (2) tend vers 1 lorsque n tend vers 'infini. O

e On a ici une premiere structure limite, un arbre de Schroder bien étiqueté
(si on veut rester strictement dans les définitions usuelles dans le contexte des
graphes on peut coder l'opération @ par une boucle) tend en tant que graphe
vers un arbre de Kesten de loi de reproduction v étiqueté de la maniére suivante :

(1) Les feuilles ont pour étiquette 1

(2) Pour déterminer ’étiquette de la racine, on lance une variable aléatoire de
Rademacher de parametre % de maniére indépendante de la structure de ’arbre.

(3) Les noeuds internes ont pour étiquette @ ou ©, en suivant la régle que
aucun fils ne peut avoir la méme étiquette que son pere.

Malheureusement ceci n’est pas adapté a I’étude de la fréquence des mo-
tifs (on ne peut pas lancer des points aux hasard de maniére uniforme). On
a par contre acces a des propriétés sur les valeurs extrémes. On remarque par
exemple que si on prend o,, une permutation aléatoire prise de maniere uniforme
sur ’ensemble des permutations séparables de taille n alors on a que :

1 . . . N
0"75 ) converge en loi vers une variable de Bernoulli de parameétre %

pour le voir, on pose T,, I'arbre de Schréder bien étiqueté associé a o,. Quitte
a utiliser le théoréme de Skorohod on peut supposer que T,, converge presque
stirement en tant que graphe vers un arbre de Kesten étiqueté comme dans le
paragraphe précédent. On se place sur l'arbre de Kesten étiqueté et on parcourt
en descendant le (plus court) chemin allant de sa feuille la plus & gauche vers
sa racine jusqu’a atteindre un sommet mutant. Si I’étiquette de ce sommet est
@ (resp. ©) alors U"T(l) converge vers 0 (resp. vers 1). Comme 'étiquette de la
racine est donnée par une variable de Rademacher de parameétre % indépendante
de la forme de l'arbre et que le reste des étiquettes alternent en fonction de la
parité de la distance a la racine on a bien que o,, converge en loi vers une Ber-
noulli de parametre % Constatons qu’on obtient le méme résultat pour 7n(k) of

n
W pour tout k entier non nul.
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De la méme maniere on peut déduire des résultats plus fins sur les extrémes.
Donnons un exemple :
P(on,(1)=1) — 3-2V2
n—-+oo

Ou comme précédemment o,, suit une loi uniforme sur les permutations sépa-
rables de taille n.

Expliquons briévement pourquoi. On reprend T,, I'arbre de Schréder bien éti-
queté associé & o,. Pour avoir o,(1) = 1 il faut que la racine de T,, ait pour
étiquette @ et que son fils le plus a gauche soit une feuille. En passant a la
limite, on obtient le résultat voulu.

e Remarquons que, a la différence des nombres de descentes, ici ces comporte-
ments sont trés différents de celui d’une permutation typique (prise de maniére
uniforme). En fait l'arbre de Kesten nous montre que pour n grand, o, a ten-
dance a envoyer les entiers proches de 1 et n vers les extrémes.

Dans la partie suivante on va introduire un autre objet limite, qui va jouer le

r6le opposé. On va perdre les détails, mais il nous éclaircira sur le comportement
global et notamment il nous donnera acces a la fréquence des motifs.
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Partie 3

Limite des permutations
séparables

On commence 1'étude a proprement parler de la limite des permutations
séparables. On va scinder I’étude en deux problémes plus simples a étudier.
On commencera par ’étude de la structure d’arbre. L’idée est de s’appuyer
sur la correspondance avec les arbres de Galton-Watson et de s’intéresser a
la fonction contour afin d’utiliser des résultats classiques de convergence. On
présente ici une approche totalement inspirée de [10]. De maniére informelle
la fonction contour des arbres bien normalisée converge, lorsque le nombre de
feuille croit, vers une excursion brownienne. Une fois cette convergence établie,
on s’attaquera a la distribution des étiquettes.

Dans la section suivante, on va introduire les notations et outils nécessaires a
I’étude de la convergence ainsi que pour construire le permuton limite.

3.1 Fonction contour et extraction d’arbres

Par la suite pour un arbre T', on notera #71 le nombre de sommets de T et
|T| le nombre de feuilles. On commence par introduire certaines définitions et
notations générales dans le contexte des arbres. Il sera d’ailleurs utile de définir
des analogues dans le cas étiqueté.

Définition 8 (Fonction contour d'un arbre). Soit T' un arbre plan, afin de vi-
sualiser sa fonction de contour on le plonge dans le plan de maniére a ce que
chacune de ses arétes soit de longueur 1, puis on imagine une particule le par-
courant d vitesse 1 de gauche da droite en partant de la racine et de maniére
continue. Le temps nécessaire pour parcourir T complétement est 2(#T — 1).
Sa fonction contour, notée Crp, est la fonction qui pour t < 2(#T — 1) vaut la
distance (dans Uarbre) entre la racine et la particule, et pour t > 2(#T —1) elle
vaut 0.
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On introduit la normalisation suivante :
Pour T un arbre, on note Cp la fonction :

Cr : [0;1] —
r = —A=COr2(#T - 1)a)

FIGURE 3.1 — Un arbre et sa fonction contour

eRemarquons que pour un arbre donné T', les maxima locaux de sa fonction
contour Cp correspondent aux feuilles de T'. Ici compte tenu de la nature de
notre probléme, on a normalisé par le nombre de feuilles. On aurait aussi pu
utiliser la normalisation par le nombre de nceuds qui est plus classique. En fait,
le rapport entre le nombre de feuilles et le nombre de nceuds converge vers une
constante (en 'occurrence vers a(0)) lorsque 1'une des deux valeurs tend vers
I'infini. Ce changement n’a donc pas une grande influence.

Il nous sera aussi utile d’introduire un autre codage bien connu d’un arbre,
sa fonction hauteur.

Définition 9 (Fonction hauteur d’un arbre). Pour un arbre plan T, on note
Vg, ..., VT —1 Ses neeuds par ordre d’apparition lorsqu’on parcourt son contour
de gauche d droite. On considére la suite (Hy)re[o,#7—1], 0t Hy correspond d la
hauteur de vi. On note Hy la fonction continue allant de [0; #T'] dans les réels,
coincidant avec la suite (Hk)ke[[o;#Tfl]] sur les entiers et étant affine entre deux
entiers. On l'appelle la fonction hauteur de T .

On construit aussi la normalisation Hyp définie par :

Hy : [0;1] — R,

x = ﬁHT((#T— 1)z)

On donne ’exemple de la fonction hauteur de l’arbre de la figure 3.1 :

On introduit un analogue des fonctions de contour pour les arbres étiquetés.
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FIGURE 3.2 — Un exemple de fonction hauteur

Définition 10 (Contour étiqueté). On considére T un arbre étiqueté, ses neuds
internes contenant les étiquettes @, © et ses feuilles contenant ’étiquette 1. On
définit son contour étiqueté comme le couple (Corme(r), ), 0t s est la fonction
allant des pré-images des minima locaux de Cfopme(ry vers {©, @}, qui d un
élément associe l’étiquette du neud correspondant.

141/

S5) SEIS) 52

FI1GURE 3.3 — Un arbre étiqueté et son contour étiqueté

Les feuilles ne pouvant contenir que I'étiquette 1, aucune ambiguité n’est
possible, c’est pour cette raison qu’on les omet dans l'excursion afin d’alléger
un peu les notations.

Par la suite on parlera d’excursion pour se référer a des fonctions de [0; 1]
dans R s’annulant en 0 et en 1, et d’excursion étiquetée pour tout couple (g, s),
ou g est une excursion au sens précédent et ou s est une fonction allant de 1’en-
semble des pré-images des minimas locaux de g dans {©, ®}. On demande aussi
a s de vérifier la contrainte suivante :

Pour tout (p,q) € [0,1]? tel que p < q et g(p) = g(q) = iI[lf ]g(x) :
z€[piq

s(q) = s(p)

Cette derniere contrainte rend compte du fait que dans le cas des fonctions
de contour, deux minima locaux codant le méme noeud interne ont forcément
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la méme étiquette. Il nous faut maintenant une maniere de passer des contours
étiquetés aux motifs, comme dans le cas des arbres de Schréder. Pour cela on
commence par expliquer comment extraire d’une excursion étiquetée des arbres

de Schroder.
Avant toute chose on pose pour toute excursion g et (x,y) dans [0,1]? :

mg(z,y) = inf  g(t)
te[zAy;xVy|
On énonce la construction pour les excursions étiquetées. Le cas non étiqueté
se déduit directement de celui-ci.

Définition 11 (Extraction d’arbres d’une excursion).

Soit (g, s) une excursion étiquetée. Lorsqu’on prend p points t1 < to < ... <1,
dans [0; 1], tels que pour tout i € [1;,p — 1)], my(t;, tit1) ne soit pas atteint ni
en t; ni en t;11, alors on définit par récurrence un arbre de Schroder étiqueté,
noté 05 (g; (t1,...,t,)) de la maniére suivante :

Sip =1, 0(g,s,t1) est Uarbre qui nest constitué que d’une racine d’éti-
quette 1.

Sip > 1, il existe k € [1;p — 1] et k entiers iy < ... < ig, dans [1;p — 1],
tels que
mg(ti, tig1) = mg(ty, tp)

st et seulement si i € {i1, ..., }.
On pose ig = 0 et ixy1 = p, et on prend r dans [t1;t,] réalisant mg(t1,t,)
09 (g, s, (t1,...,t,)) est Uarbre défini par :

-La racine a k + 1 fils et a pour étiquette s(r).

-Pour tout | dans {1, ...,k + 1}, Uarbre issu du l-éme fils de la racine (en comp-
tant de gauche a droite) est Uarbre 05 (g, (ti,_, 11, ti,))-

N

T

FIGURE 3.4 — Un exemple d’extraction d’un arbre

Afin d’assouplir un peu les notations, on élargit la définition de 8¢%) (g, s, (t1, ..., tp))
pour (t1,...,t,) quelconque en renvoyant ’arbre racine d’étiquette 1 s’ils ne sont
pas tous distincts ou s'il existe ¢ dans [1;,p—1)], tel que mgy(t;, t;41) est atteint
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en t; ou t;,1, sinon on définit 65 (g, s, (t1, ..., tp)) comme l'arbre associé au p-
uplet (t1,...,t,) une fois ordonné.

Pour le cas sans étiquette, on posera pour tout (¢1,...,t,) dans [0, 1]?

0(g, (t1, ..., tp)) = forme(85) (g, 5, (t1, ..., 1)) )

ou s est la fonction constante égale a @. Ceci correspond a la définition des lois
finies dimensionnelles pour les arbres codés par une excursion (voir [7]).

e Remarquons que les arbres construits & partir de #(°) ne sont pas forcément
bien étiquetés. Constatons aussi que cette construction est bien consistante avec
les définitions précédentes puisque le fait de prendre k feuilles dans un arbre de
Schroder et de construire le sous-arbre associé est équivalent au fait de prendre
les points correspondant a ces feuilles dans sa fonction de contour étiquetée
puis de construire I’arbre associé & ces points a travers #(). Cela motive la
construction suivante :

Définition 12.
Cas sans €tiquettes :

On se donne une excursion g et une mesure de probabilité w sur le segment
[0;1]. Pour tout k dans N*, on pose Tree(y w,g) la mesure de probabilité sur les
arbres plans définie par :

Tree(k,w,g)(T) = wk®({($1, o), 009, (z1, ., 2k)) =T})

Ou T est un arbre plan quelconque.

Cas avec étiquettes :

On se donne une excursion étiquetée (g,s) et une mesure de probabilité, w,
sur le segment [0;1].

Alors pour tout k dans N*, on pose Treeglf)g 5) la mesure de probabilité sur les
arbres de Schrider étiquetés définie par :

Treegi,)w7g,s)<T) = wk®({(x17 "'7$k)a 9(5)(9,8, (‘Tlv ’xk)) = T})

Pour T un arbre de Schréder a étiquettes.

Etant donnée une excursion étiquetée et une mesure de probabilité sur [0, 1],
on peut extraire des arbres de Schroder étiquetés & Paide des mesures TreelS) .
Ceci nous permet donc de construire des permutations séparables en utilisant
la fonction ¢. On va maintenant présenter une construction qui fera le pas-
sage des excursions étiquetées (munies d’une bonne mesure de probabilité) aux
permutons.
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Définition 13 (Bonne mesure de probabilité pour une excursion étiquetée).
Soit (g, s) une excursion étiquetée et soit w une mesure de probabilité sur [0, 1].
On dit que w est une bonne mesure pour (g,s) si lorsqu’on considére (X7, Xs)
une variable aléatoire selon w?®, alors presque sirement le minimum de g sur
[X1 A X5, X1V X5] nest pas atteint ni en X1 ni en Xo. On appellera un tel
triplet (w, g, s) une excursion de Schrioder.

e Remarquons qu’étant donnée une excursion de Schroder (w, g, s) pour tout
entier non nul k, la mesure Treegi‘)w 9.5)
étiquetés a k feuilles. Cela nous pousse a introduire la fonction A, 4 ) définie

de & dans [0, 1] de la maniére suivante :

ne charge que les arbres de Schréder

Yk € N*, V1 € 6, Mgy (M) = > Treegf’)wygys)(T)
TeS(r)

Ot l'on rappelle que pour toute permutation w, S(w) désigne I’ensemble des
arbres de Schroder étiquetés codant .

D’un point de vue probabiliste, pour une permutation 7 (de taille k), Ay, g.5)(7)
est la probabilité lorsqu’on lance k points indépendants selon w que l'arbre as-
socié code .

On va maintenant construire un permuton tel que la fréquence de ses motifs
soit donnée par (A(y,g,)(7)))res. On parlera de permutons associé a une ex-
cursion de Schroder. Constatons que la notion d’excursion de Schroder a des
grandes limitations. Remarquons par exemple qu’elle n’est pas adaptée pour
I’étude des contours étiquetés lorsque w est une loi uniforme sur la position des
feuilles (on peut tomber plusieurs fois sur la méme feuille). C’est un probléme
analogue & celui rencontré entre les motifs d’'un permuton et ceux d’une permu-
tation. Mais comme on le verra plus tard, cette construction a la vertu de nous
donner un cadre agréable, et relativement souple, pour définir ’objet limite des
permutations séparables.

Proposition 7 (Permuton d’une excursion étiquetée). Soit (w, g, s) une excur-
sion de Schrider, et notons F* la fonction quantile de w (I’inverse d droite de
la fonction de répartition de w). On pose Gy 4.5 la fonction définie pour tout
z dans [0,1] par :

G(w,g,s)(x) ::/ h(w,g,s)(xay>w(dy)
[0,1]
ot h(y g5 est la fonction définit pour (x,y) dans [0,1] par :

hew o () = § L0 @sFo@ =12 0 Yy F7(@)
(g2 L) (g,s,(F (@) y=21 §1 Y > F(x)
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Notons fi(y,q.s) la loi de (X, Gy q.5)(X)) ot X est une variable aléatoire de
loi uniforme sur [0,1]. Alors fi(y, 4.5 est un permuton et pour toute permutation
T

T(ﬂ'v #(w,g,s)) = A(w,g,s) (7‘(’)

On parlera de permuton associé a une excursion de Schrider.

¢ Constatons que pour x ne réalisant pas un minimum local pour g, Gy, 4.5 ()
est la probabilité lorsqu’on lance une variable Y selon w que 1’étiquette du
minimum entre F* (z) et Y soit @ lorsque Y < F< (z) et © sinon.

Démonstration. Soit (X;);en+ variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1]. Et posons pour tout entier i non nul, ¥; = F* (X;). La famille (Y;);en~
est une liste de variables indépendantes de loi w. Pour tout n entier non nul et

tout i entier dans [1,n], on note X ((:;) la i-eéme plus petite valeur dans ’ensemble

{X;,i € [1,n]}. De la méme maniére, on notera Y((Z;L) =F* (X((Z;))

Par définition (voir remarque ci-dessus), on a presque stirement G, g, (X ((12)) ) <

G(w’g’s)(X((s))) (resp. G(w,gﬁs)(X((f))) > G(w,gﬁs)(Xg)))) des que D'étiquette asso-

ciée au minimum de g dans [}’((12)), Y((Qz))] est @ (resp. ©). On rappel que comme
w est une bonne mesure pour (g, s), presque siirement le minimum de g n’est

donc pas atteint ni en Y7 ni Ys.

Comme on a affaire & un nombre dénombrable de variables aléatoires on peut
supposer que pour tout (4, j) couple d’entiers non nuls le minimum pour g entre
les points Y; et Y; n’est réalisé en aucun de ces deux points et que G, 4.5)(X; A
Xj) > G(w,g,s) (Xz \ Xj) (resp. G(w,g,s) (Xz A Xj) < G(w,g,s) (Xz \ Xj)) des que
I'étiquette associée au minimum de g sur [¥; AY;,Y; VY]] est @ (resp. ©).

Commengons par montrer que G, 4.5 (X1) suit une loi uniforme sur [0, 1]. Soit
a dans [0,1] et montrons que P(Gy 4,5(X1) < a) = a.

Raisonnons par ’absurde, supposons par exemple que :
P(G(w}g,s)(Xl) < a) >a

le cas inférieur se traite de la méme manicre.

Notons A l'ensemble des x tel que Gy 4.5 (2) < a et considérons deux en-
sembles B et C inclus dans A tels que P(X; € B) > aet P(X; € C) > 0
vérifiant :

V(b, C) € BxC, G(w,g,s) (b) < G(w,g,s)(c)

La mesurabilité des ensembles A, B et C ne pose pas de probléme quitte & com-
pléter la tribu de Lebesgue. On va montrer que les points de C ne peuvent pas
étre dans A (& un négligeable pres).
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On conditionne au fait que Xo appartient a C (événement de probabilité non
nul par hypothese) alors si X3 tombe dans B, on a forcément G/, 4 5)(X3) <
G(w,g,5)(X2) et donc I'étiquette associée au couple (Yz,Y3) est @ si Yo > V3 et
© sinon. Par définition on aurait alors G, g 5)(X2) > a. Ce qui nous donne la
contradiction voulue. Le réel a étant arbitraire, on a bien que G, g,5)(X1) suit
une loi uniforme sur [0, 1] et fi(y,4,5) €st donc un permuton.

Intéressons nous maintenant a la fréquences des motifs. Fixons k un entier non
nul, par construction on a :

Perm((X1, Gw,g,5)(X1))s s (Xt Gl g, (X1))) = 6(0° (g, 5, (Y1, ..., Yi))

Cette propriété de compatibilité nous donne donc pour toute permutation 7 de
taille k :

T(ﬂ-v M(w,g,s)) = A(w,gﬁ) (77)
O

Dans la suite de ce mémoire, on montrera que la limite des permutations
séparables uniformes peut étre représentée sous la forme fi(zep,e,5), OU Leb est la
mesure de Lebesgue sur le segment [0, 1], ol e est une excursion brownienne (de
durée de vie 1) et s est une fonction étiquetage qui & chaque minimum local de
e associe de maniére équiprobable une étiquette dans {®, ©}, ce choix s’opérant
indépendamment des autres variables et des autres minima locaux.

3.2 Convergence du contour et des feuilles

Dans cette section, on considére une mesure de probabilité o sur N de
moyenne 1, et pour tout entier n strictement positif on notera 7}, un arbre de
Galton-Watson de loi de reproduction « conditionné a avoir n feuilles. On fait
I’hypotheése supplémentaire que o admet un moment d’ordre deux fini. Notons
que la mesure v rentre bien dans ce cadre. Il sera commode dans la définition
des fonctions Tree et Tree®®) de nous autoriser & confondre une mesure de pro-
babilité avec sa fonction de répartition. Cette correspondance étant parfaite,
elle ne pose pas de probleme.

Le but de cette section est de montrer que pour tout entier fixe k, Tree( ko Fn Oy, )
converge en loi vers Tree ). Ou F), est la fonction répartition des feuilles de
T, ie.:

n
Vo €[0,1], Fo(e) =Y 1pca
k=1
fi < fa < ... < fn désignant les abscisses des feuilles dans Cr,,. F désigne la
fonction identité sur [0,1] (fonction répartition d’une loi uniforme), et e une

excursion brownienne de durée de vie 1. Toutes les excursions étant ici de durée
de vie 1, on parlera directement d’excursion brownienne en omettant d’expliciter
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leur durée de vie. On commence par montrer que F, converge en probabilité
vers F' pour la norme infinie. Pour ce genre d’étude, il est plus simple de montrer
le résultat pour la marche de Lukasiewicz, puis de ’élargir au cas de la fonction
de contour.

Définition 14 (Marche de Lukasiewicz d'un arbre). Etant donné un arbre
T, on ordonne ses neuds vg,...,vgr—1 par ordre d’apparition lorsqu’on dé-
crit le contour de T de gauche d droite. La marche de Lukasiewicz W(T) =
(Wi(T))iego;#1) associée a T est définie par :

Wo(T) =0
Vi e Hoa #T - ]-]]a Wl+1(T) = Wl(T) + k’l)l, -1
ot l’on note pour v un neud de T, k, le nombre de fils de v.

La merveille des marches de Lukasiewicz est que lorsque I'on considere un
arbre de Galton-Watson T de loi de reproduction «, alors W(T) a méme loi
qu’une marche aléatoire (S;);cn partant de 0, et de loi des sauts :

Vk e NU{-1}, P(S1 =k) =a(k+1)
arrétée au premier moment ou elle touche -1.
® Remarquons que les feuilles correspondent aux sauts de -1 dans la marche
de Lukasiewicz. On introduit pour tout n entier strictement positif, la fonction

aléatoire S(™ continue définie de [0;#7T,] dans R coincidant dans les entiers
avec W (T,,) et affine entre deux entiers.

De méme que pour la fonction contour, on introduit la normalisation S,

définie par :

S [0;1] — R
x ﬁs(”)(#Tnx)
Pour tout n entier strictement positif, on pose I3 < lo < ... < [, les posi-

tions des feuilles dans S(™. Pour simplifier les notations on pose aussi :

I?(") — E[Tn
cn) = Cr,

La proposition suivante montre que les feuilles se répartissent de maniére de
plus en plus uniforme dans la marche de Lukasiewicz.

Proposition 8. Pour tout n dans N*, on note G, la fonction définie pour
z € 0;1] -

Gn(x) - Z ]]-lk<x
k=1

G, converge presque sirement vers F pour la norme uniforme (ot l'on rappelle
que pour tout x dans [0,1], F(z) = z).
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Démonstration. On commence par réduire un peu le probléeme.

G, et F sont des fonctions croissantes a valeurs dans [0, 1] et F' est continue. 11
suffit donc de montrer pour n’importe quel x arbitraire que presque stirement
Gn(z) converge vers F(z), puisqu’on peut élargir le résultat pour la norme in-
finie en utilisant la densité des nombres rationnels.

Commencons la preuve :

On prend une marche aléatoire (S;);en partant de 0 et de loi de sauts :
Vk e NU{-1}, P(S1 =k) = a(k+1)

On pose 7_1 le premier temps d’atteinte de -1 et on introduit les temps d’arrét
(Nk)ken définis par :
No=0

Vk e N, Ny = inf{j > Nk,Sj — Sj,1 = —1}

Ce sont les temps des sauts négatifs. Pour k entier positif, on peut écrire Ny =
E

S (N; — N;—1). L’intérét d’une telle écriture est que les variables aléatoires

i=1

(N; — Ni_1)i>0 sont des variables géométriques (de parametre de succes (0))

indépendantes et de méme loi. Remarquons que pour tout n entier non nul la loi

de (S;)j<r_, conditionnée a {r_1 = N, } coincide avec celle de W(T,,), notons

aussi que pour tout i entier inférieur & n , on a la relation

N; -1

i =
Nn,

(toujours lorsque 1'événement {7_; = N, } est réalisé)

Comme on a toujours la relation n < N,, il suffit de montrer que pour x arbi-
. N N
traire dans 0;1[, =+ sachant {r_; = N,,} converge presque siirement vers x.
Pour cela on considére § une constante positive et x dans ]0;1[. On va prouver

que la suite

Nnaj 1 N 1 .

nelN*

est sommable. Ceci nous permettra de conclure a 1’aide du théoréme de Borel-
Cantelli. Pour cela, on fait la majoration brutale :

N|ne Ny
Npe] 1 Na 1 P(| st — s v [ — Ao > 6)

P(]

——|V|——=—=|>d|7_1 = N,) <
[nz] a(0)| = a(0)| 71 = Nn) < P(r_, = N,)
Remarquons qu’on a déja pour tout a dans ]0;1] que ]\(}l’;‘]J converge presque
1
a(0)
tionnement, on va utiliser le caractére géométrique des variables (Ni)ren. En

slirement vers (loi des grands nombres). Ici pour s’affranchir du condi-
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fait, en utilisant I'inégalité de Markov exponentielle, on obtient I’existence d’une
constante ¢ (strictement positive) telle que pour tout k entier non nul :
Ny, 1

P(|? - w| > ) < exp(—ck)

On obtient alors ’existence d’une constante c; strictement positive telle que :

nz] a0 " ao)

P(]

| >4d) < exp(—cin)

Pour conclure on va montrer que l'ordre de grandeur de P(7_; = N,,) est n.

Pour cela on construit la marche aléatoire (Sy,)men définie pour m entier par :

Sm = SN,,

Cette marche a la vertu d’étre centrée avec un moment d’ordre deux fini ainsi
que Skip-Free descendante. De plus, si on note 7_; = inf{j, Sj = —1}, on a que
I'événement {7_; = N,,} se réécrit {7_; = n}. L’existence de moments d’ordre
deux de a entraine 'existence du moment d’ordre deux de la marche (S, )men.
Par le théoréme central limite local on obtient alors que P(t_; = N,,) est d’ordre

n z.

On a donc que G, (x) converge presque slirement vers Xx.
O

Avant de s’attaquer a I’étude de la fonction de contour, on présente le résultat
suivant :

Proposition 9. S converge en loi vers re, ot r est une constante strictement
positive et e est une excursion brownienne.

On a besoin du résultat intermédiaire :

Lemme. Soit (A,)men une marche aléatoire partant de 0 et dont la loi de saut
est de moyenne nulle et admet un moment d’ordre deux (non nul). On pose pour
n dans N*, A™ la fonction continue allant de [0;1] @ valeurs réelles, telle que
pour tout k < n :
—y k 1
A2y =

| pour 0 <k <n.

Ay

et étant affine dans [£; L

On pose 7_1(A) = inf{m, A,, < 0}, alors il existe une constante r stricte-

ment positive (ne dépendant que du moment d’ordre deur de la marche) telle
que sur P(-| 7_1(A) =n), A™ converge en loi vers r e
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Ce lemme peut étre vu comme une version conditionnelle du théoréme de
Donsker. On ne prouve pas ce résultat pour éviter d’alourdir excessivement le
propos, on renvoie & [8] pour une preuve.

Passons a la preuve de la proposition 9.

Démonstration. On n’expose ici que les grandes lignes de la démonstration de
Pitman et Rizzolo.

On reprend les notations de la preuve de la proposition 8, on pose S 1a
fonction continue définie sur [0,n] qui pour tout entier m < n vaut S, et entre
deux valeurs entiéres est affine. On introduit aussi la normalisation B(™ :

BM™ . [0;1] — R
x ﬁs(”)(nm)

En utilisant le lemme précédent on obtient qu’il existe une constante stricte-
ment positive 1, tel que la fonction aléatoire B conditionnée a {7_1(S) = n} (i.e
S devient négative pour la premiére fois en n) converge en loi vers r e.

On explique maintenant comment en déduire le passage & la fonction S, A
cette fin, on construit une fonction bijective continue croissante ¢, allant de
[0;1] dans lui-méme telle que pour tout entier k inférieur & n, ¢, (£) = I, et
dans lintervalle [£; Et1] ¢, est affine.

Remarquons que la fonction ¢,, a le bon goiit de tendre presque stirement vers
I'identité et de vérifier B (¢, (7)) =S5 ”)( ) pour tout entier k inférieur a
n. Mais la fonction aléatoire z — B(") (qbnl(a:)) converge en loi vers r e. Pour
conclure sur la convergence de S| il faut évaluer les oscillations. Celles-ci
peuvent étre controlées grace au module de continuité. Pour une preuve dé-
taillée de ce dernier point, on renvoie & [10]. O

Ce dernier résultat nous permet de déduire par des méthodes bien connues
(voir par exemple [7]) quil existe deux constantes positives r1 et 7o telles que
C™ converge en loi vers 71 e et H™ convergent en loi vers roe. On va par contre
s’arréter une seconde pour montrer proprement la convergence de la fonction
F,, vers F (fonction de répartition d’une loi uniforme).

Plus précisément :

Proposition 10. Pour n dans N*, on note fi,..., fn les positions des feuilles
dans C™ | alors la fonction F,, définie par :

va € [0,1], Zn;m

converge pour la norme infinie vers F' en probabilité.
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Démonstration. Notons vy, ..., v47,—1 les noeuds de T;,, et posons pour tout k
dans [0, #7,, — 1] m(k) le premier instant ot 'on rencontre vy, lorsque 'on décrit
le parcours de T),. On vérifie que :

m(k) = 2k — Hr, (k)

Les feuilles n’étant parcourues qu’'une seule fois, on obtient que

Je = Ne—1 \/ﬁﬁl(:)
#Tn -1 2(#Tn - 1)

Ni—1
#Tn -

Ou l'on utilise les notations de la proposition 8. Or pour tout k < n, I =
Pour déduire le résultat de la proposition 8, il suffit de montrer que

v sup H™
#1 x€[0;1]

tend en probabilité vers 0. Mais comme nécessairement n < #7,,, le résultat
découle de la convergence de H(™ vers une excursion brownienne renormalisée.
O

Les résultats précédents sur la fonction contour se compriment sous la forme :

Théoréme 1. Il existe une constante strictement positive r, telle que le couple
(C™ | F,) converge en loi vers (re, F), ot F est la fonction de répartition d’une
loi uniforme et e est une excursion brownienne.

Démonstration. On a déja la convergence en loi de F, vers F et de C™) vers
r e, avec r une constante strictement positive. F étant déterministe, il suffit
d’appliquer le théoreme de Slutsky pour obtenir le résultat souhaité. O

On est maintenant en mesure de montrer le résultat principal de cette sec-
tion :

Théoréme 2. Soit k un entier fixe, notons Ty, ’ensemble des arbres de Schroder
a k feuilles, (Tree(k,p,“én)({T}))TeTk converge en loi vers (Tree, pe)({T'}))reT, -

Ceci est équivalent a la convergence en loi de Treey, g, cny vers Tree re)s
ot on voit ces variables aléatoires comme des variables a valeurs dans l’espace
des mesures sur les arbres de Schroder.

Démonstration. Avant de commencer la preuve remarquons que par définition :
Treeq, p, ) = Treeq, g, 16m)

Quitte a utiliser le théoreme de Skorokhod, on peut supposer 'existence d’une
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excursion e brownienne telle que (%C("), F,) converge presque siirement vers

(e, F'). On va montrer que pour tout T dans Ty, ’Hee(k’Fn’@(n))({T}) converge
presque stiirement vers Tree (s, r, )({7'}), le théoréeme découlant directement.

Notons F;~ la fonction quantile de F,,. La convergence en norme infinie de
F,, vers F entraine celle de F);~ vers F. L’intérét d’introduire la fonction quan-
tile et que si on prend X uniforme dans [0,1] alors Fi (X) a la loi donnée par
F,,. Soit T dans 7, on a que :

Tree . g, oy ({T}) = /[O ” Lo(Go(Fi (1) Fi (1)) 421+ ATE
Plagons-nous sur une réalisation du hasard telle qu’on ait bien la convergence de
(L™, F,) vers (e, F'). Comme les minima locaux d'une excursion brownienne
sont presque stirement tous distincts, on peut supposer, quitter a supprimer un
ensemble de mesure négligeable, que tout les minima locaux sont bien distincts.
On a alors :

ﬂe(én,(p,f(xl),...,F;(mk))) = Lo(e,(a1,.,21))

Pour tout k-uplet (z1,...,z) tel que aucun de ses points réalise un minimum
local de e. Mais I’ensemble des points réalisant un minimum local étant dénom-
brables, on a bien par convergence dominée :

Lo, (ri ooy dTdry, — Lo(e (o dy..d
/[0,1]k 0(Cr (Fi (1), F (z,))) 4L - QTR 0.1k 0e,(z1,...,x1))) %1 .AT

O

Toutes les constantes ici rencontrées ne dépendent que du moment d’ordre
deux de la mesure . C’est Iexistence du moment d’ordre deux qui nous a per-
mis d’avoir une limite brownienne pour la marche de Lukasiewicz. Mais on peut
obtenir aussi, mutatis mutandis, le méme type de résultat en faisant ’hypothése
que la marche de Lukasiewicz est dans le domaine d’attraction d’une loi stable.

Dans la section suivante on va étudier la distribution des étiquettes, cette étude
nous donnera acces a la fréquence des motifs.

3.3 Etude des étiquettes et permuton limite

Reprenons le cheminement de notre argumentation. On considére o,, une per-
mutation aléatoire de loi uniforme dans I’ensemble des permutations séparables
de taille n. On cherche & déterminer la convergence de p,, . Pour cela, on va
commencer par montrer que pour toute permutation 7 la suite (E[7 (7, 07 )]) nen~
admet une limite. Apres il suffira de trouver un permuton aléatoire u tel que :

lim E[r(m, 0,)] = E[r(m, p)]

n—-+oo
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pour conclure a ’aide de proposition 3.

e Remarquons que le passage des permutations aux permutons ne pose au-
cun probléme dés le moment ol 7 est une permutation fixe puisque n part vers
Pinfini.

On introduit certaines notations qu’on gardera tout au long de cette section. On
pose pour tout n entier non nul, T,, un arbre de Schroder pris de maniére uni-
forme sur I'ensemble des arbres de Schréder bien étiqueté a n feuilles. On note
C™ le contour normalisé Cforme('rn) et s, la fonction allant des pré-images

des minima locaux de C™ dans {©,®} qui & un élément associe I'étiquette du
nceud correspondant dans T,,.

Fixons-nous une permutation 7 et notons k sa taille, I’étude de la limite de
E[r(m, 0,)] revient & celle de :

S
> ElTreey oo, (D)
TeS(m)

Ou lon rappelle que S(m) désigne I'ensemble des arbres de Schroder étiquetés
codant 7. L’avantage de cette expression est qu’on a la convergence en loi de
C™ vers une excursion brownienne (renormalisée). Soit T dans S(r), pour
alléger les écritures on pose :

Vo (T) :== PO (CM 5, (F(X1), ..., F5(X3)) = TO(C™, (FS(X1), ..., FS (X)) = forme(T))
Alors en passant aux probabilités conditionnelles, on obtient :

E[Tree(y), oo o ({TH] = PO (C, 5, (B (X1), o, B (X)) = T)
= V,(T) x P(O(C™, (F(X1), ..., T (X)) = forme(T))

= Vo (T) x E[Tree(k’Fm@(n))({forme(T)})]

Ou Xy, ..., X sont des variables indépendantes distribuées uniformément sur
[0,1] et F¥ désigne l'inverse a droite de Fj,.

D’apres le théoreme 2, on a la convergence en loi de Tree, i ) ({T}) vers
Tree (s, pe)({T}) pour tout arbre de Schréder T. On a donc :

E[Tree(, g, co)({forme(T)})] — E[Tree. re)({forme(T)})]

Notons 7 (resp. 7)) 'ensemble des arbres binaires (resp. 'ensemble des arbres

binaires étiquetés). Puis pour m entier 7, (resp. Tn(fLS)) les arbres de T (resp.
TS )) a m feuilles. Comme presque siirement tout les minima locaux de e sont
distincts :
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Tree(y, pe) st supporté par Tg.

On peut donc restreindre I'étude & T dans 7). On va conclure grace a la
proposition suivante :

Proposition 11. Soit m une permutation de taille k, et T un arbre binaire dans
S(m) alors :
1

H —_—
n—oo 2k—1

Va(T)
lorsque n tend vers linfini.

Démonstration. On se place dans le contexte des arbres. On reprend comme
précédemment, 7;, un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction v condi-
tionné & avoir n feuilles. A partir de T}, on peut construire un arbre de Schroder
étiqueté en choisissant ’étiquette de la racine de maniére uniforme dans {¢, S}
puis en imposant qu’aucun nceud n’ait la méme étiquette que son pere. On note
T,, Parbre obtenu. Par définition ¢(T,,) est de méme loi que o,,.

On tire au hasard de maniere uniforme k feuilles, notons les Ly, ..., Ly ou on
les ordonne par ordre d’apparition lorsqu’on décrit le contour de T,, de gauche
& droite (n partant & l'infini, on néglige la possibilité de rencontrer plusieurs
fois la méme feuille). On pose pour i dans [1,k — 1], M; le plus proche ancétre
commun des feuilles L; et L;1q et s(M;) Détiquette correspondante. On veut
montrer :

P(S(Ml) = €1, ...,S(Mkfl) = €k—1 | arb({Ll, ...,Lk},Tn) = t) —

92k—1
pour tout k — 1-uplet (ey,...,e,_1) dans {@; ©}*~1 et tout ¢ dans Tj.

On commence par énoncer une propriété d’invariance pour les arbres de Galton-
Watson. Soit o une mesure sur N et R un arbre de Galton-Watson de loi de re-
production «. Soit T un arbre plan fini, prenons v;,, et vy, deux noeuds de T tels
que v;, est un ancétre de v,,;. Notons 1 la distance dans I’arbre entre v;,, et vous
moins 1, et nommons v;y,, U1, ..., U, Voyt les nceuds du plus court chemin allant
de vy, & vy par ordre d’apparition (lorsqu’on va de v, & Vo). Pour tout i dans
[1,1], on note G; (resp. D;) le sous arbre de T formé des nceuds du sous arbres
issus de u; apparaissant aprés u; et avant (resp. aprés) u;41 lorsqu’on parcours T
de gauche & droite (la racine du sous arbre étant u;) (voir figure ci-dessous). Pour
tout permutation § de taille [, on note (6, v;,vy)-T Parbre plan construit & partir
de T en changeant G; par Gs(;y et D; par Ds(;y pour i dans [1,n]. Cette trans-
formation laisse la probabilité invariante, i.e P(R =T) = P(R = (6, v;,vy) - T).
Ceci s’applique donc pour la loi «y. Ici on aurait pu utiliser le fait que pour tout
entier non nul n, 7;, se distribue de maniere uniforme sur ’ensemble des arbres
de Schréder a n feuilles. Mais on choisit de présenter cette approche afin de
garder une certaine généralité.
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FIGURE 3.5 — Action de (8, v;, vy)

On va utiliser cette propriété pour déduire la proposition. On rappelle que les
étiquettes des nceuds de T, ne dépendent que de 1’étiquette racine, les noeuds in-
ternes ayant la méme étiquette que la racine s’ils sont a hauteur paire et ’autre
sinon (les nceuds internes ne peuvent pas avoir étiquette 1). C’est pour cette
raison qu’on fera abstraction des étiquettes et on s’intéressera directement a la
hauteur dans T,,. Afin d’avoir une image plus intuitive, on verra ’arbre T,, et
les feuilles L1, ..., Ly comme la donnée de 'arbre T;, dont on a colorié en bleu
les feuilles L, ..., Ly. De plus, pour tout i dans [1,k — 1] on colorie le nceud
M; en jaune et on lui associe I'entier i. Constatons que les (Mi)ie[[l,k—l]] ne sont
pas forcément distincts, ils peuvent donc avoir plusieurs entiers associés. Ceci
ne pose pas de probleme ni de réelle ambiguité puisqu’on s’intéresse au cas ou
l’arbre engendré par les feuilles Ly, ..., Ly est binaire qui est équivalent a de-
mander que tous les (M;);e[1,x—1) soient distincts. On introduit ces entiers afin
de pouvoir différencier les nceuds coloriés en jaune. Pour éviter des confusions
on notera col(L, ..., Ly, T,) Darbre colorié (avec les entiers associés aux noeuds
jaunes).

Prenons T un arbre plan fini, ayant certaines feuilles coloriées en bleu et cer-
tains nceuds internes coloriés en jaune avec des entiers associés (un entier ne
pouvant étre associé qu’a un noeud interne). Comme dans le cas non coloré, on
va définir une maniere de mélanger ces arbres. On reprend les mémes notations
que pour le cas sans couleur, on notera (8, vip, Voyt) - T arbre T dans lequel
on a échangé G; par Gs(;) et D; par Dsgy pour i dans [1,n] en transportant
aussi les couleurs et les entiers des nceuds. On échange notamment le noeud (avec
sa éventuelle couleur et ses entiers) u; par us(;) pour i dans [1,] (voir figure 3.7).
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Fixons t un arbre dans 7. Notons Coly(t) 'ensemble des arbres plans, ayant k
feuilles aq, .., ar (ordonnées par ordre d’apparitions pour le parcours de gauche
a droite) coloriées en bleu, vérifiant

arb({a1,.,ax},T) =t

et ol pour tout i dans [1,k — 1] Pancétre commun entre a; et a; 41 est colorié
en jaune et a U'entier i associé. On appellera les éléments de Colg(¢) des arbres
coloriés selon t.

Pour T un arbre colorié selon t, on notera a1 (7)), ..,ax(T") ses feuilles coloriées
ordonnées de gauche a droite, et pour tout i dans [1,k— 1] on pose b;(T) le plus
proche ancétre commun entre a;(7T) et a;4+1(T). Pour des raisons de cohérences
et symétries, on introduit un point noté by relié uniquement a la racine de T,
il joue le rdle de peére de la racine. Pour tout i dans [1,k — 1] on définit W;(T")
comme étant le plus court chemin allant de b;_; vers a;. On appelle ces chemins,
les lignes de T. Constatons que les lignes peuvent avoir ou non ailleurs de ces
extrémités des noeuds coloriés en jaune (ceci dépendant de ¢). On notera d;(T) la
longueur de W;(T) moins 2 pour i dans [1,k—1] et d(T) := dy (T)A... Nd—1(T)

Pour tout T dans Coly(t), on définit Z(T') le plus petit ensemble d’arbres colo-
riés selon t contenant T et vérifiant :

Pour tout 7' dans Z(T) et tout i dans [1,k — 1] :
(6,bi_1(T),a;(T)) - T est aussi dans Z(T)

ou J est une permutation de taille d;. On demande en plus & la permutation §
de préserver l'ordre relatif (ancétre) des noeuds coloriés en jaune. Plus formelle-
ment, on note b;_1(T), u1, ..., uq;, a;(T) les noeuds de W;(T) par ordre d’appa-
rition. On demande que s’il existe deux entiers p < ¢ dans [1,d;] tels que u, et
u, soient coloriés en jaune, alors §~*(p) < ~!(q) (voir figure 3.7).

Les contraintes sur ¢ sont nécessaires afin de garantir que (6, b;_1(T),a;(T)) - T
soit encore dans Colg(t). Constatons aussi que les lignes de deux éléments dans
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Z(T) ne différent que dans la position de ses nceuds internes coloriés en jaune. O
I’on dit qu'un nceud est interne pour une ligne lorsqu’il n’est pas 'une de ses ex-
trémités. On parlera donc de lignes de Z(T') pour se référer aux (Wi(T'))ieq1,k—-1]
ou 'on fait abstraction des couleurs et entiers associés aux noeuds internes des
lignes. On les notera (W;(Z(T')))ie[1,k—1]-

On dira pour T et T, deux arbres coloriés selon t, qu'ils sont équivalents si
T est dans Z(T). Ceci définit une relation d’équivalence sur Colg(t). On note Z
Vensemble {Z(T'), T € Coli(t)}.

L’intérét d’une telle partition de Colg(t), et que pour Z dans Z, col(L1, ..., Lg, Ty,)
sachant qu’il est dans Z suit une loi uniforme sur Z, or sur Z la position des
nceuds jaunes est simple. Plus précisément, soit T dans Téol(t), notons pour %
dans [1,k—1] : j; le nombre de nceuds jaunes internes sur W; (7). Par définition
de Col(t) ceci ne dépend pas de T mais uniquement de t. Prenons T uniforme
sur Z, pour tout i dans [1,k — 1], les j; points jaunes sur la ligne W;(Z) (pour
obtenir W;(T')) sont placés de maniére uniformes sur les j;-uplets de nceuds in-
ternes de la ligne. Tout cela de maniere indépendante de la position des noeuds
internes jaunes des autres lignes, les entiers associés étant aprés directement
imposés par Z. On a donc 'existence d’une fonction r décroissante convergeant
vers 0 en l'infini, tel que pour tout (ey,...,ex_1) dans {0, 1}*~1

L <rd(T))

[P(hy =e1]2],..., hg—1 = ex—1[2] | col(Ly, ..., Lg, Tp,) € Z(T)) — i1l <

ol pour tout i dans [1,k — 1], h; est la hauteur de M;.
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On peut enfin conclure. En fait pour (eq,...,ex_;) dans {0, 1}*~1,
P(hy = e1[2], ..., hie—1 = ex—1[2],arb({L1, ..., Lr}, Ty) = t) est égal par condi-
tionnement a :

> P(hy = €12, hio1 = ex—1[2] | col(Ly, .., L, Tp) € Z) x P(col(Ly, ..., Ly, Ty,) € Z)
ZeZ

Fixons D un entier, en utilisant ’inégalité précédente on peut majorer bru-
talement
1
[P(hy = e1]2], ..., hg—1 = ex—1[2), arb({L1, ..., Ly}, T) = t)—FP(arb({Ll, e L}, Th) = 1)

par :
(D) + P(d(col(Ly, ..., Ly, T,)) < D)

D’aprés le théoreme 1, (Cr, , F,,) converge en loi vers (e, F). Ou l'on reprend

les notations de la section précédente, F;,, étant la fonction de répartition des
feuilles de T}, et F la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [0, 1]. On

a donc forcément que d(Col(Lq, ..., Ly, Ty)) converge en probabilité vers I'infini

(on peut raisonner comme pour la preuve du théoréme 2 en utilisant le théoréme

de Skorohod pour voir que l'ordre de grandeur de d(col(Ly, ..., Lg, Ty,)) est v/n).

D étant fixe, on a donc bien que

_P(arb({Ll, ceoy Lk}, Tn) = t)

[P(hy =e1]2],..., hg—1 = ex—1[2],arb({ L1, ..., Ly}, T) = t) E1 |

converge vers 0.

Pour conclure, il suffit de remarquer que P(arb({L1, ..., Ly}, T,) = t) tend vers
une constante non nulle. En fait d’apres le théoréme 2 :

P(arb({L1, ..., L}, T,,) = t) converge vers E[Tree( pe)({t})]-

Cette quantité est bien connue, voir [7], et vaut C#' Ou Catg_; désigne
k—1
le kK — 1 nombre de Catalan. O

En appliquant la proposition précédente, on obtient :

Blr(ropo)] =2 S sy ElTreeq, po({forme(T)))]

n— oo
Tes(m)NT S

Pour conclure sur la convergence en loi de p,, il suffit donc de construire un
permuton aléatoire p vérifiant :

Blr(mpl= Y e ElTrees e m ({forme(T})
TeS(m)NT>

o1



Pour toute permutation 7 et ot 'on note || sa taille.

Remarquons que d’aprés la construction faite & la fin de la section 1 partie
3 proposition 7, cette relation est vérifiée par le permuton p(pes) Ol s associe
& chaque minimum local une étiquette dans {®, ©} de maniére équiprobable et
indépendamment de e et des étiquettes des autres minima (ici on n’introduit
aucune ambiguité en confondant minimum local et pré-images puisque presque
stirement tout les minima locaux de e sont distincts). En fait, s est construit de
maniére & obtenir le facteur 271+,

On peut enfin énoncer le théoréme :
Théoréme 3. On a que uy, converge en loi vers fi(repe,s)

Il reste un dernier probléme & surmonter pour finir la preuve, il faut montrer
qu’on peut construire le couple (e,s) de maniére mesurable.

Démonstration. On se fixe une excursion brownienne e et on cherche & définir s
dessus. Pour cela on se donne un tableau de variables aléatoires (XZ-("))Km i<n
choisissant de maniére équiprobable une étiquette dans {@®, S}, ces variables
étant indépendantes entre elles mais aussi de e.

On construit s de la maniére suivante :

Considérons une réalisation du hasard (on suppose que e a tous ses minima dis-
tincts), si x est un minimum local alors on prend m le plus petit entier vérifiant :

1 < m et il existe i < m tel que = € [-£, Z] et e(z) = me ([, EEL])

m’ m’ m

(n)

On associe a x I'étiquette X;

Cette construction vérifie les propriétés voulues et elle est bien mesurable. [J

On termine ce mémoire en montrant certaines propriétés du permuton limite
H(Leb,e,s)-

3.4 Quelques propriétés

Dans cette derniére section, on fixe au préalable e une excursion brownienne
et s une fonction aléatoire associant a chaque minimum local de e une étiquette
dans {®,©} de maniére équiprobable, ce choix s’opérant de maniére indépen-
dante des étiquettes des autres minima locaux. On reprend les notations des
sections précédentes. Pour les alléger un peu, on notera g la mesure limite, au
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lieu de fi(Lep,e,s)- On rappel (proposition 7) que p est la loi de (X, G(Lep,e,5)(X))
avec X uniforme sur le segment [0, 1]. On notera par la suite G la fonction aléa-
toire G (repe,s) €t pour toute permutation 7, A, la variable A (Leb,e,s).

Le premier résultat qu’on énonce nous donne le comportement asymptotique
(moyen) de la fréquence des motifs :

Proposition 12. On prend m une permutation fize, notons |r| sa taille. On a
que :
Card(S(r) N T
E[r(m, op)] e 21711 Catyr

ot pour tout entier n, Cat, désigne le n-ieme nombre de Catalan.

Démonstration. On a prouvé dans la section précédente que E[r (7, 0,,)] converge
vers

1
E[A,] = Z W]E[Tree(hhpye)(S(forme(T))]
TeS(n)

Comme les minima locaux de I’excursion brownienne sont presque tous distincts,
Tree(||,F,e) est supporté par S() ﬂﬂfj). Le résultat découle du fait bien connu
dans le monde de I’arbre Brownien suivant :

1

VT € Tix), E[Tree (x|, re)(T)] = W

Pour une preuve on renvoie a [7] . O

On va maintenant montrer que p est bien aléatoire (non déterministe) :
Proposition 13. Pour toute permutation w, A est non déterministe.

Démonstration. On expose la preuve présentée dans [5].
Prenons 7 une permutation et notons k sa taille.

On suppose que 7 # 123..k. On note pour n entier supérieur a k, d,, = #. De
plus :
Pour 1 dans [0;n], on éerit J; = [£ —6,; L 46,/ N[0, 1]

Pour 1 dans [1;n], on écrit I; = [1—71 +0n; 5 — 6]
Soit A,, I’événement défini par :

(1) Les minima de e sur Ji, ..., J,—1 ont tous pour étiquette @.

(2) max mine < mine
lefon] Ul
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Remarquons que pour tout n, A, est de probabilité non nulle. Lorsque (e,s)

réalise A,, on a :
2

k
A g >1——
n

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient que si A, était déterministe elle
devrait étre nulle. Mais ceci contredit le fait que E[A,;] > 0 (comme Ajz x a
méme loi que Ag. 21, & cause du role symétrique des opérations & et &, on a
bien le résultat pour toute permutation 7). O

On énonce maintenant certaines propriétés sur G.

Proposition 14.
(1) Posons D(e) l’ensemble :

{zr €0,1], e > 0, e(z) = me(z,z +€) oue(r) = me(r —€,2)}
presque sirement D(e) est l’ensemble des points de discontinuité de G .

(2) Pour z dans 10,1[ , G(z) et 1 — G(z) ont méme loi. Ce qui entraine
E[G(x)] = 3.

(3) Pour z dans |0,1[, G(z) n’a pas d’atomes.

Démonstration. Commencons par le point (1), prenons x dans [0,1] \ D(e) et
montrons que G est continue en x. Par définition :

G(z) = /M Wz, y)dy

Ot h est la fonction qui vaut 1ges) (e,s,(z,y)))=12 S1 T > Y €t Ly9(5) (o5, (z,y)))=21
sinon.

Soit x, une suite de réels dans [0,1] convergeant vers x. Comme z n’est pas

dans D(e), pour tout y dans [0, 1]\ {z} le minimum de e entre = et y n’est pas
atteint en z. On a donc

Va € [0,1]\ {z}, IN(y) €N, ¥n > N(y), 09 (z,y,e,5) = 09 (2,,,y,€,5)

Par convergence dominé, on obtient :
lim G(zn) = /[ o Jm h(za, y)dy

n—+oo
= / h(zx,y)dy
[0,1]

= G(x)

o4



Montrons maintenant que presque stirement tout point dans D(e) est point
de discontinuité. Soit x dans D(e). Supposons que x est un minimum local &
droite (le cas minimum local & gauche se traite de la méme maniére). L’unique
différence avec les points de [0,1] \ D(e) est que 'ensemble :

{y,y > zete(x) =me(z,y)}

n’est plus vide. On note A(x) cet intervalle. Comme on se place sur une réa-
lisation typique de (e,s), on peut prendre deux suites (z2),en et (z5)nen de
points dans A(z) convergeant chacune vers x telles que le premier minimum
local apparaissant aprés 2P (resp. %) ait pour étiquette @ (resp. ©). Alors on
a

lim G(z5) — G(z) = Leb(A(x))

n—-+oo

Passons au point (2). On pose § 'application allant des minimas locaux de e
qui vaut @ lorsque s vaut ©, et © sinon. Par construction (e,s) et (e,S) sont
égales en loi, mais pour x dans ]0,1[ on a presque slirement G(Lebes)(T) =
1= G(Lebe,s)(x). Bt donc Grepes)(®) €t 1 — G (Lepes) () ont bien la méme loi.

Attaquons maintenant la preuve du point (3). Pour toute réalisation typique
de e tous les minimas locaux sont distincts et donc leurs pré-images décrivent
un ensemble dénombrable. On pose (yn)nen une numérotation des réels dans
[0, 1] réalisant un minimum local de e. Pour les ordonnées on peut par exemple
utiliser la méme méthode que lors de la preuve de la mesurabilité de (e,s) (voir
fin de la section précédente). Pour tout minimum local, on pose :

zg(y) = sup{z, z € [0,y] et me(z,y) < e(y)}

za(y) == inf{z, z € [y, 1] et me(y, 2) < e(y)}
et on notera I, (y) (resp. Iq(y)) Vintervalle [z4(y),y] (resp. [y, z4(y)]). I4(y) cor-
respond & 'excursion arrivant a y et I4(y) a celle partante de y.

En vue des propriétés de I'excursion brownienne, quitte a supprimer un en-
semble négligeable, on peut supposer qu’il n’existe pas deux ensembles d’entiers
B et By disjoints de cardinal fini et (¢;,)nen,uB, une suite d’éléments dans
{g,d} tels que :

> Leb(Ie, (yn)) = D Leb(I, (yn)

n€B; n€By
On va conclure & 'aide de cette propriété. Soit x dans ]0,1[, on pose (2 )nen

une numérotation de ’ensemble :

{Yn, n €N, me(z,yn) = e(yn)}

on pose aussi pour tout entier n, ¢, = g si z,, < x et ¢, = d sinon.
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En utilisant ces notations on a :

G@) = 3 ealeb(L, (1))

neN

ot les (€,), sont des variables de loi de Bernoulli de parameétre %, ces variables
étant indépendantes entre elles et de e. Plus précisément ¢, vaut 1 si et seule-
ment s(z,) = @ lorsque z, < z et s(z,) = © lorsque =, > x. Notons pour
tout entier N, Fy la tribu engendrée par e et les variables (€,),~n. Soit a un
réel dans [0,1] et N un entier non nul. D’apres la propriété, sachant Fn on ne
peut avoir G(xz) = a que pour une valeur de (e1,...,ex). Ce qui nous donne
I'inégalité :

E[lg()=al = E[E[lg(z)=al Fn]]
1
9N

IN
N

a et N étant arbitraires, on a bien que G(z) n’a pas d’atomes. O

On conclut ce mémoire par une application aux points fixes des permutations
séparables.

Proposition 15. Soit n un entier non nul, posons P, la proportion de points
fixe de 0, i€ :

P, = %C’ard({i € [1,n], 00 (i) = i})

alors on a que
E[P,] — O
n—oo
Démonstration. Quitte a utiliser le théoréeme de Skorohod, on peut supposer
que iy, converge presque stirement vers p.

Posons fi,, la mesure :
n

1
~ i)

i=1
ol pour tout couple de réels (x,y), 0(,,) désigne la mesure de Dirac en (z,y).
Par définition, la convergence presque sire de p,, vers u entraine celle de fi,,
vers [.

Notons D la diagonale {(z,z),z € [0,1]}, d’aprés le théoréme de Porteman-
teau on a :

lim sup fis,, (D) < u(D)

n—-+oo

En appliquant le théoréme de convergence dominée, on obtient :

lim sup E[fi,,, (D)] < E[u(D))

n——+00
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Par construction on a E[fi,, (D)] = E[P,]. On conclut en utilisant Fubini :
Eu(D)) = [ Ellaw-]
z€[0,1]

D’apres la proposition précédente pour tout x dans ]0, 1], G(z) n’a pas d’atomes.
On a donc bien :

lim E[fiy, (D) =0

n——+oo
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