L1.2. Algebre Travaux dirigés
2€ImM€ semestre 08/09

T.D. 2: Espaces et sous espaces vectoriels.

Exercice 1. Trouver les s.e.v. parmi les sous-ensembles suivants de IR>:
e By ={(z,y,2) e E|lz—y+2=0}
e By ={(z,y,2) e E|x=1}

(

(
o Bs={(z,y,2) € E |z >y}
e By={(z,y,z+z) € E|x,y,z € R}
(

o Bs ={(z,y,2) e E|2* =y}

Exercice 2. Pour chacune des parties suivantes de IR®, préciser (en le justifiant) s’il s’agit d’un
sous-espace vectoriel.

e A ={(x,y,2) e R*; .+ 2y — 52 =0}

. z,y,2) €IR®; x+ 2y — 52> 0}

€R®; x+2y — 5z =4}
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{(z,y,2) e R*; (x4 2y — 52)(x —y) = 0}

Exercice 3.
1. Soit IR? muni de I'addition usuelle. ((IR?,4) est un groupe commutatif)

RxR> — R?

a) On considere I'opération externe suivante :
@ (0 (@.y) = a(ey) = (ax,0)

(IR27 +,.) est-il un IR-espace vectoriel 7
2 2
(b) Méme question si I'opération externe est : ROCRT - — R B
(a, (z,9) = a(z,y) = (z,0%)

2. Soit H = {a+bv2; (a,b) €Q®}

(a) Montrer que (H,+) est un groupe commmutatif.
(b) Montrer que : VA €@ Ve € H A\x € H.
(¢) H est-il unQ-espace vectoriel 7

)

(d) Peut-on munir H d’une opération externe sur IR telle que H soit un IR-espace vectoriel ?
3. On considere IR? muni de Paddition usuelle et de I'opération externe sur € définie par :
(a+iB)(x,y) = (ax — By,ay + fz), (a,0) € R*.

Montrer que IR? est ainsi muni d’une structure de C-espace vectoriel.



Exercice 4. Soit F un espace vectoriel, les sous-ensembles F; suivants de F sont-ils des sous-espaces
vectoriels ?

o £ =1R?
E, ={(z,y) € E, x4+ 5y =0} Ey ={(z,y) € E, 2y €Q}
Ez={(r,y) €E, 2> +2zy+1y*> =0} Eys={(v,y) €E, 2z +3y=1}
e £E=1R*

By ={(z,y,2,t) €EE, 20 —y+22 -t =0} Ey={(v,y,2,t)EE, v +z=y+tety=1t*}

e £=F(R)
Ey={fekE, f(0)=0} Ey={fekE, f(0)=-1}
Es ={f € E, f paire} E,={f € E, fimpaire}

Es ={f € E, f periodique de periode T'}
1
Es = {f € E, f continue sur [0,1] et / f(t)dt =0}
0
E; ={f € E, f(x) =0 pour une infinité de valeurs de z} Eg = {f € E, f est croissante sur IR}

Fy={f € B, (3ny € N)(¥z € R\ [-ny,ny])f(x) = 0}
o F = ]R]N

E1 = {(un) € E, uptni2 <0} Ey={(un) € E, Unyz = (n— Dy +n?upi1 +2(n+ Duyyo}

Exercice 5. Soit E = IR [X] le IR-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Les ensembles
suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7

e By ={PeE, X?+1 divise P}
e By ={PeFE, P(1)=00u P(-1)=0}
e E35={P e E, deg(P)<2et P(0)=P(1) =0}.

Exercice 6. Les ensembles suivants constituent-ils des s.e.v. ?

e C, Cy, C; ensembles des suites convergentes, convergentes vers 0, convergentes vers 1.
(s.e.v. de RN ?7)

o F{(z,y) e R |z| = [y}, G = {(x,y) € R?* x4y =0}. (se.v. de R* ?)
e D(IR), ensemble des fonctions dérivables sur IR. (s.e.v. de F(IR) ?)

Exercice 7. Soit E = € (que 'on considérera comme C-espace vectoriel puis comme IR-espace
vectoriel). Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E ?

e F1={z2€C; z+z=0}
e Er={z€C; |z| =1}.
Exercice 8. Soient les vecteurs suivants dans IR? :
up = (2,3,-1), ug = (1,—-1,-2), v; = (3,7,0), vo = (5,0, —7), v3 = (0,0, 1).
e Soit F} l'espace vectoriel engendré par u; et ug, est-ce que vy, vo et v3 appartiennent a Fy 7

e Soit F; l'espace vectoriel engendré par vy et vy, montrer que F} = Fy.



