L1.MASS Algebre 2008/2009

Corrigé de la feuille 2

Exercice 1.
1. sous-espace vectoriel : By est I’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene.

2. pas un sous-espace vectoriel : 1’élément nul de R? (0,0, 0) n’est pas dans By. (remarquer que Bs est
Pensemble des solutions d’un systéme linéaire non homogene)

3. pas un s.e.v : (2,1,0) est dans B3 mais pas —(2,1,0) = (-2, -2,0).
4. s.e.v : en fait on a méme By = R3.

5. pas un s.e.v : (1,1,0) est dans Bs mais pas —(1,1,0) = (-1, —1,0).

Exercice 2.
1. s.e.v : Aj est 'ensemble des solution d’un systeme linéaire homogene.
2. pas un s.e.v : (1,0,0) est dans A5 mais pas —(1,0,0).
s.e.v : As est 'ensemble des solution d’'un systeme linéaire homogene.
s.e.v : Ay est 'ensemble des solution d’un systéme linéaire homogene.
5. pas un s.e.v : (1,1,0) et (1,—1,0) sont dans As mais pas (1,1,0) + (1,—1,0) = (2,0,0).
6. pas un s.e.v : (—1,0,0) est dans Ag mais pas (1,0,0).
7. s.e.v : méme si I'équation définissant A7 n’est pas linéaire, on a (z + 2y — 52)% + (x — y)? = 0 si et

seulement si « + 2y — 5z et & — y sont nuls. A7 est donc aussi ’ensemble des solution d’un systeme
linéaire homogene.

8. pasuns.e.v: (2,—1,0) et (1,1,0) sont dans Ag mais pas (2,—1,0)+(1,1,0) = (3,0,0). (Remarque :
en fait Ag est 'union des deux espaces vectoriels {(z,y,2) € R® ; 2 + 2y — 5y = 0} et {(z,y,2) €
R3; z —y=0})

Exercice 3.

Exercice 4.

1. Eq, E5 et E4 sont des s.e.v de R? : clair pour F; et E, (ensemble des solutions d’un systéme linéaire
homogene). Pour E3 on remarque que z + 22y + 3> = 0 se réécrit (z + y)? = 0, ce qui équivaut a
x4y = 0. E3 est donc aussi ’ensemble des solutions d’un systéeme linéaire homogene.

Pour Fs on voit que (1,1) est dans Ey mais pas w(1,1) = (7, 7).

2. E; est un s.e.v de R* mais pas Fs. En effet E; est I’ensemble des solutions d’un systeéme linéaire
homogene. Pour F5 on voit que (2,0,1,1) est dans Es mais pas —(2,0,1,1) = (—2,0,—1,—1).

3. Par la caractérisation classique des sous espaces vectoriels (sous ensemble non vide et stable par
combinaisons linéaires) on voit que Eq, E3, E4, E5, Eg et Eg sont des sous espaces vectoriels de
E. (pour Ey on prendra nyfy,q = maz(ng,ng)). En revanche Es, E7 et Eg n’en sont pas. En
effet la fonction nulle n’est pas dans Es ; pour E; on remarque que les fonction # — (1 + sinz)? et
x — (1+ cosx)? sont dans E; mais pas leur somme ; pour Eg on remarque que la fonction z +— x
est dans Fg mais pas son opposé r — —.

4. FEj n’est pas un espace vectoriel (les suites définies pour tout n par u,, =

2 sin=4k ou 4k +1
-1 sin=4k+2oudk+3

sont dans F; mais pas leur somme qui est constante & 1).

-1 sin=4koudk+1
et v, = .
2 sin=4k+2ou 4k +3

Par la caractérisation classique, Fy est un sous espace vectoriel de FE.



Exercice 5. Les trois exemples sont des espaces vectoriels.

Exercice 6.

1. Les espaces C et Cy sont des sous espaces vectoriels de ’ensemble des suites. C'; n’en est pas un car
il ne contient pas la suite nulle.

2. F n’est pas un sous espace vectoriel de R? car il contient (1,1) et (1, —1) mais pas (1,1)+(1,—1) =
(2,0). G est un s.e.v de R?.

3. D(R) est un s.e.v de F'(R).

Exercice 7.

Exercice 8.



