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Partiel no5 d’algèbre : corrigé

Exercice 1.

1. L’équation x2 + y2 = 0 peut se réécrire x = y = 0. L’ensemble F est alors égal à

{(0, 0, z), z ∈ R} = Vect((0, 0, 1)).

C’est un espace vectoriel de dimension 1.

2. Si P et Q sont deux polynômes de F , on a alors P (0) = Q(0) = 2, mais alors (P +Q)(0) = 2+2 = 4.
Par conséquent, P +Q n’est pas dans F , et F n’est donc pas un espace vectoriel.

Exercice 2.

1. La matrice de ϕ dans la base E est

A =





1 0 1
0 1 −1
−1 2 1



 .

Celle de ψ dans la base E est

B =





0 1 0
1 0 1
1 0 −1





2. La matrice de ϕ ◦ ψ dans la base E est

AB =





1 0 1
0 1 −1
−1 2 1









0 1 0
1 0 1
1 0 −1



 =





1 1 −1
0 0 2
3 −1 1





En lisant les colonnes de cette matrice, on trouve

ϕ ◦ ψ(e1) = e1 + 3e3, ϕ ◦ ψ(e2) = e1 − e3, ϕ ◦ ψ(e3) = −e1 + 2e2 + e3.

Exercice 3. On cherche à caractériser l’ensemble des quadruplet (a, b, c, d) qui peuvent s’écrire
comme combinaison linéaire des vecteurs (1, 0, 2, 1), (2, 1, 0,−1) et (0, 1,−4,−3). On doit donc résoudre
le système

x(1, 0, 2, 1) + y(2, 1, 0,−1) + z(0, 1,−4,−3) = (a, b, c, d).

Ce système se réécrit














x + 2y = a

y + z = b

2x − 4z = c

x − y − 3z = d

.

Ce système équivaut à














x + 2y = a

y + z = b

− 4y − 4z = c− 2a
− 3y − 3z = d− a

,

(L3 ← L3 − 2L1 et L4 ← L4 − L1) soit encore















x + 2y = a

y + z = b

0 = c− 2a+ 4b
0 = d− a+ 3b

,
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(L3 ← L3 + 4L2 et L3 ← L3 + 3L2).
Le système à donc une solution si et seulement si −2a+ 4b+ c = 0 et −a+ 3b+ d = 0. On a décrit F

par deux équations cartésiennes :

F =
{

(a, b, c, d) ∈ R
4, tel que − 2a+ 4b+ c = 0 et − a+ 3b+ d = 0

}

.

F est décrit par deux équations linéaires indépendantes, il est donc de dimension 4− 2 = 2.

Exercice 4. Le système
{

x + (m+ 1)y = 2
mx + 6y = m+ 2

est équivalent à
{

x + (m+ 1)y = 2
(6−m−m2)y = 2−m

(1)

(on fait l’opération L2 ← L2 −mL1). La suite de la résolution va dépendre du fait que 6 −m −m2 est
nul ou non. Les racines de 6−X −X2 sont 2 et −3, d’où 6−m−m2 = (2−m)(3 +m). On peut alors
différencier les cas suivants :

• Si m = 2, le système (1) se récrit
{

x + 3y = 2
0 = 0

.

Les solutions sont donc S2 = {(2− 3y, y), y ∈ R}.

• Si m = −3, le système (1) se réécrit

{

x − 2y = 2
0 = 5

.

Il n’y a donc pas de solutions : S
−3 = ∅.

• Si m 6= 2,−3 on a (6−m−m2) 6= 0, et (1) se réécrit

{

x + (m+ 1)y = 2
y = 1

3+m

.

On trouve alors x = 5+m

3+m
. On a une unique solution : Sm =

{(

5+m

3+m
, 1

3+m

)}

.
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