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Continuité.
Exercice 1. Montrer que les fonctions f suivantes (définies sur R) sont continues en 1 en

appliquant successivement les deux définitions équivalentes:

D1) Définition par les (¢,d). Dans chacun des cas, pour € > 0 arbitraire, on déterminera un
réel § > 0 (dépendant de ¢) tel que |z — 1| < § implique |f (z) — f (1) | <e.

D2) Définition & ’aide des suites. Pour une suite (u,)arbitraire qui tend vers 1, appliquer ce
que vous savez sur les suites pour prouver que (f (uy,))tend vers f (1).

) f@=lz-1, 2 f@=@-1° 3 f@=@-1ep(a).

Exercice 2. Montrer que les fonctions f suivantes sont discontinues en 1 en appliquant
successivement la négation des deux définitions équivalentes de la continuité :

N1) Dans chacun des cas, on donnera un € > Otel que, pour tout réel 6 > 0, il existe un x tel
que [z —1|<det|f(x)—f(1)]>e.

N2) Dans chacun des cas, on donnera une suite (u,) qui tend vers let telle que (f (u,))ne
tende pas vers f (1).
1) f(x) = |Jx—1] siz#1, f(z) = Iijl siz#1,
f() =3, f(1) = 1.

Exercice 3. On note E (z) la partie entiere du réel z.

0,0 — R

1. Etude de la fonction : jo N — E(2).

(a) Montrer que cette fonction est continue en tout point de [0, oo[\N.
(

)
b) Montrer qu’elle est continue & droite en tout point.
(c) Montrer qu’elle a une limite & gauche (a préciser) en tout point entier > 1.
)

(d) Montrer : lim FE(z)=+oo, lim E(z)= —oo.

T——+00
E E
(e) Etudier lim (z) , lim (z) .
r—-+00 €T Tr——00 €T

]0,00] — R

2. Etude de la fonction : Jon " — E(1/z).

(a) Tracer la courbe représentative de la fonction F restreinte & H, 2} .

(b) La fonction F' a-t-elle une limite & droite si « tend vers 07

(c) Montrer que la fonction z — xF' (z) définie |0, oo a une limite a droite en 0 en donnant
la valeur de la limite.



. C s . 0, R
Exercice 4. On considere la fonction 10,00 — 1 . 1
F: x —  osin .

1. Donner trois suites positives (uy), (v,), (wy) qui convergent vers 0 et telles que

lim f (up,) =0, lim f(v,) = +o0, lim f(w,) = —o0.
2. En déduire que la fonction fn’a pas de limite en 0 et qu’elle n’est pas bornée.

Exercice 5. Pour les fonctions suivantes définies sur R* = R\ {0}, prouver qu’elles sont
continues en tout point de R*. Puis prouver qu’elles ont une limite a droite en 0 et une limite a
gauche en 0 que l'on calculera. Dire enfin si elles ont un prolongement en une fonction continue
en 0.

1 1
1) f(x)zi, 2) f(x) = —sinVa?, 3) f(z)= —sinz?
|z| x x
Exercice 6. Pour les fonctions suivantes définies sur R* = R\ {0}, vérifier qu’elles sont

continues en tout point de R*. Puis étudier si elles ont un prolongement sur R continu en 0.

1 6250 —e®

fi(z) = ez, fo(r) = ———, f3 () = sin <1> , fa(z) = xsin <1> )

X xr T

Exercice 7. Montrer que les fonctions suivantes définies sur R* = R\ {0} ont une limite en

0 et calculer cette limite :

sin bx tan z2

fi(z) = o fa(2)

1 — cos6x
x  sin 222’ '

fa(z) =

22
Exercice 8. Soient deux fonctions f et g a valeurs strictement positives. Il est souvent plus
B . f(x) —g(x)
facile d’étudier (/f (x) — /g (x)) en écrivant \/f (x) — /g (x) = .
( ) V(@) + Vg (z)
1. Vérifier que hm N (\/JJ +1-— \/§> =

T——+00

2. Suivant les valeurs du parametre a € R, étudier lim (\/ 24+r+1-— a:n) .

r——+00

1
3. Etudier li
Heer g, 22 (Vcosz — 1)

) o ([ )

Exercice 9. Pour étudier f lorsque x tend vers a # 0 ou f n’est pas définie, il est souvent
commode de poser u =z —a et g(u) = f(u+a).

4. Etudier lim (

z—04

1. Montrer que les fonctions suivantes sont continues sur | — 3, 1[ et sur |1, +00[. Pour cha-
cune d’elles on étudiera l'existence d’une limite éventuelle lorsque x tend vers 1 et 'on
déterminera, lorsque c’est possible, un prolongement continu sur | — 3, +o0|:

3 2 3 2 2 2
x® 4+ 3z —4 x® + 32 —4 |23 + 322 — 4]
e R A TR
e+ 2z —3 442z — 3 e 42z —3
xr—a

2. Calculer, selon les valeurs du parametre réel a,la limite suivante lim .
z—m sinx

Exercice 10. Pour étudier f lorsque x tend vers £oo, il est souvent commode de poser
g (x) = f(1/x). Etudier les limites des fonctions suivantes si x tend vers 400 :

g1(x) = x tan (i) , galx) = 2 (1 — cos (i)) , g3(z) =2°In (1 + 212)



