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Dérivabilité, théoréme des accroissements finis.
Exercice 1. Soit la fonction f : R — R, définie par
f(z) = xsin (e%) sixz #0,
F) = o
1. Montrer que f est continue en tout point de R.
2. Montrer que f est dérivable en tout point de R\ {0} et calculer sa dérivée.
3. Montrer que f est dérivable a gauche en 0 et calculer cette dérivée a gauche.
4. Montrer que f n’a pas de dérivée a droite en 0.

Exercice 2. Théoréme de Rolle Soit f : [a,b] — R, de classe C" sur [a,b], telle que sa
dérivée n + 1 éme existe sur Ja,b[. Démontrer que si f(b) = f(a) = f'(a) = ... = f(a) = 0,
alors il existe ¢ €]a, b[ telle que ™1 (c) = 0.

Exercice 3. Démontrer que tout polynéme P(z) = ap+ a1z +...+a,2™ dont les coefficients

satisfont a : ap + 9 + ... + ;% = 0 admet au moins une racine réelle dans [0, 1].

(Appliquer le Théoreme de Rolle & g(z) = apz + %45 S r+ “’;ﬁ:r 0

Exercice 4. Formule de Leibniz.

1. Soient f et g des fonctions n fois dérivables sur un intervalle I. Montrer que pour tout
x el

(F)™ (@) = 3 CE ) (2)g™ ) (),
k=0

2. Soient (a,b,c) € R3 et soit f : R — R, 2 — (az? 4 bx + ¢)e*. Calculer £ (z), pour tout
reR.

Exercice 5. Soit f, une fonction définie sur R par :

f)y=e’t si t<0
f)=0 si t>0

1. Démontrer que f est dérivable sur R, en particulier en ¢ = 0.

2. Etudier l'existence de f”(0).

3. Démontrer par récurrence sur n que pour tout t < 0, f(™(t) = ’Z”Q—Ef)el/t ou P,(t) est un

polynome dont on précisera le degré. Donnez P; et Ps.

4. Montrer alors que f est de classe C*° sur R.
Exercice 6. Etudier, selon la valeur du parametre a > 0, la dérivabilité de la fonction
f() = [a], = € R.

Exercice 7. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction définie par f(z) = cos+/z,
xr € RT.



Exercice 8. cours Soit f: R — R une fonction continue sur R et dérivable sur R,, telle qu’il

existe [ € R avec lim, o f'(x) = I. Soit (up),cy une suite réelle de points non nuls convergente
— f(un)—f(0)

vers 0. On pose, pour tout n € N, w, ”

1. Montrer que pour tout n € N, il existe v, € R, avec |v,| < |uy| et f/(vy,) = wp,.

2. En déduire que f est dérivable en 0 et que sa dérivée vaut [.

Exercice 9. On considere les fonctions f et g définies sur tout R par

f@) = ylal et glo) =sin ().
1. Montrer qu’elles sont continues mais pas dérivables en 0.

2. Montrer qu’elles sont dérivables en tout point x # 0 et calculer leur dérivée.

Exercice 10. Etant donnés deux réels a et b, on considere la courbe représentative de la
fonction
f(z) =234 ax +0b.

1. Quelle est la pente de la droite joignant deux points distincts de la courbe M et Ms de
coordonnées (x1, f (x1)) et (x9, f (z2)) ? Quelle est I’équation de cette droite ?

2. Quelle est la pente de la tangente a la courbe au point M de coordonnées (z, f (z)) 7 Quelle
est I’équation de cette tangente 7

3. Pour quels x la tangente obtenue en 2) est-elle parallele a la corde obtenue en 1) 7
Exercice 11.
1. Montrer, a I'aide de la formule des accroissements finis, les inégalités suivantes :
e (b—a)<e® —e? <e’(b—a) Va < b,
|sinz —siny| < |z — y| Vx,y € R.

2. Etudier les limites suivantes :

eSinT _ et . sin(In(1+x)) —sinx
im —, lim .
z—0 sinx — x z—0 In(l+zx)—=z
Exercice 12. Soit @ un parametre réel, et P le polynome: P (z) = x> — 3z + a.

1. Montrer que P ne peut pas avoir plus d’une racine dans l'intervalle [—1,1].

2. Pour quelles valeurs de a, y a-t-il exactement une racine dans [—1, 1] ? Pour quelles valeurs
de a, n’y a-t-il aucune racine dans [—1,1] ?

Exercice 13. Soit (un),cN la suite réelle donnée par ug = 1 et Vn € N, u,41 = cOS Up,.
1. Montrer par récurrence que Vn € N, u,, € [0, 1].
2. Montrer qu’il existe une et une seule valeur [ € [0, 1] telle que [ = cos!.
3. Montrer, & 'aide du théoréeme des accroissements finis, que
Vn €N, |upy1 — 1] < (sin1)|u, — 1.

Conclure sur la convergence de la suite.



Exercice 14. Soit la fonction f définie pour = € R* par f(z) = 2%sin1/z.
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
2. Montrer que son prolongement noté f est dérivable en 0.

3. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer T’(x) pour z € R*. Montrer que f’ n’est pas
continue en 0.

Exercice 15. Soit @ € R et g : [~a,a] — R une fonction deux fois dérivable sur [—a, a].
Soient M = sup{g(x),z € [—a,a]} et m = inf{g(x),z € [—a,al}.

1. Montrer que si m < g(—a) < M et m < g(a) < M, alors il existe zp €] — a,a[ tel que
!
9" (xo) = 0.

2. Montrer que si g est impaire, c’est a dire que pour tout = € [—a,al, g(—x) = —g(x), alors
m=—M et ¢"(0) = 0.

3. Donner un exemple de fonction g tel que g(a) = m et pour tout = € [—a,al], ¢’ (x) < 0.

Exercice 16. Soit f: R — R, deux fois dérivable, telle que f(0) =0 et f” > 0 sur R.

1. Calculer les dérivées premiere et seconde de la fonction ¢ définie par ¢ (x) = @ siz >0
et ¥(0) = f'(0). Montrer que cette fonction est continue et strictement croissante.
2. (a) Pour z €]0, 4o0[, prouver qu’il existe ¢ €]0, z[ tel que f(z) = zf'(c).
(b) Prouver 'unicité du réel ¢ dont I’existence est donnée par la question précédente.
3. Soit g la fonction telle que g(0) = 0, et pour x €]0, +0o0o[, g(z) = ¢, ol ¢ est la valeur réelle
dont I'existence et 'unicité en fonction de x sont données par la question précédente.

(a) Prouver que g est strictement croissante et continue.

(b) Prouver que g est dérivable sur |0, +o00].

(c) Prouver que lim,_g W = 117(0) et que lim,_g @ = 1. En déduire que g
possede une dérivée a droite en 0.
Exercice 17. Montrer par deux applications successives de la regle de L'Hospital que, quel

que soit ¢ réel,
. 2°—cx+c—1 c(c—1)
lim =

z—1 (x — 1)2 N 2

Pour s’exercer !!

Exercice 18.

1. Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables sur tout R et calculer leurs dérivées :

(sin x2) (exp (:U4)> , sin (cos (x2)> , f : ig;i, Tin;,

2
1
zrrzyl (14 2)V1+ 22, zvV1 + 2.

sinz + cosz’



N

2. Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables en tout point de I’ensemble 0, co[ ou
elles sont définies et calculer leurs dérivées.

£ VT /x—i—\/i 9,:1/3 —x_l/3, (1 +x)1/x_

1—i-\/5+1—i-377

Exercice 19. Soit f(z) = Va? + x + 1. Etudier la fonction f, montrer qu’elle admet des
asymptotes et un axe de symétrie.

Exercice 20. Etudier et représenter graphiquement la fonction f : z — /x — Inx sur son
domaine de définition.

Exercice 21. Etudier et représenter graphiquement la fonction f : z — 2~ ™% sur son
domaine de définition.
Exercice 22. Etudier la fonction f : x — In(e® + 2e~*) sur son domaine de définition.



