L1.MASS Analyse 2008/2009

Corrigé de la feuille de TD 5 (Dérivabilité, théoréme des valeurs intermédiaires)

Exercice 1.
1. Les fonction 2 — x, sinus et exponentielles sont continues sur R, et la fonction  — 1/x est continue
sur R\ {0}, en conséquence la fonction f est continue sur R\ {0}.

Montrons qu’elle est continue en 0. Soit (u,) une suite de réels non nuls qui converge vers 0. On
a 0 < |f(un)| = |un||sin(e’*n)| < |u,|. Par le théoréme des gendarmes, la suite (f(u,)) tend vers
0 = f(0). En conséquence, lim,_,o f(x) = f(0), et f est continue en 0. f est donc continue sur R.

2. De méme qu’en 1, les fonction x — x, sinus et exponentielle sont dérivables sur R et x — 1/x est

dérivable sur R \ {0}. La fonction f est donc dérivable sur R\ {0}. On a alors

1
f'(z) = sin(e?/*) — 561/“‘ cos(el/®).

3. Soit (uy,) une suite de réels convergeant vers zéro par valeurs inférieures. On a M =
sin(e’/r). Or (u,) converge vers zéro par valeurs inférieures et lim, o~ 1/z = —oo. On a donc
lim,, ui = —o0, et lim, e!/*» = 0. En conséquence, lim,, M = lim, — Osin(z) = 0. Cette

limite ne dépend pas de la suite (u,) choisie, f est donc dérivable & gauche en zéro, de dérivée 0.

. FEEEN . o 1 o 1 . .
4. Si on considere les suites u,, = (T +2nm) et vp = EE o — (& 3nm) on obtient deux suites convergeant vers

zéro par valeurs supérieures. Cependant M —1et Ln)=O) _ 1 Te taux d’accroissement

de f en zéro n’a donc pas de limite a droite. f n’est donc pas dérivable a droite en 0.

Exercice 2. On va procéder par récurrence, en posant

P(n) ="Si f : [a,b] — R est de classe C" sur [a, b], admet une dérivée n + 1—eme sur |a, b[, et vérifie
f) = f(a) = f'(a) = ... = f™(a) = 0 alors il existe un ¢ dans ]a, [ tel que "+ (c) =0.”

La proposition P(0) est ’énoncé du théoreme de Rolle et est donc vraie.

Soit n un entier positif, et supposons que la proposition (n) est vraie. Considérons une fonction
f @ Ja,b] — R de classe C(™*1) sur [a,b] et admettant une dérivée n + 2—eme sur Ja,b[. Si f vérifie
f) = f(a) = f'(a) = ... = f"*1(a), alors on peut lui appliquer le théoreme de Rolle, et il existe
d €]a,b| tel que f'(d) = 0. On peut alors appliquer la proposition P(n) & la fonction f’ sur l'intervalle
[a,d]. 11 existe donc ¢ € [a,d] C [a,b] tel que 0 = f’(nH)(c) = f"*+2)(¢). La proposition P(n + 1) est donc
vraie. Par récurrence la proposition P(n) est donc vrfaie pour tout entier n.

Exercice 3.  La fonction g vérifie g(0) = 0ag+0%- +...+0;%; =0, et g(1) =ao+ % +...+ ;27 =0
(par hypothese). De plus g est un polyndme, et est donc continue sur [0,1] et dérivable sur |0, 1[. Par
application du théoréme de Rolle, il existe donc un élément ¢ de |0, 1] tel que g’(¢) =0. Or ¢’ = P. On a

donc P(c) = 0. P a donc une racine dans [0, 1].
Exercice 4.
Exercice 5.

Exercice 6. On a pour z > 0, f(z) = 2% = @) et pour z < 0 f(z) = (—)® = *™(=2) La
fonction In étant continue et dérivable sur ]0, 0o et la fonction exponentielle étant continue et dérivable
sur R, f est donc dérivable sur R\ {0}. Il reste & savoir si f est dérivable en zéro. Soit (u,) une suite

convergeant vers 0. On a f(“'”z;f(o) = |“1'L”n|a. Sia>1,ona ‘%:f(o)‘ = |u, |7t Or lim, [u,[*"t =0
(puisque a > 1). Par le théoreme des gendarmes, on a donc lim,, M =0, et la fonction f est donc
dérivable en 0, de dérivee 0. /

Sia <1, on a, pour W =nl7%>1, et %}n—ﬂo) = —n!7? < —1. Le taux d’accroissement

de f en 0 n’a donc pas de limite en 0, et f n’est pas dérivable en 0.
Exercice 7.

Exercice 8.



1. f est continue sur R et dérivable sur R*, elle vérifie donc les hypotheses du théoreme des accroiss-
ments finis sur [0, uy], (resp. sur [uy, 0] si u, < 0). Il existe donc v, dans |0, u,[ (resp. |up,0]) tel

que f'(v,) = %;f(o) = wy,. On a donc trouvé v, avec |v,| < |u,| et f/(v,) = wy,.

2. On a 0 < |v,| < |up|. Or (Jun|)nen tend vers 0, donc par le théoreme des gendarmes, lim, |v,| =0,
et lim, v,, = 0. Par hypotheses sur f, on a donc lim,, w,, = lim,, f'(v,) = lim,_o f'(x) = . Quelle
que soit la suite (u,) convergeant vers 0, le taux d’accroissement M

fonction f est donc dérivable en zéro, de dérivée I.

converge vers [. La

Exercice 9.

Exercice 10.

f@a)—f(@) _ (z3—z})+a(za—a1)

1. La pente est de = 2% + 2129 + 73 + a. L’équation de la droite est

To—T1 T2—T1
y = f(z1) + 7]0(1;2:3;5:1:1) (x —x1).

2. La pente de la droite est f'(zg) = 322 + a. L’équation de la droite est y = f(z0) + f'(x0)(x — o)
3. Les droites sont paralélles lorsque leurs pentes sont égales, c’est & dire lorsque 2% + z129 + 235 = 323,
soit zg = 41/ zf+ac17;z+av§
Exercice 11.

1. Par le théoréme des accroissement finis appliqué a la fonction exponentielle sur Uintervalle [a, ], il

. b_ a . . .
existe c €]a, b[ tel que G== = €°. Or, par croissance de la fonction exponentielle, e* < e¢ < e’. Ona
b__a . ~ . PR
donc e® < £=¢ < ¢® soit encore (b—a)e® < e’ —e® < (b—a)e’. De méme, en appliquant le théoréme
b—a

sin(z)—sin(y

a la fonction sinus sur [z, y], on obtient |===— )\ = |sin(c)| < 1, donc |sin(z) —sin(y)| < |z —y].

sina_

2. Si x> 0, on asin(z) < x, et par I'encadrement précédent, eS* < £—=C < e®. Or "% et e”

convergent tous les deux vers 1 lorsque z tend vers 0. Le méme raisonnement marche lorsque x < 0.

esine

sinx—x

On a donc lim,_.q

Exercice 12.
Exercice 13.

Exercice 14.

L. Ona |f(z)| = 2?|sin(1/z)| < 22, or 2 tend vers 0 quand = tend vers 0. En conséquence, en posant
f(0)=0et f(xz) = f(x) pour = # 0, on prolonge f en une fonction continue sur R.

2. On a M = zsin(1/z), qui tend (pour les méme raisons qud la premiere question) vers 0 en 0.
f est donc dérivable en 0, et f'(0) = 0.

3. Pour z non nul f(z) = f(z), et on a donc f'(x) = 2zsin(1/x) — cos(1/z). Or zsin(1/x) converge
vers 0 en zéro, et cos(1/x) n’a pas de limite en 0. Par conséquent, f’ n’a pas de limite en zéro.
Exercice 15.
Exercice 16.
Exercice 17.
Exercice 18.
Exercice 19.
Exercice 20.
Exercice 21.

Exercice 22.



