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T.D. 1 : Dérivées partielles : corrigé
Exercice 1. Pour les fonctions de deux variables suivantes, calculer les dérivées partielles g—i et g—i.
Fla,y) = tan(ey) + 9, Fla.y) =~ fla,y) = VI (
Y) = y) + 9, W)= Ty Y) = y)
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Exercice 2. Dans chaque cas, donner ’ensemble des fonctions satisfaisant I’équation.

1. 9L =1 442 +23, on trowve f(z,y) =z + x> + % + c(y), ot ¢ est une fonction quelconque.

S = m, on trouve f(x,y) = %I;(m) + ¢(y), ot ¢ est une fonction quelconque.

3. % =12, on trouve f(z,y) = # +c1(y)x + c2(y) ol ey et co sont deux fonctions quelconques.

4 9f _ 14z, on trowve f(x,y) = wy—i—#—i—q(m)—i—cz(y), ot c1 et cg sont deux fonctions quelconques.

dxdy
Exercice 3. Grace au changement de variable
u = xy
{ v = xT+VY ’
résoudre 1’équation aux dérivées partielles suivante :
of of _

La formule de changement de variables nous donne :

of _9fou 0fov _0f . Of
or Oudxr Ovdxr 8uy ov
t
e Of _0fou  ofow _of . of
dy Oudy Ovdy Ou v’
On a donc :
LOFor_ o
Ox yay N Yoy
L’équation se récrit donc % = 1. Donc f(u,v) = v+ C(u) pour une C une fonction de u quelconque. En

revenant auzx coordonnées (x,y), on obtient :

f(x,y) =z +y+ C(xy).



Exercice 4. Résoudre I’équation aux dérivées partielles
L9 af
8y Yor

en passant en coordonnées polaires.
En coordonées polaires, les dérivées partielles s’écrivent (rappel : r = \/x? + y* et § = arctan(¥)) :

3i 8f87'+8f39 8f x 8f —y 8f T 3f —y
dr  Ordz 900z Or /2y 42 20 22(1+ (y/2)2)  Or \Ja2 142 T +y?
t
‘ of _ofor ojoe _of y  of 1 Loy of

dy Ordy 900y  Or JirigZ  00z(it (y/r)?)  Or Jiti P 00zt 42

de sorte que l’équation aux dérivées partielles se récrit :

of

— =g =rcosf.
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On a donc f(r,0) =rsin + C(r), soit encore f(x,y) =y + C(v/2? + y?).

Exercice 5. Résoudre ’équation aux dérivées partielles

xa—f—l— 8f =x

dy 83:

a I’aide du changement de variable

{x = r ch(0)

y = rsh(f)
Exercice 6. On s’intéresse a I’équation suivante, dite équation des ondes :
Pf _ 20°f
— =" —.
ot? ox?
Résoudre cette equation a ’aide du changement de variable
u = xz—ct
v = xHct

Quelle sont les possibilités si I'on impose f(x,0) = ¢(z) et g{ (2,0) = ¢(x) pour deux fonctions d’une
variable ¢ et 1) données 7
Le changement de variables donne :

05 _ofou 0100 _of  of
dr Oudr Ovdr Ou v
De méme, on a
of _ of of
dy ¢ ( ou + 81}) '

On a donc
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De méme, on trouve

P _» ﬁJﬁﬁ_Qan
=c ou?2  Ov? Oudv )

L’équation se récrit donc :

Cela se résoud en f(u,v) = a(u) + b(v), ot a et b sont des fonctions quelconques. On a donc f(x,y) =
a(x + ct) + b(z — ct).
Si Uon impose les conditions initiales f(x,0

) = o(x) e f(x 0) = ¢(z), alors a et b sont aussi
imposés : on trouve a(s) = % ((p + %) et b(s) = %

(
((,0 _ 2), ot W est une primitive de 1.
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