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T.D. 8 : Equations différentielles - Corrigé

Exercice 1. Résoudre les équations différentielles suivantes, avec les conditions de Cauchy données.
y' =Ty, y(0)=3,
y' =2y, y(0)=1,
y' =3y—2, y(0)=-1,

y =xy+z, y(0)=—1, puis y(0) = 1.

On trouve respectivement :

o y(x) = 3e™, la solution sans condition initiale étant y(x) = Xe™®, avec \ un réel,

o y(z) = /3 la solution sans condition initiale étant y(z) = Xe®’ /3 avec N un réel,

o y(z) = %(2 — 5e3%), puisque la solution générale de I’équation homogéne y' = 3y est donnée par
yn(x) = Xe3%, ou X est un réel, et puisqu’une solution particuliére de I’équation est par evemple
Yp(x) = 2 (si l'on cherche une solution constante).

e y(x) = —1 pour la condition initiale y(0) = —1, et y(z) = —1 +2¢°/2 pour la condition y(0) =1, la
solution générale de I’équation homogéne étant yn(x) = Ae’”z/z, avec A un réel, et y,(z) = —1 étant
une solution particuliére de ’équation (si 'on cherche par exemple une solution constante).

Exercice 2. Résoudre le probleme de Cauchy

xy' =2y, y(l) =1

A t-il une unique solution sur R 7 Pourquoi ? Donner toutes les solutions de I’équation différentielle

xy' = 2y.

Ce probléeme n’a a priori pas une solution unique. En effet, I’équation peut se récrire y' = 2717’, et la
fonction donnant y' en fonction de x et y n’est pas réguliere en x = 0. On a donc, sous la condition
y(1) = 1, une unique solution sur |0, 00[, en revanche on n’est pas assurés que cette solution se prolongera

de maniere unique o R tout entier.

La résolution donne %’ = 2, soit (Inly|)’ = (2Inlx|)’, égalité vraie, d’une part sur ]0,00[, d’autre
part sur | — 00,0[. En prenant la primitive respectivement sur ]0,00[ et | — 00,0[, on peut donc écrire
In|y| =2In|z| + C4 pour z >0 et In|y| = 2In|z| + C_ pour x < 0 (remarquer qu’il n’y a pas de raison
d’affirmer C, = C_), se qui se récrit y(x) = Ayx? pour x > 0 et y(x) = A_x? pour x < 0, les constantes
At et A pouwvant étre différentes. La condition y(1) = 1 impose Ay = 1. On a donc une inifinité de
solutions (remarquer que ce sont bien des fonctions dérivables vérifiant I’équation):

(@) x? stx >0
x) = ,
4 Mx? siz <0
pour A un nombre réel.

Exercice 3. Le probleme de Cauchy
zy =y -+, y(l) =2

a t-il une unique solution sur R ? Résoudre ce probleme.

L’équation peut se récrirey’ = L 4x, et la fonction donnant y' en fonction de x ety n’est pas régulicre
enz=0. On a donc sous la condition y(1) = 2 une unique solution sur |0, 00[ sans toutefois étre assurés
que cette solution se prolongera de maniéere unique ¢ R.



Passons a la résolution de l’équation. L’équation homogéne s’écrit xy’ = y. Ce qui se récrit (In |y|) =
(In|z|)’. On trowve donc

y(z) =

Az siz >0
Az siz<0’

ot Ay et A_ sont deux nombres réels. On voit que cette fonction n’est dérivable que si Ay = A_. Par
conséquent, les solutions de l’équation homogéne sont les yn(x) = Az, avec A un réel. Cherchant une
solution particuliére sous la forme d’un polynéme, on voit que yp(x) = 2?2 est solution particuliére.

Par consduent, les solution de ’équation xy’ = y + 22 sont les y(x) = 2% + Az, avec A\ un réel. On
voit que la condition y(1) = 2 impose X = 1. En réalité, on voit que le systéme ¢ une unique solution
y(z) = 2% + 2.

Exercice 4. Résoudre le probleme de Cauchy

y' = % — 2%yt x>0, y(1) =1

On pourra, chercher une équation satisfaite par la fonction z = y=3.

Soit y une solution de I’équation et calculons la dérivée de la fonction z = y=3. On trouve

-3
2= -3y'y~t=-3 (Q — ;v2y4) yt=— (y — x2) =32 4322,
T T T

On est donc ramenés a la résolution d’une équation différentielle linéaire avec second membre. L’équation

homogéne associée est z' = =32, qui se récrit (In|z])’ = =3(Inx)" (remarquer que = est strictement positif

par hypothése), et donc les solutions de I’équation homogéne sont zp(x) = Ax~3, avec N\ un réel. En

cherchant une solution particuliere a 2’ = —3% +3x2 parmi les fonctions polynémes, on trouve la solution
zp(x) = %x?’. Les solutions sont donc les fonctions de la forme

3,13

z(x) =Az™° 4+ 7%

3 = 2, ce qui nous donne

~1/3
y(x) = (/\1‘3 + ;xs)

(noter que la puissance -1/3 est bien définie puisque x est strictement positif ). Remarquons enfin que la

condition y(1) = 1 impose A = %, ce qui donne

Or, on avait posé€ y~

y(z) =213 (9{:_3 + x3)71/3 .

Exercice 5. Résoudre les systemes d’équations différentielles suivants
= -4y
, , x(0) =0,y(0) = 3,
y= —2zx-y

' =x—3y
2(0) = 1,y(0) =0,
{y,my 0) = 1,4(0)

¥ =—-xz+y—2t+1
Yy =z—y+2t-1

Le premier systéeme s’écrit matriciellement

()= 2)6)



On peut diagonaliser la matrice obtenue pour avoir :

(5 )-(3 D6 %32

En posant alors

z\ (2 1\ (u d .\,.ltu_ll—lx
y) =\ 21 1)\ ) ou de maniére équivalente | )= {q y)

ce qui vérifie u(0) = —1 et v(0) = 2, I"équation matricielle se récrit
w)’ (3 O u
v/ \0 =3)\v)’
soit encore u' = 3u, avec u(0) = —1 et v/ = —3v, avec v(0) = 2. Les solutions sont clairement u(t) = —e3!

et v(t) = 2e73t. En faisant le changement de variables inverse, on trouve

z(t) = —2e3t 4 273t
y(t) = e —2e73

Le deuxiéeme systéme peut étre récrit

La forme diagonalisée de la matrice est

1 =3\ (1 1\[1-3i 0
3 1) i —i 0 1+3
———

De méme que précédemment, on fait le changement de variables

zy (1 1 U
y)  \i —i)\v)’
et v = %e(Hgi)t soit encore

{:1: = el cos(3t)

y =e'sin(3t)

on trouve u = %6(1’3“

Enfin, le troiséme systéme comporte un second membre. On va donc d’abord chercher une solution
particuliere, puis on cherchera la solution générale de I’équation homogene. Si l’'on cherche une solution
ot x ety seraient des polynéomes de degré 1, on trouverais x(t) =1 —t et y(t) =t — 1.

Cherchons maintenant les solutions de ’équation homogéne

[—
v TV 0) = 1,(0) = 2.
y =z —y

En diagonalisant la matrice (_11 11> , on voit que (x +y)' =0 et que (x —y) = —2(x —y). On trouve
donc

2(t)=1—t+a+be 2

y(t) = -1+t +a—be?
Les conditions initiales imposent alors a = 3/2 et b= —3/2.



Exercice 6. Résoudre les équations
y' =e "y, y(0) =1/2, puis y(0) =1,
y' = Vlzly? y(0) =1

Exercice 7. Résoudre les équations (une solution particuliére pourra étre cherchée sous la forme d’un
polynome)
' +y ty=a+a+1,
y//// — y7
y' — 4y +5y =,

y”—2y'+y=x.

Pour la premiére équation, on trouve comme solution particuliére de I’équation y,(z) = x® — z (on

cherche les solutions sous la forme ax® + bx + ¢, ce qui donne des équations simples sur a, b et c).
Cherchons la solution générale de I’équation homogéne y" +vy'+y = 0. Il faut pour cela résoudre ’équation

polynomiale N\?> + X + 1 = 0 on trouve comme solutions _1';i\/§ et _1_2i‘/§. Les solutions de l’équation
—1+iV3
2

—1-iV3 . ‘o
T4 be 27 ce qui peut se récrire sous la forme
yn(r) =e 2 (Zl cos (@x) + bsin (@x)) Finalement, les solutions de ’équation sont les

y=az"—x+e (acos <2x>—|—bsm (233))

Pour résoudre y'""" =y, il faut chercher les solutions de l’équation polynémiale \* — 1, qui sont 1, —1,
i et —i. On trouve alors que les solutions de l’équation différentielles sont les ae® + be™™ + ce'™ + de™"",
ce qui peut aussi s’écrire ae® + be™* + ¢cos(x) + dsin(x).

homogéne sont donc de la forme yn(x) = ae

"

Commencgons la résolution de y' — 4y’ + 5y = x par la recherche d’une solution polynomiale. Si l’on
cherche une solution sous la forme y,(x) = ax + b, on trouve y,(x) = £ + %. Résolvons maintenant
Iéquation homogéne y"' — 4y’ + 5y = 0. On cherche les solution de léquation A2 — 4\ + 5. On trouve
2 —i et 2+1i. Les solutions de Uéquation homogéne sont donc yp(z) = ae®~9% + beC+IT oy encore
yn(x) = e2*(aecos(z) + bsin(x)). Les solutions sont donc

x 4 - 5.
y(x) = 5 + % + €2 (@e cos(x) + bsin(x)).

Tout d’abord, observons que y,(x) = x + 2 est solution de l’équation y"' —2y' +y = x. La résolution
de Uéquation homogéne y" — 2y’ +y = 0 passe par la résolution de l’équation \*> — 2\ +1 = 0. On peut
récrire cette équation comme (A — 1)? = 0. On voit que A = 1 est une racine double. Par conséquent, les
solutions de l’équation homogéne s’écrivent yp(x) = Ne® + pxe®. Les solutions sont donc

y(x) =z + 2+ Xe® + pxe®.

Exercice 8. Résoudre ’équation
y' = y,y(0) =0.

Le fait d’écrire \/y impose que y soit une fonction positive, et comme y' = \/y, c’est une fonction
positive croissante. Comme y(0) = 0, on déduit donc que y(x) =0 sixz < 0. On a alors deuz possibilités :
soit y est identiquement nulle, ce qui fournit bien une solution, soit elle est strictement positive a partir
d’un certain point xg > 0. Supposons que l'on soit dans ce deuxieme cas. On a y(x) = 0 si x est dans
] — 00, 0], et y(x) # 0 si x est dans |xg, 00[. L’équation se récrit donc sur |xg,00[ comme \% =1, soit

encore 2(/y) = 1. On a donc y = (% +C)?. Cette fonction s’annulle en —2C, on a donc xg = —2C. Les
solutions sont donc les fonctions

(2) 0 st x < T
T) = ,
Y (%)2 si x> X

ou o est un certain réel positif.



