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1. Questions de cours
Se rapporter aux notes de cours.

2. Exercice
Dans cet exercice, on se propose de calculer les intégrales de Wallis I,,, définies pour tout entier naturel n
par

™

2
In:/ sin™(z)dx.
0
1. Montrer que

z
Inyo =1, — / cos? () sin™ (z)dx.
0

On utilise la relation sin?(z) = 1 — cos?(x). On écrit alors sin"?(z) = sin"™(x) — cos?(z) sin™ (), et
il suffit de prendre lintégrale.

2. Montrer que

% I
/0 cos?(z) sin” (z)dx = nnji

On fait une intégration par partie en dérivant cos(x) et primitivant cos(x)sin™(x), qui se primitive
sin™ 1 (z)

en P R

3. En déduire que la suite (I, ),cn vérifie la relation

n+1
1, =—1I,.
n+2 Tl+2 n
La relation de la question 1 se récrit Inyo = I — ;_:12 On obtient le résultat en regroupant les

termes en I, 19.

4. Calculer I et I;. En déduire 'expression générale de I,, (on pourra discuter selon la parité de n).
Les intégrales Iy et I se calculent explicitement. On trouve Iy = s et =1 On a donc

n—1 n-3 1 =
I, = X X = X —
n n—2 2 2
st n est pair et
n—1 n-3 2
I, = X X =
n n—2 3

st est impair.

3. Exercice
Soit 2 le domaine défini par

Q={(z,y) €eR? 1<2®+4y* <2, >0}

Dessiner 2, puis calculer I'intégrale
/ / y\\?2 dzdy
(arctan (7)) T 3
Q x ety

Le domaine Q0 est délimité par les cercles d’équations x> +y> = 1 et 22 + y%> = 2, qui sont des cercles
centrés en (0,0) de rayons respectifs 1 et V2, et par la droite d’équation = = 0, qui nest autre que laze



Figure 1: Le domaine €.

des ordonnées. Le domaine Q) est représenté sur la Figure 1. On fait un changement de variables polaire.
Le domaine Q a pour z'mage en polaire le domaine A = {(r,0) € R?, 1 <r <2, — F<0<3%} La

fonction (arctan (%))2 5 Se recmt . La formule de changement de variables donne donc

2+y

V2 3
// arctan ;l:rdy / dr/ 62do = 1n2
x2 4+ y?

4. Exercice
On définit le domaine

Q={(z,y) eR?, z<y, 1<z+y<3, 0<ay<1}.

// e (x? — y?)dady.
Q

U= T+Y
v= 2y '

1. Montrer que le domaine {2 s’envoie bijectivement sur le domaine A défini par

On va calculer I'intégrale

En utilisant le changement de variables

A={(u,v) eR?*1<u<3 0<v<l}
Pour cela, on montrera que le changement de variables inverse est donné par

{ _ u—V/u?—4v
T = 2

y = ut+vu2—4v °
- 2

On voit que la quantité u® —4v se récrit dans les coordonnées (x,y) comme u? —4v = (v+y)? —

22+ 20y +y? —day = 2% — 22y +y? = (x — y)?. Sur Q, on a x <y, doncy — x et positif et on a

Vu2 —4v =y — z. On trouve alors bien les expressions données pour x et y.

Pour trouver l'image A de §2, il suffit de remplacer x +y par v et xy par v, les quantités *—o—=2 ”52_4”

et utV u2—4v
2

vérifiant automatiquement la condition

U — Vu? — 4v <u—|—\/u2—4v
2 2 '

2. Dessiner les domaines et A.

Le domaine Q) est délimité par les droites d’équations x +y =1,z +y =3, =0 et y =0, ainsi
que par Uhyperbole d’équation xy = 2. Le domaine A est simplement le rectangle [1,3] x [0,1]. Les

domaines Q0 et A sont représentés sur la figure 2.

3. Montrer que les éléments différentiels dzdy et dudv vérifient la relation (y — z)dady = dudv

La matrice Jacobienne s’écrit
gu  gu 11
v v '
or Oy y x
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Figure 2: Les domaines 2 et A.

Son déterminant vaut donc x —y dont la valeur absolue est y — x, puisque x < y sur €2, soit encore
z—y<0.

4. Montrer par un changement de variables que I'on a ’égalité

// e (x? — y?)dady = —// ue’dudv.
Q A

On peut écrire e®¥ (2% — y?)dvdy = — (e”‘y(m + y)) ((y — x)dxdy). 1l suffit ensuite d’appliquer la

formule de changement de variables.
// e (x? — y*)dady.
Q
On peut récrire

—// ue”dudv:—/ udu/ e'dv = — <—> (e—1)=4(1-¢).
A 1 0 2 2
5. Exercice

On cherche a calculer I'intégrale

5. Donner la valeur de

1. A laide d'un changement de variables de la forme y = ax + b, montrer la relation

I= /0’2' In(cos(x))dz.

Il suffit d’appliquer le changement de variables y = 5 — x, puisque cos(xz) = sin(§ — x). On trouve

que les deux intégrales sont égales.

2. Montrer que

™

/5 In(sin(2z))da = 21 + gln(2).
0

1l suffit d’utiliser la formule sin(2x) = 2sinx cosx, puis la relation In(xy) = lnx +lny pour obtenir.
Jo? In(sin(2z))dr = [? In(sin(z))dz + [? In(cos(x)) + [? In(2)dz =T + I+ F In(2).

3. En déduire que
I= ,g In(2).

Les changements de variables successifs y = 2x puis y = 5 + x montrent que fog In(sin(2z))dzx =
fog In(sin(z)) £ + fg In(sin(z))% = £ + L = I. La relation de la question 2 se récrit alors 21 =
I —%1n2, d’ou le résultat.



