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Question de cours : Rappeler la propriété des intervalles fermés emboîtés sur R.

Exercice 1. On veut démontrer le théorème des valeurs intermédiaires.

Soient a, b ∈ R et soit f : [a, b]→ R une fonction continue telle que
f(a) < 0 < f(b).

(1) Construisez une suite d’intervalles emboîtés réels [an, bn] ⊂ [a, b] tels que
∀n ∈ N, f(an) ≤ 0 ≤ f(bn)

et dont la longueur tend vers zéro (limn→∞(bn − an) = 0).
Indication : discuter suivant le signe de f(an+bn

2
).

(2) En déduire qu’il existe c ∈ R, a < c < b, tel que f(c) = 0.

Exercice 2. Soient 0 < a0 < a1 et soit (an)n∈N définie, pour n ≥ 1, par

an+1 =
an + an−1

2
.

Montrer que la suite (an)n∈N converge vers
a0 + 2a1

3
.

Indication : poser bn = an − an−1. On pourra aussi exprimer an en fonction des
(bk)k∈N.

Exercice 3. Soit A une partie non-vide et bornée de R. Montrer que
sup

(a1,a2)∈A2

|a2 − a1| = sup A− inf A.
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