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Analyse et probabilités

1. On remarque que uy est donné par

2.

5.

Corrigé du devoir n°2

N
—_nu . . . .
He—gun g e produit [Jw, converge vers une limite [, on
”

n=0

obtient que (up) converge vers % =1

(a)
(b)

On prend € = 1 dans la définition d’une suite convergente : pour n supérieur a ng, on a
|un, — 1] < 1, ce qui entraine wu,, > 0.

On peut écrire, pour N > ng,

(e (I (AL ) = (L) (1)

On conclut en remarquant que HZ‘;Bl uy, est un réel non nul fixé (il ne dépend pas de N).

Comme la fonction In est une bijection continue de réciproque continue entre ]0,00[ et R, la
. N o , < g . o .
suite [[)_,u, converge vers une limite non nulle (c’est a dire strictement positive puisque

uy, > 0) si et seulement si In (Hﬁ;o un> a une limite finie. Or In (ngo un) = Zﬁ;o In(uy,).

Si (uy) ne tend pas vers 1, ni le produit ni la série ne peuvent converger. On suppose donc
que (up) tend vers 1. On a In(y) = (y — 1) + o(y — 1), au voisinage de y = 1. On a donc
In(up,) ~ (up, —1). Comme ces deux suites sont positives (on a supposé u, > 1), la série
> In(u,) converge si et seulement si Y (u, — 1) converge.

On suppose comme en 3b que la suite (u,) tend vers 1. On remarque ensuite que la suite (uy,)
est positive a partir d’un certain rang (voir question 2a) et que la convergence du produit ne
dépend que de la fin de la suite (question 2b). Ensuite le raisonnement est le méme qu’en 3b
en remarquant que les deux suites (In(uy,)) et (u, — 1) sont a termes négatifs.

On suppose comme en 3b que (u,) tend vers 1. Le développement limité du logarithme montre que

In(up)—(up—1) ~ 7@. Comme ) (u, —1) converge, la série > In(u,) converge si et seulement
si la série > (In(uy) — (un, — 1)) converge. Or In(uy,) — (un, — 1) est négatif (par le développement

limité, ou par convexité) et équivalent a

n—1)2 . P .
L 5 ) qui est négatif. Par conséquent, la convergence

de " (In(uy,) — (un — 1)) est équivalente & celle de > (u, — 1)2.

(a)

(b)
()

(d)

Grace a la question 3b, la convergence de la série Z% est équivalente a la convergence de
[T(1+1). Or Y (1+21)= [T, 2L — N 41, qui diverge.

n=1 n=1 n
; ;. , P o 1 1
C’est une série géométrique, on trouve donc )~ 7 T I
On a
N N oo PN
1 1 1 1 1
I -IY - ¥ ole- ¥ L3
_ L 1 N n n
n=1 Pn n=1 k=0 Pn ki,...,kn>0 Py ---PN {entiers n dont les n=1
facteurs premiers sont
P1,--sPN }
(puisque les entiers inférieurs & py ont leurs facteurs premiers parmi py, ..., pn).

Comme Y1 diverge et (p,) tend vers linfini, la suite (3.2, 1) tend vers linfini. Donc

HN —L— aussi, donc [] (1 - f) diverge (ses produits partiels tendent vers 0). Par la

n=1 17ﬁ n

question 3c la série ) pi diverge.
n



