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On considère une fonction f de classe C1 sur R et 2π-périodique (c’est-à-dire que f(t+2π) = f(t) pour
tout réel t).

1. Justifier que l’intégrale
∫ T+2π

T

f(t)dt

est bien définie et que sa valeur ne dépend pas du réel T .

2. On définit la fonction ϕn de R dans R par la formule

ϕn(t) =

n
∑

k=−n

eikt.

Montrer l’égalité

ϕn(t) =
sin ((n+ 1/2) t)

sin (t/2)
.

3. Montrer que ϕn est 2π-périodique et que

∫ 2π

0

ϕn(t)dt = 2π.

4. On définit la suite (cn)n∈Z par

cn =

∫ 2π

0

f(t)e−intdt.

Montrer que
n
∑

k=−n

cke
ikx =

∫ 2π

0

f(t)ϕn(x− t)dt =

∫ 2π

0

f(x− t)ϕn(t)dt.

5. Soit x un réel. Montrer que la fonction Fx définie par

Fx(t) =

{

(−1)k2f ′(x) si t = 2kπ, k ∈ Z

f(x)−f(x−t)
sin(t/2) sinon

est une fonction continue de R dans R.

6. Montrer que pour une fonction g de R dans R de classe C1, la suite (un) définie par

un =

∫ 2π

0

g(t) sin((n+ 1/2)t)dt

tend vers 0. On admettra que ce résultat reste vrai si g est supposée non plus C1 mais seulement

continue.

7. En déduire que

lim
n→∞

1

2π

n
∑

k=−n

cke
ikx = f(x).


