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Exercices : espaces de Sobolev

Exercice 1 :
Soit α un nombre réel. On considère la fonction

uα(x) =

{

0 si x < 0

xα si x ≥ 0.

Pour quelles valeurs de α ∈ R la fonction uα est-elle
– dans L2(]0, 1[) ?, dans H1(]0, 1[) ?, dans H−1(]0, 1[) ?
– dans L2(]1,∞[) ?, dans H1(]1,∞[) ?, dans H−1(]1,∞[) ?
– dans L2(]− 1, 1[) ?, dans H1(]− 1, 1[) ?, dans H−1(]− 1, 1[) ?

Exercice 2 :
Soit Ω un ouvert de R

n, et soit x0 un point de R
n. Par une translation et une homothétie, on peut se

ramener au cas x0 = 0 et B(0, 1) ⊂ Ω. On va montrer que la masse de Dirac au point 0, notée δ0 est un
élément de H

−1(Ω) si et seulement si n = 1. La masse de Dirac δ0 est la forme linéaire définie, si ϕ est
une fonction continue sur Ω, par δ0(ϕ) = ϕ(0).

1. Montrer que δ0 ne s’identifie à aucune fonction de L
2(Ω), aus sens où on ne peut pas trouver de

fonction δ̄ de L
2(Ω) telle que

∫

Ω

ϕ(x)δ̄(x)dx = ϕ(0),

pour toute fonction ϕ régulière.

2. On suppose que n = 1. Montrer que

|ϕ(0)| ≤ ‖ϕ‖H1(Ω),

si ϕ est de classe C∞ à support compact dans Ω. En déduire que δ0 s’étend par continuité à
l’espace H

1
0(Ω) et est donc un élément de H

−1(Ω).

3. En déduire notamment que, dans le cas n = 1, les fonctions de H1(Ω) sont des fonctions continues.

4. On suppose que n = 2. Trouver un α tel que la fonction f définie sur Ω par

f(x, y) = 1x2+y2≤1

(

− log(x2 + y2)
)α

soit dans H1
0(Ω).

5. En déduire que δ0 n’est jamais un élément de H
−1(Ω) si n ≥ 2.

Exercice 3 :
On considère un ouvert Ω de R

n.
Soit u un élément de H1(Ω). Le but de l’exercice est de montrer que les fonctions |u|, u+ = max(0, u)

et u− = min(0, u) sont également des éléments de H
1(Ω).
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1. Pourquoi peut on trouver une fonction ϕη de classe C1 dans Ω qui soit dans H1(Ω) et telle que

‖ϕη − u‖H1(Ω) ≤ η ?

2. Montrer que la fonction ϕε
η définie par ϕε

η =
(

ϕ2
η + ε2

)1/2
− ε est également dans H

1(Ω) et de
classe C1 sur Ω.

3. Montrer que
‖ϕε

η − |u|‖L2(Ω) ≤ 2ε‖ϕη‖L2(Ω) + η.

4. Montrer qu’il existe un suite ηn tendant vers 0 telle que

lim
n→∞

lim sup
ε→0

‖∇ϕε
ηn

− signe(u)∇u‖L2(Ω) = 0.

5. En déduire que |u|, u+ et u− sont dans H1(Ω), et calculer leurs gradients.

6. En déduire que si u est dans H1
0(Ω), alors |u|, u

+ et u− aussi.

Exercice 4 :
On considère l’équation de la chaleur :

{

∂tu(t, x)−∆u(t, x) = f(t, x), sur ]0, T [×Ω

u(0, ·) = u0, sur Ω.

1. Montrer l’estimation a priori suivante

∫

Ω

|∇u(t, x)|2dx+

∫ t

0

∫

Ω

|∂tu(s, x)|
2dxds ≤

∫

Ω

|∇u0(x)|
2dx+ C

∫ t

0

∫

Ω

|f(s, x)|2dxds

(on pourra utiliser la fonction test ∂tu(t, ·)).

2. On suppose que la fonction f est nulle, montrer l’estimation

∫

Ω

|∇u(t, x)|2dx ≤
1

t

∫

Ω

|u0(x)|
2dx.
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