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Corrigé
Partie I
1. On écrit
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La série & termes positifs Y # a ces sommes partielles majorées, elle est donc convergente.

3. Lasérie Y [tun11—uy| a un terme général positif équivalent & 515 (question 1.). Or on a montré que la
s 1 . . , , .
série ) | 5- convergeait (question 2.). Par conséquent, ) |, +1—u,| converge. La série ) (tn41—un)
est bien absolument convergente.

4. On peut écrire
N—1

uUN = U] + Z (un+1 - un)~

n=1
Le membre de droite est convergent puisque la série > (u,11 — up) converge en tant que série
absolument convergente, (question 3.).

5. On sait que

1 1
un-‘rl_un:_an‘i‘O(ns)-

Or, on a
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ce qui montre le développement demandé.

6. Pour k >2ettec[k—1,k],ona
1 1
BB
Par conséquent, pour n > 2,
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En passant a la limite N — oo (comme 0 < % < #, et que Z% converge (question 2.), la

série Y- -7 converge), on obtient I'inégalité voulue.




7. On a

v =up + lij{fn(uN — Up,)
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Par la question 5., on sait qu’il existe une constante M telle que pour n assez grand, on ait

1.1 .M
tntt = lin 2% T 2k+1) )| nE

Par conséquent

2 (== () = R S e ().

k=n k=n
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En regroupant tout, on obtient

qui est le développement demandé.

Partie I1

1. On a0 < |n%sin(n)| <n®. Sia <0, alors n® tend vers 0 ; le théoréme des gendarmes montre alors
que (n®sin(n)),en+ tend vers 0.

2. (a) Ona |/t — | = [e™(e? —1)| = |e™||e* — 1| = |&' — 1] # 0. Par conséquent, |e'("+1) — 7|
ne tend pas vers 0 quand n tend vers I'infini. Notamment, (e™),en n’est pas de Cauchy. En
particulier (e'"),en ne converge pas.

(b) On a sin(n 4 1) = sin(n) cos(1) + cos(n) sin(1). Par conséquent,
1
sin(1)

cos(n) = (sin(n + 1) — sin(n) cos(1)) . (1)

Si (sin(n))nen converge, alors le membre de droite de (1) converge (vers %(1 —cos(1))),

de sorte que (cos(n))pen converge.

(¢) Si (sin(n))nen converge, alors (cos(n)),en converge (question (b)), ce qui implique que (€),en =
(cos(n))nen + i(sin(n)),en converge. Or on a montré (question (a)) que ce n’était pas le cas.
En conclusion, (sin(n)),ecn ne converge pas.

3. (a) On considere les éléments —F(kx) + kx avec k variant de 0 & N, et ot E désigne la fonction
partie entiere. Comme par définition F(kz) < kx < E(kx)+1, on a bien —E(kx)+kx € [0, 1], et
—E(kx)+kx = —E(qx)+qx avec k # g, alors x = %f(”) ce qui contredit 'irrationalié

de x. Les —E(kx) + kx, avec k =0, ..., N sont donc N + 1 éléments disctincts.

(b) On a constuit (question (a)) N +1 éléments distincts de I’ensemble [0, 1[= Uk e~ N , %[ Par

conséquent, il existe un ¢ tel que [4*, £ [ contienne au moints 2 éléments de la forme a; +byz
et ag + box, avec by et by dans {0, ..., N}. Par conséquent,

1
[(a1 —az) + (b1 — b2)z| = |(a1 + b1x) — (a2 + bex)| < N



4.

On obtient donc le résultat en posant n = a1 — as et m = by — by. En effet, comme by et by
sont dans {0,...,N}, on a |m| = |b; — b2] < N ce qui donne

1
|n|§|n—mx|—|—|mx|SN—I—ngl—i—Nx.

(¢) On peut suppose n positif quitte & changer n+ma en —n—ma, qui vérifie les mémes propriétés.

On suppose § > 0 (le cas § = 0 étant déja fait & la question 3., et le cas § < 0 s’y ramenant
en changeant les signes). Comme 27 est irrationnel, il existe (question 3.) deux entiers ng et mg
avec ng > 0 tels que |ng + 2mmy| < % On pose k = max{q € N, g(no + 27mg) < 0}, qui est fini
puisque q(ng + 2wmg) tend vers 400 pour ¢ — co. On a donc

k’(n() + 27rm0) <f< (k’ + 1)(710 + 27Tm0),

ce qui montre
0 < 0 — k‘(no + 27rm0) < (TLO + 27rm0),

soit encore

1
|0 — k(ng + 2mmyg)| < |ng + 2mmg| < N

On obtient le résultat avec n = kng > 0, m = kmg.

Soit y € [—1,1]. 1l existe 6 € R tel que sin(f) = y. Pour tout N > 0 entier, on considere (d’apres la
question 4.) deux entiers ny et my avec ny > 0 tels que |ny + 2mym — 0| < % On a alors

1
|sin(ny) —y| = |sin(ny + 2mpy7w) —sin(0)| < |ny + 2mym — 0| < N
par le théoréme des accroissements finis (puisque |sin’ | = | cos| < 1). En faisant tendre N vers oo,
on obtient que (sin(ny))yen converge vers y. y est donc valeur d’adhérence de (sin(n)),en.

Par la question 3., pour tout entier N on peut trouver ny et my avec ny > 0 tels que |[ny —2mmy| <
%. Par conséquent

1 1
|n sin(ny)| = |n% sin(ny — 2rmy)| < niylny — 2rmy| < n?\,ﬁ < (Jz|N + 1)°‘N ~ |z|* N

Comme « est supposé inférieur & 1, on trouve que sin(ny ) tend vers 0, qui est donc valeur d’adhérence
de (s € (n))nen-

Comme 1 et —1 sont valeurs d’adhérence de (sin(n)),en, alors il existe deux suites (n},)xen et (n7)ken
telles que (sin(n}))ken et (sin(n?))ren convergent respectivement vers 1 et —1. Par conséquent, les
suites ((n},)*sin(n}.))ren et ((n2)sin(n?))ken convergent respectivement vers oo et —oo (puisque a >
0). On a donc

liminf n®sin(n) = —oo, et liminfn®sin(n) = +oo.
n n

Partie I11

1.

1-1.  i. Comme on a u?, < uPT! la suite (u?),en est croissante, et est donc inférieure & sa limite :
on a ainsi 0 < uP <[,,. Comme la série ) [,, converge, la série ) uP converge également.

ii. Comme u? <uP*! on a
o0 oo
P p+1
E Uy, < E uy .
n=0 n=0

Par conséquent, la suite (ZZOZO uP)pen est croissante ; il y donc deux comportements
possibles : ou bien elle est majorée, auquel cas elle converge, ou bien elle ne ’est pas,
auquel cas elle tend vers +oo. Elle a donc bien une limite, éventuellement infinie.
iii. Comme 0 < l,,, sila série > 1, ne converge pas, c’est qu’elle tend vers +oco. Par conséquent,

pour tout M, il existe N tel que

N

> b= M.

n=0



1-2.

1-3.

2. 2-1.

2-2.

2-3.

iv. Si Y"1, converge, ses restes tendent vers 0. Par conséquent, pour € > 0, il existe un entier N

tel que
oo N oo
Zln_zln: Z an&
k=0 k=0

n=N+1

ce qui donne le résultat.
v. Si Y1, converge, on consideére un € > 0 et N tel que Z'r]:]:O ln >3 gln —e. On a donc

oo e N N o0
Sl Zlim ) wh > lm Y uh = 1, > I, —c. (2)
n=0 P n=0 P n=0 n=0 n=0

Cette inégalité étant vraie pour tout e, on a bien Y > 1, = lim, > o u?.

La suite infy>, u® est croissante et converge vers [,,, par conséquent le résultat de la question 1-1

montre que
oo oo
E l, =lim E inf ufl
p k>p
n=0

n=0 =
Cependant, on a infg>, uf < uP, de sorte que

oo o

E inf uf < ub.
k>p
n=0 n=0

En passant a la limite inférieure en p, on obtient le résultat souhaité.
i. On a 0 < |uf| < z,, ou la série ) z, converge. Par conséquent la série ) |uP| est
convergente, ce qui montre que la série Y u? est absolument convergente, donc convergente.
. . » - » » . Cp
ii. La suite |uf, —I,,| vérifie |uf, — [,,| < |ul |+ |ln| < 22,. Par conséquent (2z, — |ub, — I,])pen
est & valeurs positives et tend (pour p — oo) vers 2z,. Par conséquent, la question 1-2.
montre que

2z, <liminf ) (22, — |[ub —1,]) = 2z, — limsup » |ub —1,],

autrement dit

0< limsupz |ub —1,] <0,

p n=0

tend vers 0. Or,

o0
< Z |u£ - ln| )
n=0

ce qui montre que (377 |ub — Inl) pen

) )
D b=yl
n=0 n=0

ce qui permet de conclure.

La suite (uf),cy est bornée (a valeurs dans [~1,1]). On peut donc en extraire une sous-suite
convergente.

Soit (uﬁ(p))pEN

extraire une sous-suite convergente.

une sous-suite de (uﬁ)peN. La suite (uﬁﬂ)) est bornée, on peut donc en
neN

Si o, ©1, Y2, etc. sont des fonctions strictement croissantes de N dans N, alors pour tout p, la
fonction g o 1 0... 0, est strictement croissante. De plus si ¢ est une fonction strictement
croissante de N dans N on voit par récurrence que ¢(n) > n. Par conséquent, on a

opr1(p+1) > ppr1(p) > p,

et en appliquant la fonction croissante g o @1 ... 0 ¢p, on trouve

Yp+1)=poo...0opu(ppr1(p+1)) = woo...00,p) =(p).



2-4.

2-5.
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On construit par récurrence la famille (¢g,¢1,...) de la maniére suivante. On extrait de la

<ﬂ0(1’))

suite (ug)peN une suite convergente (Uo Si on suppose ¢g,...or construites, alors

peEN
on extrait de (ufﬂwomowk(p))peN une sous-suite convergente (uffflo'”w’“w’““(p))peN. On
construit alors une fonction 1 comme dans la question 2.3. On voit que pour p > ng, ¥ (p) est
Y(p)

dans 'image de ¥go. ..oy, . Par conséquent, (un,  )pen est, pour p assez grand, une sous-suite

©00...00n (p . . .
de (un, of ))pGN qul est par construction une suite convergente.

Il n’existe pas de fonction strictement croissante ¢ de N dans N telle que (sf(p ))pGN soit con-

vergente pour tout o. En effet, considérons une fonction 1 strictement croissante de N dans N
et définissons 7 € S par

Typ(2n)
Ty@nt1) =0
Th = 0 (ou toute autre valeur), si k n’est pas de la forme ¥ (m)

Alors on a s

vip) _ HEDY qui ne converge pas.

On peut en déduire que ’ensemble S ne peut pas étre mis en bijection avec N (sinon les questions
précédentes permettraient de construire un tel ).

On a, pour tout n > 1, p € N,

oo
b P < nfuf P <Y nfub P < 1.
n=1
De sorte que (uh)m,pyen+xn & valeurs dans [—1,1]. La question 2. montre alors qu'il existe

un 1 tel que (uﬁ(’) )> converge, quel que soit n.
peN

. Ona

N N
D Il =lim Y b
n=0 P n=0
Or Zﬁ;o jub |2 < 3> onful|*> < 1. Donc 3 |I,|? est convergente. De plus,
N N N 00 00
Z |u$(p) - ln|2 < Z |ln|2 + Z |ln|2 < Z |ln|2 + Z ‘ln|2~
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

La série |u%(p ) I,|? est donc aussi convergente.

On a (en utilisant la question 1-2.)

0o N-—-1 00
Z ‘ug(p) L= Z Iuﬁ(’)) — L+ Z ‘u%(p) —la?
n=0 n=0 n=N

N-1 00 )
<3 i -t (3w 3 )
n=0 n=N n=N
N—-1 0o e}
< () _ ] |2 ¥(P)|2 4 lim inf p|2
< 3 i 14 (3 i 3
n=0 n=N n=N
N-1 1 o) o]
< lul® — 1, + N Z n|ul® % 4+ limpinf Z nuﬁ|2>
n=0 n=N n=N
N-1 9
< vP) 124 2
< 3 W P o
n=0
On a donc
0o N—-1 9 9
limsupz |u,7f(p) —1,]* < limsup Z \u%(p) — L+ ===.
T —— r = N N

Cette inégalité étant vraie pour tout N, on a le résultat voulu.



4. 4-1. La suite (62),en est la suite nulle & tous les rangs, sauf au n®™e. Par conséquent, elle est nulle
a partir d’un certain rang et converge vers [,, = 0.

4-2. On a
(oo} oo
Doloh =l =l =0+ 552 =1,
n=0 n=0

qui ne converge pas vers 0. Cela est dii au fait que la suite (0% ), )en2 ne vérifie par 'hypothese

(oo}

> njor? <1,

n=1

puisque
o0

> nlon* =p.

n=1



