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Les différentes parties sont indépendantes. Si besoin, vous pouvez admettre le résultat d’une question
pour le réutiliser dans une question ultérieure.

Partie I
Dans cette partie on s’intéresse a deux fonctions D,, et F),, appelées respectivement noyau de Dirichlet
et noyau de Fejér. Ces fonctions interviennent dans la théorie des séries de Fourier. La fonction D,, est

définie par la formule suivante :

L

Ve € R, D,(z) = Z etk

k=—n
On considere la fonction A,, définie sur R\ 27Z par la formule
sin ((n + %) J:)
sin (%) '

Montrer que A,, peut se prolonger par continuité en tous les points de la forme 27k, avec k entier
relatif. On note encore A,, le prolongement continu de A, a R tout entier.

Vo € R\ 20Z, Ap(z) =

Tracer soigneusement le graphe de la restriction de Az a [—7, 7).
Montrer que D, (z) = A, (z) pour tout entier n et tout réel x.
Pour tout entier n, montrer 'égalité [* D, (z)dz = 2.

On note 7 = =. Pour k € {1,...,n — 1}, montrer I'inégalité
2

9 (k+1)7 9
S — g/ Dy () dz < ——0 .
7 sin (LJF;)T) kT s (7)
Etablir Vinégalité
0< / Dy (2)] dz < 2.
0

Montrer qu’il existe deux suites (U, )nen €t (v, )nen vérifiant

Uy < / | Dy (x)|dx < vy,

—T

dont les comportements asymptotiques sont u,, ~ %hl(n), et v, ~ 41n(n). On pourra utiliser sans
démonstration le fait que >°;_, + ~ In(n) et chercher un encadrement de la fome Az < sin(z) <
px valables pour certaines valeurs de x. FEn fait, un peu plus de travail permettrait de montrer

que ffﬂ | D, (z)|dx ~ gln(n).

On consideére maintenant la fonction F,(z) = 2 Z;é Dy(z).

n

7. Montrer que la fonction ®,, définie sur R \ 27Z par

e \ 2
Vo € R\ 27Z, ®,(z) = 1 (Sm(g)>
n z
2

est 2m-périodique et peut se prolonger par continuité en tous les points de la forme 27k. On notera
encore ®,, le prolongement continu de ®,, a R tout entier.

Pour z dans R, quelle est la limite quand n tend vers l'infini de la suite (®,(x))neny 7 On pourra
séparer les cas © € 27Z et x ¢ 27Z.



9. Tracer soigneusement le graphe de la restriction de ®7 a [—m, 7).
10. Pour tout entier n et tout réel =, montrer I'égalité ®,,(z) = F,(x).

11. Montrer que pour tout entier n, on a [*_F,(z)dz = ["_|F,(z)|dz = 2.

12. Soit 0 < € < 7 un réel. Montrer que la suite (f:Tr_E |Fn($)|dx) tend vers 0. On pourra chercher
neN

a majorer |Fy,(x)| pour x € [, 27 — ¢] par une quantité indépendante de z.

Partie I1

Dans cette partie nous considérons la série » pL’ ou p, désigne le n°™°

nombre premier, de sorte que
p1:2a p2:3a p3:57 p4:7a p5:117 etc.

On va montrer par 'absurde que cette série est divergente. Par conséquent, dans la suite de cette partie,
on suppose que la série > pi converge.
n

1

1. Montrer qu’il existe un entier ng tel que Zzozno o < %

Pour N un entier, on définit I’ensemble Ay comme ’ensemble de tous les entiers de {1,..., N} dont au
moins un facteur premier est supérieur ou égal a p,,. On définit aussi By = {1,..., N} \ An.

2. Montrer que le nombre d’éléments de {1, ..., N} divisibles par un nombre premier p donné est £ (%) ,

ou F désigne la fonction partie entiere.
3. En déduire que Ax a moins de % éléments. Qu’en déduit-on sur le nombre d’éléments de By 7

4. Montrer que tout entier strictement positif n peut s’écrire d’'une unique maniere sous la forme n =
mnq2, o m,, € N est sans facteur carré! et ¢, € N (on pourra décomposer n en facteur premiers).

5. Montrer que si n < N, alors g, < v/ N. Montrer que l’ensemble {m,,, n € By} contient au plus 2™°
éléments. En déduire que By a moins de 2™/ N éléments.

6. En déduire que la série pi diverge.

Partie III
Cette partie a pour but d’établir le théoreme de Stone-Weierstrass, dont voici un énoncé :

Soit f une fonction continue de [0,1] dans R et € un réel strictement positif. Alors,
il existe un polynéme P a coefficients réels tel que

sup |P(t) — f(t)] < e.
te[0,1]

Autrement dit, on peut, aussi précisément que voulu, approcher f par un polynéme, uniformément sur
Iintervalle [0, 1].

Dans toute la suite de cette partie, on va donc se donner une fonction f, définie sur [0, 1] & valeurs
dans R et continue, que ’on va chercher a approcher par un polynoéme.

1. (a) Montrer que pour tout réel € > 0, il existe un entier N tel que pour tout entier k € {1,..., N},
on ait
sup f(t) — inf f(t) <e,
tely, tely
< 19 7 _ Tk=1 k&
ou l'on a noté [ = [Tv N]'

(b) En déduire qu'il existe une fonction ¢ affine par morceaux sur [0, 1] telle que

sup [f(t) —g(t)] <e.
tefo,1]

2. On considere la suite de polynémes définie par la relation de récurrence

X2 - p2
2

1Cest-a-dire que m., est un produit de nombres premiers distincts, comme 2 X 3 ou 2 X 5 X 7, mais pas comme 22 x 3.

Py=0; Poy1=F,+




(a) Montrer que pour tout ¢ € [—1, 1], et tout entier n, on a l'inégalité 0 < P, (t) < Pn4+1(¢t) < [¢].

(b) En déduire que pour tout ¢ de [—1,1], (P, (t))nen converge vers |¢|.

(c) Montrer que pour tout entier n, il existe un élément t, de [—1,1] tel que |t,| — Pn(tn) =
SUP¢e[-1,1] [t] — Po(t)-

(d) Montrer que la suite (supte[_M] ’Pn(t) — [t D converge vers 0. On pourra considérer une

neN ~
sous-suite (t,(n))nen de (tn)nen qui converge vers une limite ¢ et montrer que pour tout 7, on

a limsup,, |ttp(m)| - Pz,a(m)(tap(m)) < m - PTL({)
(e) Montrer que pour tout £ > 0 et tout a € [0, 1], il existe un polynéme P tel que

sup ’P(t) - |t—a|’ <e.
tel0,1]

(a) Montrer que la famille de fonctions (4 )qe(o,1] définie par

Pa(t) = |t —al,

est libre. En déduire toute fonction affine par morceaux sur [0, 1] peut s’écrire comme combi-
naison linéaire de fonctions de la forme ¢,.

(b) Montrer le théoreme de Stone-Weierstrass.

. Montrer que dans I’énoncé du théoreme de Stone-Weierstrass on peut supposer le polynéme P a
coefficients rationnels.

. Dans I’énoncé du théoreme de Stone-Weierstrass, peut-on supposer que le polynéme P a des coeffi-
cients entiers ?

. On définit la suite de polynome (@ )nen par
Qo = 2X<1 - X)a QnJrl = 2Qn(1 - Qn)

a) Montrer que pour tout entier n, ,, est un polynéme & coefficients dans Z.
que p ) poly

(b) Montrer que pour tout ¢ €]0, 1], la suite (Q,(t))nen est une suite croissante convergeant vers 1.

(c) Soit 0 <n < i. Montrer que pour ¢ € [n,1—n], on a [Qn(t) — 1| < [Qn(n) — 1|
. En déduire que pour tout réels a et n, avec 0 < n < %7 il existe un polynéme P a coefficients dans Z
tel que
sup ‘P(t) — oz’ <e.
te[n,1-n]

. Montrer que pour tout réels € > 0 et n > 0, il existe un polyndéme P a coefficients dans Z tel que

sup |[P(t) — f(t)] <e.
t€[n,1-n)



