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Chapitre 1

Nombres réels

L’ensemble R des nombres réels est le cadre naturel de I'analyse. Dans ce chapitre, nous allons
construire cet ensemble en partant de ’ensemble N des entiers naturels dont nous poserons 1’existence
comme axiome.

A partir de N, nous pourrons construire I’ensemble Z des entiers relatifs et 'ensemble Q des nombres
rationnels. L’ensemble Q est le plus petit corps qui contienne N, c’est & dire ’ensemble le plus simple
dans lequel on puisse définir une addition, une soustraction, une multiplication et une division en se
basant sur les nombres entiers.

L’ensemble Q est également muni d’une structure d’ordre. Toutefois, il manque a Q une certaine
propriété relative a cette structure d’ordre, appelée complétude, ce qui fait que certains nombres qui
“devraient” exister ne sont pas dans Q. L’ensemble R est construit a partir de Q en rajoutant ces
éléments. On obtient alors un corps, contenant strictement Q, mais qui vérifie maintenant la propriété
de complétude.

1.1 L’ensemble N des entiers naturels

1.1.1 Les axiomes de Peano

L’ensemble N est défini de maniere axiomatique : on considere certaines propriétés de N comme
“évidentes”, et on les suppose vraies. Le but va étre de construire successivement Z, Q et R, a partir de
ces quelques axiomes.

Définition 1.1.1. On suppose qu’il existe un ensemble N, un élément 0 € N et une fonction injec-
tive s : N — N\ {0}, appelée fonction successeur satisfaisant la propriété suivante, appelée propriété de
récurrence :

Si un sous-ensemble de N contient 0 et est stable par s, alors il s’agit de N tout entier.

Ces suppositions sont appelées axiomes de Peano. Un élément de N est appelé entier, ou entier
naturel.

Le caractere injectif de s entre N et N\ {0} signifie que tout élément de N a un successeur, que 0
n’est successeur d’aucun élément, et que deux éléments ayant le méme successeur sont égaux.
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Un premieére conséquence de cette définition est que ’on peut énumérer des éléments tous distincts
de N en considérant 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), etc. L’axiome de récurrence dit que 'on obtient ainsi
tous les entiers.

On note s(0) =1, s(1) = 2, s(2) = 3, etc. L’élément s(n) aura vocation a représenter n + 1.

Propriété 1.1.2. s est en fait une bijection entre N et N\ {0}.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que I'ensemble {0} U s(N) contient 0 et le successeur de chacun
de ses éléments (puisqu’il contient les successeurs de tous les entiers). L’axiome de récurrence montre
donc {0} Us(N) =N. O

L’axiome de récurrence est tres utile pour montrer des propriétés sur I’ensemble N en 'utilisant de
la maniére suivante. On considére une propriété P(n) dont on veut prouver qu’elle est vérifiée par tout
entier naturel n. On considere alors I’ensemble

A={neN, P(n) est vraie}.
Notre objectif est de montrer que A = N. On prouve alors les deux propositions P(0) et
Vn € N, P(n) = P(s(n)). (1.1)

Comme P(0) est vraie, on a 0 € A, et comme (1.1) est vraie, I’ensemble A est stable par s. L’ax-
iome de récurrence permet de conclure que A = N. Une démonstration suivant ce schéma est appelée
démonstration par récurrence.

L’axiome de récurrence permet de définir des fonctions ¢ sur N & partir de relations de la forme ¢(s(n)) =

flp(n)) :

Propriété 1.1.3. Soit E un ensemble, o un élément de E et f une fonction de E dans E. Il existe une
unique fonction p de N dans E telle que :

©(0) =, Vn eN, p(s(n)) = f(p(n)).

Démonstration. — Pour I'unicité, on considere deux éventuelles fonctions ¢ et ¢ vérifiant les condi-
tions de I’énoncé. Il suffir de montrer que I’ensemble

A={neN, p(n)=1p(n)}

est égal a N tout entier. On va procéder par récurrence : on a ¢(0) = a = 1(0), donc 0 € A. De
plus, sin € A, on a

p(s(n)) = flp(n)) = f((n)) = ¢(s(n)).

On a donc s(n) € A. L’ensemble A est donc stable par s, et donc A = N.

— Passons maintenant a existence. On va construire le graphe d’une fonction vérifiant les con-
ditions de I’énoncé. C’est a dire qu’on va construire un sous-ensemble G de N x E vérifiant la
propriété (note 1)

Vne N, Jlz € E, (n,z) €G, (1.2)

(note 1). On rappelle que 3!z signifie “il existe un unique z tel que...”
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c’est & dire que G est le graphe d’une fonction. L’unique élément x de E tel que (n,z) € G est a
comprendre comme @(n). On voudra aussi que G vérifie

(0,a)eg (1.3)
et
VneN, (n,x) € G = (s(n), f(z)) €G, (1.4)

ce qui signifie que la fonction dont G est le graphe vérifie bien les conditions de ’énoncé. On
considere ’ensemble

E={ACNXE, (0,a) € Aet ((n,z) € A) = (s(n), f(z)) € A},
c’est-a-dire l’ensembles des sous-ensembles de N x F vérifiant (1.3) et (1.4). On va montrer que

I’ensemble
G=[14
Ae&

vérifie aussi les conditions (1.3) et (1.4), mais également la condition (1.2), ce qui concluera la
preuve.
1. Tout d’abord, chacun des éléments A de £ contient (0, ). Donc, (0,a) € (s A =G et G
vérifie (1.3).
2. Ensuite, si (n,z) est dans G, alors pour tout A de &, (n,z) est dans A. Par définition de
lensemble &, on a donc (s(n), f(z)) € A pour tout A de £. En conséquence, (s(n), f(x)) €
Nacs A =G. Donc G vérifie bien (1.4).

3. Pour montrer que G vérifie (1.2), on prouve par récurrence la propriété P(n) suivante :
Pn) : “Nzek, (n,x)€g”.

L’ensemble G contient nécessairement 1’élément (0, o). Ensuite, pour un x de E avec x # «,
et pour un ensemble A € &, ensemble A\ {(0,2)} est également élément de &, de sorte
que (0,2) ¢ (gce A =G. La propriété P(0) est donc vérifiée.

Supposons maintenant la propriété P(n) vraie pour un certain n € N. Il existe donc un
unique x tel que (n,z) € G. Par (1.4), on a (s(n), f(x)) € G. De plus, pour y € E avec y #
f(z), st A €&, alors A\ {(s(n),y)} est également dans &, puisque (s(n),y) n’est pas de la
forme (s(n), f(2)), ot (n, z) est un élément de G. Par conséquent, (s(n),y) € ace 4 = G,
ce qui montre P(s(n)) et achéve donc la démonstration de 'existence de ¢.

O

1.1.2 Addition et multiplication
On peut définir par récurrence une addition sur N :

Définition 1.1.4. Soit m un élément de N. On définit l’addition par les relations :
m+0=m e YneN, m+s(n)=s(m+n).

On peut également définir la multiplication de la maniere suivante.
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Définition 1.1.5. Soit m un élément de N. On pose m x 0 =0 et pour tout n dans N,
m x s(n) =m X n+m.
L’addition et la multiplication vérifient les propriétés classiques suivantes :

Propriété 1.1.6. L’addition et la multiplication sont associatives et commutatives. L’addition et la
multiplication admettent respectivement 0 et 1 comme élément neutre. La multiplication est distributive
par rapport a l'addition. Pour tous entiers n, m et p, sin+m = n + p, alors m = p. De méme,
sinm = np pour n % 0, alors m = p.

Démonstration. Toutes les preuves se font par des récurrences bien choisies. On ne rédigera que la preuve
de la commutativité, les autres preuves étant laissées en exercice.
Considérons la proposition P(n) définie par :

Pn) : YmeN, n+m=m-+n".

On va montrer par récurrence que P(n) est vrai pour tout n.
— Nous allons faire une deuxiéme récurrence pour montrer P(0). Nous considérons la proposi-
tion Q(m) définie par :
Q(m) : “O+m=m+0=m".

La proposition Q(0) est vraie par définition de I’addition. Supposons maintenant que Q(m) soit
vraie pour un certain m. On a alors

0+ s(m) = s(0+m) = s(m),

par définition de 'addition et 'hypothese de récurrence. De plus, on a toujours, s(m) +0 = s(m).
La propriété Q(s(m)) est donc vraie, et on a montré par récurrence la propriété P(0).

— Passons maintenant a ’itération de la récurrence. Pour cela, on va démontrer le résultat suivant :
Lemme 1.1.7. Pour tous entiers n et m, on a s(m)+n=m+ s(n).

Démonstration. Encore une récurrence. On considere la propriété
R(n) : “YmeN, s(m)+n=m+s(n)”.

Soit m un entier, on a s(m) +0 = s(m) = s(m+0) = m+ s(0) (par la définition de +), donc R(0)
est vraie. Si on suppose R(n) vraie pour un certain entier n, alors en utilisant successivement la
définition de +, I’hypothese de récurrence et encore la définition de +, on a

s(m) + s(n) = s(s(m) +n) = s(m+ s(n)) = m + s(s(n)),

ce qui montre R(s(n)). Finalement, R(n) est vrai pour tout n, et le lemme 1.1.7 est démontré. [

Revenons a la preuve de P(n) = P(s(n)). Soit n un entier naturel, et supposons P(n) vraie. Con-
sidérons un entier m. On a, en utilisant tour a tour le lemme 1.1.7, la définition de +, I’hypothese
de récurrence et la définition de + :

s(n)+m=n+s(m)=s(n+m)=s(m+n)=m+ s(n).

Cela montre P(s(n)), et la preuve est achevée.
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O

La propriété 1.1.3 prend une apparence plus habituelle en replagant s(n) par n 4+ 1 et en notant les
fonctions de N dans F sous forme de suites :

Propriété 1.1.8. Soit E un ensemble, a un élément de E et f une fonction de E dans E. Il existe une
unique suite (un)nen d’élément de E telle que :

=0, et YneN, upt1 = f(un).

De méme, on peut construire des suites par des relations de récurrence double : si a et 8 sont deux
éléments de E et f est une application de E x E dans F, alors il existe une unique suite d’éléments
de E vérifiant

up =, uy =B, ¥n € N\ {0}, u, +2 = f(un, unt1).

En effet, pour construire cette suite, il suffit d’appliquer la propriété 1.1.3 a la fonction F' de ¥ x E dans
lui-méme définie par F(z,y) = (y, f(z,y)) et & (o, ) € E x E.

La définition 1.1.1 revient a supposer 'existence d’un ensemble N possédant certaines propriétés. On
peut montrer que si un autre ensemble possede les mémes propriétés, il est isomorphe a N en un certain
sens. Cela signifie que I'ensemble N est défini sans ambiguités par les axiomes de Peano.

Propriété 1.1.9. Si deux triplets (N, 0, s) et (N, 0, 3) vérifient les axiomes de Peano, alors il existe une
unique bijection f: N — N telle que f(0) =0 et telle que pour tout n € N, on ait f(s(n)) = 3(f(n)).

Démonstration. La propriété 1.1.3 donne directement ’existence et 'unicité de f (avec E = N, a=0
et f=23). O

1.1.3 Bon ordre sur N

Dans la partie 1.1.2, on a muni N d’une multiplication et d’une addition. Une autre structure im-
portante dont dispose N est une structure d’ordre. On rappelle quelques définitions :

Définition 1.1.10. Un ensemble (totalement) ordonné est un ensemble E muni d’une relation (c’est
& dire d’une application de E x E dans {vrai, fauz}), notée < vérifiant les propriétés

— pour tout x, on ax < x;

— pour tous x ety, six <y ety <x alorsx =1y;

— pour tousx, y et z, six <y ety <z alorsx < z;

— pour tous x et y, on a soit x <y, soity < x (c’est la propriété d’ordre total).

Définition 1.1.11. Soit E un ensemble totalement ordonné, et soit A un sous-ensemble de E.
— un majorant (resp. un minorant) de A est un élément m de E tel que pour tout a de A, on
ait a <m (resp. m < a);
— Un plus grand élément (resp. un plus petit élément) est un majorant (resp. un minorant) de A
qui appartient a A ;
— une borne supérieure (resp. une borne inférieure) de A est un plus petit élément de I’ensemble des
magjorants de A (resp. un plus grand élément de l’ensemble des minorants de A).

Propriété 1.1.12. Dans un ensemble ordonné E, si un sous-ensemble A de E admet un plus petit
élément, celui-ci est unique. On le note alors min A. Par ailleurs, la borne supérieure étant définie
comme le plus petit élément d’un certain ensemble, celle-ci est également unique (si elle existe). On la
note sup A.
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Démonstration. Supposons qu'un ensemble A admette deux plus petits éléments = et y. Comme x est un
plus petit élément de A et que y € A, on a z < y. De méme, y < z. On en conclut donc que z =y. O

La propriété suivante montre que bien qu’il soit possible que la borne supérieure d’un ensemble A
ne soit pas dans A, il existe des éléments de A qui s’en approchent autant que I’on souhaite.

Propriété 1.1.13. Soit E un ensemble ordonné et A un ensemble admettant une borne supérieure.
Pour tout x de E avec x < sup A , il existe y dans A tel que x < y < sup A.

Démonstration. Soit x un élément de E vérifiant x < sup A. Comme sup A est le plus petit des majorants
de A, x n’est pas un majorant de A. Il existe donc y € A tel que z < y. De plus, comme sup A est un
majorant de A, on a y < sup A. O

On définit une relation d’ordre sur N de la fagon suivante :

Définition 1.1.14. Etant donnés deuz éléments n et m de N, on dit que n est inférieur ou égal a m et
on note n < m si il existe un entier k tel que n + k = m.

Propriété 1.1.15. La relation < est une relation d’ordre totale sur N.

Démonstration. Les quatre propriétés définissant une relation d’ordre total sont montrées respectivement
en utilisant :

— légalité n +0 =n;

— la propriété 1.1.6;

— lassociativité de +;

— une récurrence sur m pour montrer que {m € N, n <m ou m <n} =N.

La relation d’ordre a un bon comportement vis a vis de I’addition et de la multiplication :
Propriété 1.1.16. Pour tous entiers naturels n, m et k, tels que n < m on a
n+k<m+k e nk<mk.

Démonstration. Par définition, si n < m, il existe ¢ tel que n +g=m. Onadoncn+k+q=m + k,
donc n+ k < m+ k. De plus mk = (n + q)k = nk + gk, donc nk < mk. O

Propriété 1.1.17. Tout sous-ensemble non-vide de N admet un plus petit élément ("ote 2).
Démonstration. Soit A un sous-ensemble de N, et supposons que A n’admette pas de plus petit élément.
On va montrer que A est 'ensemble vide. Pour cela on va montrer par récurrence que la propriété P(n)
définie par

P(n)=“{0,....,n}NA=0",

est vraie pour tout n entier ("°*¢ 3) Tout d’abord, on remarque que 0 ¢ A, sinon il serait son plus petit
élément, ce qui montre P(0). Soit n un entier, et supposons que P(n) soit vrai. Si n + 1 était élément

(note 2). On dit aussi que N est bien ordonné.
(note 3). Bien entendu, {0, ...,n} désigne 'ensemble {k € N, k < n}.
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de A, par 'hypothese de récurrence il serait son plus petit élément. Par conséquent, on a n+ 1 ¢ A, ce
qui montre P(n + 1). On en déduit donc que

A=AnN=AnJ{o.....n} = J@An{o,....n}) = |0 =0.

neN neN neN
L’égalité N = (J,,cn10, ..., n} découle du fait que pour tout entier n, on a n € {0,...,n} O

Propriété 1.1.18. N n’admet pas de plus grand élément. En revanche, toute partie non-vide majorée
de N admet un plus grand élément.

Démonstration. — Supposons que N admette un plus grand élément M. On aurait alors M +1 < M,
ce qui est contradictoire.
— On va montrer par récurrence la propriété suivante, qui concluera la preuve :

P(n) = “Tout sous-ensemble non-vide de N majoré par n admet un plus grand élément.”

Cette propriété est bien vraie au rang 0. En effet, le seul ensemble non-vide majoré par 0 est {0}
qui admet 0 comme plus grand élément.
Considérons n € N, et supposons P(n) vraie. Soit A un sous-ensemble non-vide de N majoré
par n+1. On a deux cas possibles : soit n+1 € A, auquel cas n+1 est le plus grand élément de A ;
soit n +1 ¢ A, auquel cas A est majoré par n et on applique P(n). Dans les deux cas P(n + 1)
est vraie.

O

On a présenté ici une construction de N basée sur le principe de récurrence. On aurait aussi pu poser
comme aziome les propriétés 1.1.17 et 1.1.18, et retouver les axiomes de Peano (qui seraient cette fois-ci
des théoremes) & partir de ces deux axiomes. En effet, si on part des propriétés 1.1.17 et 1.1.18, on peut
définir 0 comme étant le plus petit élément de N, et on définit s(n) par

s(n) = min{k € N, k> n}.

Cette expression a bien un sens : en effet, comme N n’a pas de plus grand élément, le membre de droite
est non-vide, et admet donc un plus petit élément. On peut alors vérifier que s est une bijection de N
dans N\ {0} (il suffit de montrer que sa réciproque est s~ !(n) = max{k € N, k < n}), et que (N,0,s)
vérifie 'axiome de récurrence (pour un ensemble A contenant 0 et stable par s, considérer le plus petit
élément de N\ A; on arrive & une contradiction, ce qui montre que A = N).

1.1.4 Quelques autres types de récurrence

En plus du raisonnement par récurrence simple présenté dans la partie 1.1.1, il existe d’autres types
de récurrence.
La récurrence double (triple, etc)

Pour montrer une proposition P(n) pour tout entier n, on peut également montrer les propositions
suivantes :

= P(0);
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- PQ1);
- VneN, (P(n) et P(n+1))=P(n+2).
En effet, une récurrence simple permet alors de montrer la proposition

Q(n) = “P(n) et P(n+1)”

pour tout entier n.

On peut également parler de récurrence triple, quadruple, etc. A ce moment-1a il faut initialiser la
récurrence par P(0), P(1) et P(2) et montrer “Vn € N, (P(n) et P(n+1) et P(n+2)) = P(n+3)”
(pour une récurrence triple).

La récurrence forte

Pour montrer une proposition P(n) pour tout entier n, on peut également montrer les deux propo-
sitions suivantes :

- P(0);

- VneN, (Vk€{0,...,n}, P(k)) = Pn+1).
En effet, par une récurrence simple, les hypothéses précedentes permettent alors de montrer la proposi-
tion

R(n) = “Vk € {0,...,n}, P(k)”

pour tout entier n.

1.2 L’anneau Z des entiers relatifs

On ne peut pas définir une soustraction pour tout couple d’éléments de N, mais on a tout de méme
la propriété suivante :

Propriété 1.2.1. Sin < m il existe un unique entier k tel que n +k =m. On le note k = m — n.

Démonstration. L’existence vient de la définition de la relation d’ordre. Pour I'unicité on suppose n+k =
m = n + q. La propriété 1.1.6 permet de conclure k = q. [

On va alors construire ’ensemble des entiers relatifs en rajoutant “a la main” les éléments n — m
pour n < m.

Définition 1.2.2. On pose ™ ® 7 = {0} U ({+,—} x (N\ {0})). Les éléments de la forme (+,n)
et (—,n) seront respectivement notés n et —n.

On définit alors laddition et la multiplication sur Z a partir de l’addition et la multiplication sur N
en utilisant les régles habituelles pour les signes.

Propriété 1.2.3. Muni de + et X, Z est un anneau commutatif.
Démonstration. Laissé en exercice. O]

La structure d’anneau est la structure naturelle pour effectuer des additions, soustractions, multipli-
cations. Ceci est formalisé dans la définition suivante :

(note 4). La notation Z vient du mot allemand “Zahl”, qui signifie “nombre”.
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Définition 1.2.4. Un anneau A est un ensemble muni de deux loi de composition internes (c’est-a-dire
deuzx fonctions de A X A dans A), notées + et x, vérifiant les propriétés “naturelles” suivantes.
- laddition est commutative, associative, possede un élément neutre 04 et tout élément admet un
0pposé ;
— la multiplication est commutative, associative et possede un élément neutre 14 ;
— la multiplication est distributive par rapport a l’addition.

Un autre définition de Z, plus artificielle, mais facilitant les preuves des propriétés classiques de
I’addition et de la multiplication se fait en utilisant un quotient de N.

Définition 1.2.5. On définit une relation d’équivalence ~ sur N x N par (n,m) ~ (n',m’) sin+m' =
n' +m. On appelle Z l’ensemble des classes d’équivalences de ~.

On définit la somme de deuz éléments de Z par (n,m)+ (n’,m’) = (n+n’,m +m'). De méme on
définit la multiplication par la formule

(n,m) x (n',m') = (nn' +mm/, nm’ + mn’).

Cette définition se comprend si ’on voit Z comme ’ensemble des différences entre deux éléments
de N : la classe d’équivalence de (n,m) est & comprendre comme n — m.

1.3 Le corps Q des rationnels

Un corps est un cas particulier d’anneau, dans lequel on peut effectuer des divisions. Plus précisément :

Définition 1.3.1. Un corps est un anneau dans lequel tout élément est inversible (pour la multiplica-
tion).

Définition 1.3.2. On définit une relation d’équivalence ~ sur Z x (Z\ {0}) par (n,m) ~ (n',m’)
si nm!’ = n'm. On appelle "% %) Q lensemble des classes d’équivalence de ~. La classe de (n,m) est

notée ;-. Les éléments de Q sont appelés nombres rationnels.

Définition 1.3.3. On définit une addition et une multiplication sur Q par les formules
n n  nam +n'm

m  m mm

n/
et — .
m mm

X

!

3=

On définit aussi une relation d’ordre sur Q par

A
/@nm’ﬁn’m sim>0etm' >0.

3

n
— <

m

3

La condition m > 0 dans la définition de 'ordre n’est pas restrictive puisque tout rationnel a une
représentation dont le dénominateur est positif (puisque = = =),

L’ensemble Q est donc muni de deux structures : d’une part d’une structure d’anneau, avec les lois +
et x, d’autre part, d’'une structure d’ordre. Dans le cas de Q ces deux structures sont compatibles au

sens suivant.

Définition 1.3.4. Un corps K est dit ordonné si il est muni d’une relation d’ordre < compatible avec
la structure de corps, au sens ot :

note . a notation vien u mo uotient”.
te 5). L ti ient d t “quotient”
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- six, y et z sont trois éléments de K avec x <y, alorsx+ 2 <y + z;
- st x, y et z sont trois éléments de K avec 0 < z et x < y alors, zx < zy.

Propriété 1.3.5. Muni de +, x et <, Q est un corps ordonné.

Démonstration. Laissé en exercice. O

Propriété 1.3.6. Tout corps ordonné contient un unique sous-corps isomorphe a Q. L’isomorphisme
en question est unique.

Avant de prouver la propriété 1.3.6, on va montrer un lemme.
Lemme 1.3.7. Dans un corps ordonné K, on a, pour tout entier n € N, Og < nlk.

Démonstration. On procede par récurrence. Tout d’abord, on montre par ’absurde que Og < 1g. En
effet, si 1g < Ok, la multiplication par 1x changerait le signe de 1’égalité, et on aurait 1x > Ok, ce qui est
contradictoire. On a donc montré la propriété au rang 0. Supposons vraie I'inégalité au rang n : Og < nlg.
Alors, en ajoutant 1g on obtient 1g < (n+ 1)1k, or Og < 1k, d’ott Ox < (n + 1)1k. O

Démonstration de la propriété 1.3.6. Le lemme 1.3.7 montre que dans un corps ordonné, le seul entier
relatif nul est 0. On peut donc diviser par tout entiert n # 0. L’ensemble { nle (n,m) € Z x (Z\ {0})}

m1K7

est donc un sous-corps de K isomorphe & Q. L’unicité du morphisme vient du fait que l'image du

rationnel 2 ne peut étre que 2 O
m mlg

On fini ce paragraphe par remarquer qu’il y a “autant” de rationnels que d’entiers.
Propriété 1.3.8. Q est dénombrable, c’est a dire qu’il existe une bijection de N sur Q.

Démonstration. On va faire cette preuve en admettant le résultat intuitif suivant, mais dont la preuve
n’est pas si facile, appelé théoréeme de Cantor-Bernstein :

Théoréme 1.3.9. Etant donnés deuz ensembles E et F, si il existe une injection de E dans F et une
injection de F' dans E, alors il existe une bijection de E dans F'.

Il nous suffit donc d’exhiber une injection de @Q dans N. On définit par exemple l'injection de Q

dans Z définie par L +— 2™ (2n + 1), ot la fraction =+ aura été choisie telle que m soit positif et le plus

petit possible. Ensuite, on exhibe une bijection entre N et Z par exemple, 'application f : N — Z

définie par
2n+1 —n
f:
2n = —n

convient. O

1.4 Le corps R des réels

1.4.1 Définition axiomatique de R

Nous commencons par une définition axiomatique de R.
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Définition 1.4.1. Un corps ordonné K est dit Archimédien si quels que soient deux éléments x et y
de K avec 0 < x et 0 < y, il existe un entier positifi n tel que x < ny.

Un corps ordonné K vérifie la propriété de la borne supérieure si tout sous-ensemble non-vide majoré
admet une borne supérieure. On dit aussi que K est complet.

Théoréme 1.4.2. Il existe un unique corps ordonné Archimédien vérifiant la propriété de la borne
supérieure, a unique isomorphisme prés. On le note R. Les éléments de R sont appelés “nombres réels”.

Dans le théoreme 1.4.2 on entend par “isomorphisme” un isomorphisme de corps croissant.

La propriété importante pour nous ici est la propriété de la borne supérieure. On remarquera que Q
est un corps ordonné Archimédien, qui ne vérifie pas cette propriété ("ote 6),

Nous allons montrer le théoréeme 1.4.2 dans les deux parties suivantes : nous allons montrer qu’il
existe un corps ordonné Archimédien et complet dans la partie 1.4.2, puis que deux tels corps sont

isomorphes dans la partie 1.4.3.

1.4.2 Une construction de R

L’idée de cette construction est que l'ensemble {¢ € Q, ¢ < «} caractérise entierement le réel a.
Comme pour l'instant on n’a défini que ’ensemble Q, on va chercher & caractériser les ensembles de
cette forme sans faire mention des réels. C’est ce qui est fait dans la définition suivante.

Définition 1.4.3. On dit qu’un ensemble A C Q est une coupure ®° 7 de Q si :
— il est différent de Q et 0 ;
~ pour tout élément q de A, on a{r € Q, r <q} C A;
— pour tout q de A, il existe r > q avec r € A.

L’existence d’un élément r > ¢ dans A permet d’éviter que les deux ensembles {¢ € Q, ¢ < qo}
et Ag, = {¢ € Q, ¢ < qo} ne soient tous les deux des coupures.

Définition 1.4.4. On note R l’ensemble des coupures de Q.

On notera que Q peut étre vu comme un sous-ensemble de R par U'identification ¢ ~ {r € Q, r < ¢}.
Toutefois, certaines coupures ne s’identifient & aucun rationnel, comme par exemple {¢ € Q, ¢ <
0 ou ¢% < 2}, qui correspondra au réel v/2.

Quand on aura défini les réels, on verra que les coupures sont exactement les ensembles de la
forme {q € Q, ¢ < a}, avec a € R.

On va définir sur R une structure de corps ordonné, puis nous montrerons que ce corps est Archimédien
et complet.

Définition 1.4.5. — L’ensemble R est muni de la relation d’ordre C.
— R est muni de la loi de composition interne + définie par

A+B={qeQ JacA FbeB, g=atb}=|JA+b
beB

(note 6). Par contre, un corps ordonné vérifiant la propriété de la borne supérieure est nécessairement Archimédien. En effet,
dans un corps ordonné non-Archimédien I’ensemble N est majoré (il existe a > 0 et 8 > 0 tels que na < S8 pour tout n,
donc n < g) Si w est un majorant de N, alors pour tout n € Nyonan+1 < w, dou n < w — 1. Par conséquent, w — 1
est un majorant de N, et N n’a donc pas de plus petit majorant, c’est-a-dire pas de borne supérieure.

(note 7). On dit aussi coupure de Dedekind.
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Propriété 1.4.6. L’ensemble R muni de + est un groupe commutatif dont I’élément neutre est O =
{g €Q, q <0} et Vopposé d’un élément A de R est donné par

—A={qeQ, IreQ\A, ¢g< -1}

Démonstration. La loi + est clairement commutative et associative. On montrer que O est son élément
neutre.
— Soit A une coupure. On a
A+0= |J A+q
q€Q, ¢<0

Or, pour ¢ < 0 rationnel, on a A+ ¢q C A, donc A+ O C A. De plus, si ¢ € A, il existe r € A
avec ¢ < r. On a alors

g=r+(q—-r)eA+(qg—r)C A+ O,

dout AC A+ O.

— Soit ¢ € —A. 1l existe r ¢ A avec ¢ < —r. Par conséquent, A+¢q C A—r. Or, r ¢ A, de
sorte que A —r C O, ce qui montre que A + (—A) C O. De méme, soit ¢ < 0. On va montrer
que ¢ € A+ (—A). Soit 7 € A tel que et r — £ ¢ A. Un tel rationnel existe : si ce n’était pas le
cas, pour tout r < ¢, ensemble {r — n%, n € N} serait inclus dans A, et on aurait A = Q. Le
rationnel —(r —q) est alors dans —A (puisque r —q < r—2 ¢ A), ce qui montre que ¢ = r+ (¢ —7)
est dans A+ (—A). On a donc O C A+ (—A).

O

On peut également définir une multiplication sur R :
Définition 1.4.7. Si A et B sont positifs, on pose :
AxB={qeQ, Jac€ A, I B, a>0, b>0, g <ab}.
Pour A et B quelconques, on définit A x B grdce a la régle des signes.

Propriété 1.4.8. Muni de +, X et <, R est un corps ordonné dont ’élément neutre est O = {q €
Q, g <0} et l’élément unité T = {q € Q, q < 1}.

Démonstration. Laissé en exercice. O

Propriété 1.4.9. R est Archimédien.

Démonstration. Soient A et B deux coupures avec A > O et B > . Soit a > 0 un rationnel tel
que o € A (qui existe car A > O, ce qui signifie que U'inclusion {¢ € Q, ¢ < 0} C A est stricte) et § un
rationnel tel que § ¢ B (qui existe car une coupure ne peut pas étre égale & Q), et qui vérifie donc 8 > 0.
Comme Q est Archimédien, on peut trouver n tel que na > . Soit ¢ un élément de B. Comme § ¢ B,
on a g < 3 < na. Par conséquent, £ < o, et donc £ € A. Onadonc BC {g€Q, L € A} =nA. O

Propriété 1.4.10. R wvérifie la propriété de la borne supérieure.
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Démonstration. Soit X un sous-ensemble non-vide majoré de R. On va montrer qu’il admet une borne
supérieure. On note S = (J,cr A (ne pas oublier que les éléments de R ont été définis comme des
sous-ensembles de Q). Montrons que S est une coupure de Q. Comme X est non-vide il contient un
élément B (et B, qui est une coupure, est non-vide), et B C (J . A = S, par conséquent S est
non-vide. De plus X est majoré, donc il existe un élément M (qui, en tant que coupure, est différent
de Q) tel que tout élément B de X vérifie B C M. Par conséquent, B est différent de Q. Soit =
est un élément de S. Comme S = (J,y il existe un A de &X' tel que x € A. Comme A est une
coupure, {y € Q, y <z} C AC Setilexiste z€ ACS avec z < z. L’ensemble S est donc bien une
coupure.

Montrons maintenant que S est bien une borne supérieure de X. Il faut pour cela montrer que S est
un majorant de X, puis que tout majorant de X est supérieur & S.

Soit B un élément de X. On a S = J,cp A, donc B C S. S est donc bien un majorant de X'

Soit maintenant M un majorant de X. On a donc, pour tout B de X, l'inclusion B C M. Par
conséquent S = (J,cp A C M. S est donc le plus petit des majorants de X O

1.4.3 Unicité du corps des réels

On va considérer deux corps vérifiant les conditions du théoréme 1.4.2 et montrer qu’il existe un
unique isomorphisme entre ces deux corps.

On savait déja par la propriété 1.3.6 qu'un corps ordonné contenait un unique sous-corps isomorphe
a Q (également noté Q, par abus de notation). On montre maintenant que le fait que K soit Archimédien
revient a dire que ce sous-corps est dense dans K.

Propriété 1.4.11. Dans un corps ordonné K Archimédien, on peut encadrer tout élément x par des
éléments de Q arbitrairement proches, au sens ot pour tout entier m strictement positif, il existe un
encadrement "7_1 <z < -, avec n entier relatif.

De plus, si x <y sont deuzr éléments de K on peut trouver un rationnel q tel que © < q < y.

Démonstration. Quitte a remplacer x par —z, on peut supposer que 0 < z. Soit m un entier naturel.
Comme K est Archimédien, I'ensemble {k € N, z < %} est non-vide. On note n son plus petit élément.
Onadoncx<%et"7_1§x.

Ensuite, si x < y, comme K est Archimédien, on peut trouver m tel que m > ﬁ, de sorte
que % < y—z. Il existe alors, par la premiere partie de la proposition, un entier n tel que "7_1 <z <.
On a alors, > = ”7_1 + % < x4+ (y — ) =y. Le rationnel > vérifie bien x < 2 < y. O

477

Nous allons maintenant faire la démonstration de 1’“unicité” de R. Soient R et R’ deux corps satis-
faisant les conditions du théoreme 1.4.2. Nous allons construire un isomorphisme entre R et R’. Par la
propriété 1.3.6, les deux corps R et R’ contiennent respectivement deux corps Q et Q' isomorphes au
corps des nombres rationnels. On notera g — ¢’ I'isomorphisme entre Q et Q" Soit z un élément de R.
On considere le sous-ensemble A, de Q défini par

A, ={qeQ, ¢ <z}
Lemme 1.4.12. A, est majoré et sup A, = x. De plus, A, admet également un majorant dans Q.

Démonstration. Tout d’abord, A est majoré par x, et la propriété 1.4.11 donne I’existence d’un majorant
rationnel de x. Il admet donc une borne supérieure dans R, notée s. La définition de A montre que s < z,
car x est un majorant de A. Mais si s < z, la propriété 1.4.11 donne un rationnel ¢ tel que s < ¢ < x.
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Le rationnel ¢ est alors un élément de A strictement supérieur & s = sup A, ce qui est une contradiction.
Par conséquent x = s. O

On note
Al ={¢d e, qe A,}.

L’ensemble A/ est un sous-ensemble de R’ majoré par ¢, ol go est un majorant rationnel de A, et
admet donc une borne supérieure dans R’. On définit donc une application ¢ de R dans R’ par

o : xrrsupAl.

On va montrer que ¢ est un isomorphisme de corps croissant, ce qui achévera la démonstration.

Tout d’abord, on remarque que si z <y, on a A, C A, de sorte que A/, C A;, ce qui montre que ¢
est croissant. Ensuite, on remarque que si et y sont deux éléments de K, on a A, + A, = A,4,, ce qui
fait que

. / . I /
sup A, +sup A, =sup A, .

Des arguments similaire (en séparant les cas suivant le signe de z et y) montrent que
sup A, x sup A, =sup A’

On a donc bien affaire & un morphisme de corps. On peut de méme construire un morphisme de corps
de R’ vers R, et 'on montre que ces deux morphismes sont réciproques I'un de 1’autre, ce qui montre
que l'on a affaire a des isomorphismes.

1.4.4 Quelques propriétés en vrac
Approximation décimale

La propriété 1.4.11 montre que pour tout réel x et tout entier naturel x on peut trouver un en-
cadrement de la forme
k k+1
— <r< —
10 — 107

Les nombres £ et L gont respectivement appelés des approximations décimales de z par défaut et
10 10 P PP pp p
par exces. L’intérét est qu’un rationnel de la forme % peut étre exprimé sous forme d’un développement

décimal fini.
On verra plus loin (dans le chapitre sur les séries), comment tout réel s’exprime & l'aide d’un
développement décimal, éventuellement infini.

Partie entiére

La propriété 1.4.11 montre que pour tout réel z, il existe un unique entier n tel que n <z <n + 1.
On appelle n la partie entiere de z et on le note E(x).
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Approximation rationnelle quadratique

On va ici préciser la propriété 1.4.11. En effet, étant donnés un réel x et un entier m, il existe un

encadrement
n n+1
—<z< .
m m

. On va montrer

Une majoration de l'erreur dans cette appoximation est alors donnée par |z — | < %

que si m est bien choisi, on peut avoir une approximation bien plus précise.

Propriété 1.4.13. Soit x un nombre réel et soit N un entier naturel. Il existe n et m deux entiers
avecn < N et m < N tels que

n < 1

2yl < ——

m - mN
Démonstration. Pour tout m € {0,..., N}, il existe un entier n,, tel que

Ny, < ME < Ny, + 1.
On considere alors I’ensemble
A={mx—n,,, me{0,...,N}} C[0,1].
L’ensemble A a N + 1 éléments, donc si on écrit [0,1] comme une union de de N intervalles :
N
k-1 k
0,1] = “ar O |
o1=U |5 ¥

il existe un entier k tel que [k—gfl, %[HA ait deux éléments ("°t¢ 8) pg — n, et qr —ngy, avec p # ¢q. On a
donc

1
(g —p)r — (ng —ny)| < N

On en déduit que

1
. Ng — Np < .
q-p (g —p)N
11 suffit de poser n = ny — n, et m = ¢ — p pour conclure. O]

Valeur absolue

Définition 1.4.14. Etant donné un réel z, on pose |z| = max(—=x, ). De maniére équivalente, si x > 0
onalz|=zetsiz<0onalzl=—z.

Propriété 1.4.15. Siz ety sont deux réels, on a les inégalités

|| = lyl| < |z —y| < |z] + [y].

(note 8). On met N + 1 objets dans N ensemble. Par conséquent, les N + 1 objets ne peuvent pas tous se retrouver dans des
ensembles distincts. Ce principe s’appelle le principe des tiroirs.
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Démonstration. On a z < |z| et —y < |y|, de sorte que, par addition, z — y < |z| + |y|. De méme, on
ay—a <|z|+ |y|. Comme |z —y| = max(z — y,y — ), on a prouvé l'inégalité de droite.
Pour la premiere inégalité, on écrit

lz] = [y + (z —y)| < [yl + |z —yl,

ce qui donne |z| — |y| < | — y| De méme, on a |y| — |z| < | — y|. On a alors ||z] — |y|| = max(|z| —
lyls lyl = [=]) < |o =yl O



Chapitre 2

Suites numériques

2.1 Un peu de vocabulaire

Définition 2.1.1. Une suite réelle est une fonction de N dans R.

On utilisera la notation (uy),, .y pour désigner les suites de réels, ot u,, est 'image de n par la suite.
L’ensemble des suites réelles (parfois noté RY) peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel sur R
en définissant, pour deux suites (), €t (Vn), oy €t un réel A

A (u”)nEN = (Aun)neN

et
(un)neN + (vn)neN = (un + Un)neN'

Définition 2.1.2. On dit qu'une suite (uy,), oy est croissante si elle vérifie la proposition
Vn €N, Upt1 > Up.

Si linégalité est stricte, on dit que la suite est strictement croissante. De méme on dit que (un), oy est
décroissante si elle vérifie
vn € N, Upt1 < Up,

et qu’elle est strictement décroissante si l'inégalité est stricte. Une suite croissante ou décroissante est
dite monotone.

Définition 2.1.3. Une suite (uy), oy est dite majorée si elle vérifie
M eR, VneN, u, <M.

De méme, on définit une suite minorée. Un suite magjorée et minorée est dite bornée.

2.2 Convergence des suites

On dit qu’'une suite de réels converge vers un réel [ si elle satisfait la proposition suivante :

Ve>0,3NeN, VneN, (n>N)= (lu, —1] <e).

21
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Autrement dit, si on se fixe a priori un seuil d’erreur (& savoir ¢), il suffira d’aller assez loin dans la
suite (au-dela de N) pour que tous les termes de la suite valent [, avec une erreur inférieure au seuil.
Si une suite ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Propriété 2.2.1. Si une suite (uy),cy converge vers un réel I, alors ce réel est unique, et on le
note | = lim, u,. On utilisera également la notation w, —y, [.

Démonstration. Soit (un), cy une suite convergente, et soient deux réels [ et I’, avec [ < I’. Supposons

que (un),cy tend vers I, et montrons que (uy), oy ne tend pas vers I’. On pose € = ”T’l Par définition
de la convergence d’une suite, il existe un entier N tel que si n > N, on a |u, — I| < . L’inégalité
triangulaire donne alors que pour n > N,

2e =1 —1<|up, = U| 4 up — | <e+|u, = l|.
Autrement dit, |u, —I'| > ¢ pour n assez grand, et (uy), oy De peut pas converger vers [’. O

En revanche, certaines suites ne convergent vers aucun réel. Par exemple, la suite ((—1)"), oy ne
converge pas. On prendra donc garde a ne pas utiliser la quantité lim, u, avant d’avoir montré que
la suite (uy), oy est convergente. Notamment, on se souviendra que la notation u, —, [ signifie : “la
suite (), cy converge et limy, u, = 17.

Propriété 2.2.2. Une suite (un), oy converge vers un réel | si et seulement si la suite (un — 1), oy
converge vers 0.

Démonstration. 11 suffit de récrire la définition. O

Propriété 2.2.3. Si deur suites (un),cy €t (Vn),cy convergent, alors leur somme converge et vérifie

lim(u, + v,) = limu, + limv,.
n n n

De méme si (un),cy converge et si X est un réel, alors X (uy,), oy converge et sa limite vaut :

lim Au,, = Alim u,,.
n n

Autrement dit, l’ensemble des suites convergentes est un espace vectoriel et lapplication (un), oy
lim,, u,, est lincaire.

Démonstration. ~ — Pour la suite A (uy,),,cy :
Soit ¢ > 0. Il existe un entier N tel que pour n > N on ait |u, — lim, u,| < 5. On a alors
pour n > N,

‘)\un — Alimu,

<e.

— Pour la somme de deux suites :
Soit € > 0. Il existe un entier N tel que pour n > N, on ait ("°te 1)

et

<

‘un — limu, v, — limo,| <
n n

| ™
| ™

(note 1). La convergence de (un), oy donne un entier N1 & partir duquel (un),, oy est & moins de £/2 de sa limite. De méme,
on a un entier Na & partir duquel (vn), oy est & moins de €/2 de sa limite. On prend alors N = max(N1, N2).
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On a alors pour n > N

< +

(up, + vy) — (limw, + limwy,) w, — lim u,
n n n

vy, — limo,| <
n

Propriété 2.2.4. Une suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (uy), ¢y une suite convergeant vers une limite /. Par définition de la convergence
d’une suite (avec € = 1), il existe un entier N tel que si n > N, alors

lu, =1 <1, ouencore [—1<wu, <Il+1.
On a donc, pour tout n, ’encadrement
min(ug, ..., un,l — 1) < u, < max(ug,...,un,l+1).
O

La réciproque est bien entendu fausse, la suite ((—1)"),, oy étant bornée sans étre convergente (pour
montrer que cette suite n’est pas convergente, on peut par remarquer qu’elle n’est pas de Cauchy,
puisque |t,, — Up41| = 2, voir propriété 2.3.6).

La propriété 2.2.4 nous permet de montrer que la convergence est aussi stable par produit :

Propriété 2.2.5. Si(un),cy €t (Vn),cn s0nt deuz suites convergentes, alors la suite (unvy,), oy converge
et vérifie

lim u,v, = (lim un> <lim v"> .

De plus, silimy, v, # 0, alors a partir d’un certain rang, on a v, # 0, de sorte que l'on peut parler de

Z—") . Cette suite converge et on a
neN

n

la convergence de la suite

Démonstration. Les suite (un),, oy €t (vn), oy sont convergentes donc bornées. Soit donc M tel que |uy,| <

M et |v,| < M quel que soit n. Soit € > 0 un réel. Comme (uy), cy €t (vn), oy convergent, il existe un

entier N tel que pour n > N, on ait ("t 2)

< < =
- 2M —2M

Uy — lim Uy, v, — limo,
n n

On a alors, pour n > M

Up Uy — Im u, lim v, | < |upv, — Uy, lim v, | + |u, limv,, — limu, limv,,
n n n n n n
= |up| (v, — lim vy, | + |, — limuy, | (lim o,
n n n
€ €
<M—+—M=c¢.
- 2M  2M

(note 2). Voir note (note 1).
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On a bien la convergence de (unvy),, oy vers le produit des limites de (un),, oy et de (vp), oy

> 0 dans la définition de la

U |
b

. . . li
on trouve un entier N tel que pour n > N, on ait |v, — lim, v,| < ‘lmf"

| lim,, v, |
2

Pour la deuxiéme partie de la propriété, en prenant ¢ =

convergence de (vn),, cxs ce
qui implique
lim,, v lim, v
|vp| > [limv,| — |v, —limwv,| > [limv,| — [limy, v = [limy, n|
n n n 2 2

La suite (vp), oy prend donc bien des valeurs non-nulles pour n > N. II suffit maintenant de montrer

que ( L ) converge vers
neN

Un

. Remarquons que

lim,, vy,

1 1 lim,, v, — v,

v, lim, v, vy, lim,, vy,

On a vu précédemment qu’il existe un entier N pour lequel, si n > N, on a |v,| > ‘hméilv”l On a dong,
pour n > N
1 1

v, lim,, v,

_ |limy, v, — vy [limy,, v, — vy]

|Un hmn 'Un| - |hmn ’Un|2

~ . 2
Soit € > 0 un réel. Il existe un entier N tel que si n > N, on a |v, — lim, v,| < % Par
conséquent, si n > max(N, N), on a

1 1

v, lim,, vy,

[lim,, v, — v,]

<eg,

- 2
[lim,, v, |
ce qui acheve la preuve. O

Définition 2.2.6. On dit qu’une suite réelle diverge vers oo si elle vérifie la proposition
VM eR, 3N €N, Vn> N, u, > M.

On notera alors lim, u, = 00 ou up —, 00. De méme, on dit qu’une suite réelle diverge vers —oo si
elle vérifie la proposition
VM eR, AN €N, Vn> N, u, < M.

On utilisera alors la notation lim,, u,, = —00 0uU Uy —>y —O0.

En réalité, une suite divergente vers +oco est pour plusieurs raisons plus proche d’une suite conver-
gente que d’une suite divergente quelconque. Notamment, les propriétés 2.2.3 et 2.2.5 restent vraies pour
des suites qui divergent vers +o0, si I'on suit les regles d’addition et de multiplication pour les infinis
(avec z € R) :

0+T=00; C0+00=00 ; 0OX00=00 ; &XO00=signe(x)oo ; =0.

=z
00
De plus, si z € R\ {0},

L signe(x)oo,

0t
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ol la notation 07 désigne la limite d'une suite convergeant vers 0 par valeurs positives. On fera en
revanche attention aux formes indéterminées

00
oco—0o0, Oxoo, = et —.
0 00
Par conséquent, on s’autorisera également & dire quune suite “converge vers +00”. Si une suite (un),, oy
est convergente (vers un réel) ou diverge vers oo, on dira que la lim,, u,, existe dans [—oo, 00]. Pour éviter
les confusions, on précisera & chaque fois si la suite converge vers un réel fini ou converge dans [—oo, 00].
On a une propriété de préservation de 'ordre par passage a la limite.

Propriété 2.2.7. Soient (“n)neN et (Un>n€N deuzx suites réelles. On suppose que lim, u, et lim, v,
existent dans [—00, 00]. Si pour tout entier n. on a linégalité u, < v,, alors les limites vérifient

lim u,, < limwv,,.
n n

Démonstration. On ne traite que le cas ou les limites sont finies, le cas ou au moins une des limite est
infinie se traitant de maniere similaire. Soient (uy),cy €t (vn), oy deux suites réelles convergentes telles
que

neN

limwu, > limuv,.
n n

On va exhiber un entier N tel que uy > vy, ce qui achevera la preuve. Soit € = W 11 existe
un entier NV tel que la proposition suivante soit vérifiée :
Ym > N, |uy, — lirrlnun| <e et |vy, — li7rlnvn| <e.
On en déduit alors, par I'inégalité triangulaire,
vy < limwv, +¢ = fim, wr ;_ fimy, v = 1i7anun —e<uy,
ce qui montre que vy, < Up,. ]

Il est important de remarquer que 'inégalité u,, < v, ne donne pas une inégalité stricte a la limite :
par exemple, on a 0 < %, mais lim, 0 = 0 = lim,, %
Propriété 2.2.8 (Théoreme des gendarmes). Soient (un),cn, (Vn)pen € (Wn),cy trois suites telles
que (Un),cy €t (Wn),cn convergent vers une méme limite finie I. On suppose que pour tout n, on ait
l'inégalité
Up < Uy < Wp.
Alors lim,, v,, existe et vaut [.

Démonstration. Soit € > 0. Par définition de la convergence des suites (un), oy €t (wn),, oy, il existe un
entier N tel sin > N,on a |u, —I| <eet |w, —1| <e.Or,onau, -1 < v, —1 < w, —I, ce qui implique
que |v,—!| < max(|u,—I|, |w,—I]). Par conséquent, sin > N, on a |v,—I| < max(|u,—I|, |w,—1]) <e. O

Propriété 2.2.9. Soient (un),cy €t (Vn),cy deuz suites vérifiant pour tout n l'inégalité u, < v, et
supposons que (un), oy diverge vers oo. Alors (vy,) diverge vers co.
De méme si (vy,) diverge vers —oo.

neN
nen diverge vers —oo, alors (), ey
Démonstration. On ne fait la preuve que dans le cas olt (uyn), oy diverge vers oo, I'autre cas étant
totalement similaire. Soit M un réel. Par définition, il existe N tel que sin > N, on a M < u, < v,, ce

qui acheve la preuve. O
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2.3 Quelques criteres de convergence

2.3.1 Suites monotones

Propriété 2.3.1. Une suite croissante et majorée est convergente (vers une limite finie). De méme,
une suite décroissante et minorée converge.

Démonstration. Soit (un), oy une suite croissante et majorée. On va montrer que (up), oy converge
vers sup,, u, (qui et bien défini et appartient a R, la suite étant majorée).

Soit £ un réel positif. Par définition de la borne supérieure, il existe un entier N tel que uny >
sup,, u, — €. Comme la suite est croissante, on a donc, pour tout n > N, l'inégalité

sup Uy, — € < uny < Up < SUP Up.
n n

Par conséquent, on a pour tout n > N, |u, — sup,, u,| < e. Ce qui achéve la preuve. O

La propriété 2.3.1 dit en substance qu’une suite croissante ne peut avoir que deux comportement :
ou bien elle est bornée, auquel cas elle converge vers un réel fini, ou bien elle n’est pas bornée, auquel
cas elle tend vers oo.

La propriété 2.3.1 peut sembler évidente a premiere vue, mais elle repose en fait fortement sur la
complétude de R. Notamment, pour exhiber une limite a la suite, on a di utiliser la propriété de la
borne supérieure. La propriété 2.3.1 n’est notamment pas vraie dans Q. Par exemple, la suite

3;3.1; 3.14; 3.141 ; 3.1415; 3.14159 ; 3.141592 ; ..., (2.1)

ou l'on rajoute & chaque itération une décimale de 7 est bien croissante mais ne converge pas dans Q,
puisque sa limite 7 n’est pas dans Q.

2.3.2 Suites adjacentes

La définition suivante permet de donner un critére efficace de convergence des suites.

Définition 2.3.2. On dit que deux suites réelles (un), oy et (vn),cy sont adjacentes si elles vérifient
les propriétés suivantes :

— Les suites (un), oy €t (Vn),cy SOnt respectivement croissante et décroissante ;

— on a, pour tout entier n, l'inégalité u, < v,

— on a la convergence v, — U, —>, 0.

La notion de suites adjacentes tire son intérét du théoréeme suivant.

Théoréeme 2.3.3. Si (un), oy €t (Un),cn S0nt deur suites adjacentes, alors elles convergent (dans R)
et leur limites sont égales. De plus on a, pour tout n entier, l’inégalité

Uy, <limn =limv, < v,.
u n

Démonstration. Par définition de suites adjacentes, on a, pour tout n € N,

ug < up < vy < V.
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Par conséquent, la suite (uy), oy est croissante et majorée (par vo), et la suite (vy,),y est décroissante
et minorée (par ug). Par la propriété 2.3.1, ces suites sont donc convergentes vers des limites finies. De
plus, on a
lim u,, — limwv,, = limu,, — v, =0,
n n n

les limites sont donc égales. O
Une autre forme de ce théoréme est la suivante.

Propriété 2.3.4 (Théoreme des segments emboités). Soit (1), .y est une suite de segments de R
décroissante, c’est-a-dire vérifiant
I, C1,

et telle que la taille des I,, tende vers 0 au sens ou
|sup I, — inf I,,| — 0.
Alors, Uensemble (), I, contient un unique élément.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que les suite (inf I,), . et (sup ), o sont adjacentes qui con-
vergent donc vers une limite commune . On montre alors que (), I,, = {l}. En effet inf I,, <1 <sup 1,
pour tout n puisque les suites sont adjacentes, donc [ € (), I5,. De plus, si & # [, disons pour fixer les
idées | < x, alors sup I, < = a partir d’un certain rang ng et donc x ¢ I,,,,. ]

2.3.3 Suites de Cauchy

Un critere puissant et général pour caractériser les suites convergentes est le suivant.

Définition 2.3.5. On dit qu’une suite de réels est de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :
Ve>0, ANeN, VnmeN, (n>N etm>N) = (Jup — upm| <é).
Cette proposition peut se comprendre comme

lim  |uy, — um| = 0.
m,n— oo

La propriété importante des suites de Cauchy est la suivante :
Propriété 2.3.6. Une suite réelle converge dans R si et seulement si elle est de Cauchy.

Le fait qu’une suite convergente soit de Cauchy est un fait général, mais la réciproque est directement
liée a la complétude de R. En fait elle lui est équivalente, et on utilise d’ailleurs habituellement la
convergence des suites de Cauchy pour définir la complétude. Par exemple la suite définie en (2.1) est
une suite de Cauchy de Q mais ne converge pas dans Q (sa limite est dans R\ Q).

Démonstration. Soit (un),cy une suite réelle. Supposons que (u,),cy soit convergente (vers une lim-
ite I € R) et soit € un réel positif. Il existe un entier N tel que si n > N, |u,, — | < 5. Par conséquent,
sin,m > N, on

[t — Um| < |un =1 + |um — 1| <e.

La suite est donc bien de Cauchy.
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Supposons que (uy), oy soit de Cauchy. On remarquera, en prenant par exemple ¢ = 1 dans la
définition d'une suite de Cauchy, que la suite (uy),cy est bornée. On peut donc définir I, = supy>.,, ur,
qui est également une suite bornée (car I, € [inf, uy,,sup, u,]). La suite (I,), oy est décroissante et
minorée. Elle est donc convergente vers une limite [, par la propriété 2.3.1. Montrons mantenant que [
est la limite de la suite (uy,) Soit € > 0, il existe un entier IV tel que pour n > N et m > N, on
a |up — um| <e. On a donc

neN’

Up — € < U < Uy + €.

Soit £ > N. En prenant la borne supérieure sur m > k, on trouve
Uy — € <l <uy +e,
et en prenant la limite en kK — oo, on obtient
Uy, —e <1l <u,+e.
On a donc montré |u, — 1| < e pour n > N, et la suite (uy,), oy converge vers I. O
On remarquera qu’on a effectivement eu besoin d’utiliser la complétude de R pour montrer que les
suites de Cauchy convergent, & travers la propriété 2.3.1.
2.3.4 Valeurs d’adhérences, limites inférieures et supérieures
En fait, dans la preuve de la propriété 2.3.6, on a utilisé sans en parler la notion suivante.

Définition 2.3.7. Soit (uy), .y une suite réelle. On appelle limite supérieure de la suite la quantité
(appartenant & [—o0, 00]) définie par (ot 3)

lim sup u,, = lim sup u,, = inf sup u,.
n N n>N N n>N

De méme, on appelle limite inférieure la quantité (appartenant d [—oo,o0]) définie par

liminf u,, = lim inf w, = sup inf u,.
n "N aSN " Np n>N
On a toujours 'inégalité
lim inf u,, < limsup u,,.
n n
Démonstration de l'inégalité. On a infy>,up < up, < supgs, ug. On conclut en passant a la limite
que liminf,, u, <limsup,, u,. L]

L’intérét de cette notion est que toute suite réelle admet une limite supérieure et une limite inférieure
(éventuellement infinies). On peut donc toujours passer a la limite inférieure ou supérieure, sans avoir a
tout d’abord vérifier une quelconque convergence, contrairement au limites classiques.

Le lien entre la notion de limite supérieure/inférieure et la notion de limite est donné par la propriété
suivante.

(note 3). Comme la suite (sup,,~ un)NeN est décroissante, elle converge vers sa borne inférieure, quitte & considérer une
borne inférieure infinie.
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Propriété 2.3.8. Une suite (un)neN converge si et seulement lim sup,, u,, et liminf, u,, sont égales, et
sa limite est alors donnée par
lim u,, = liminf u,, = lim sup u,,.
n n n

Démonstration. On ne fait que la preuve dans le cas ou les limites sont finies. Le cas des limites infinies
est similaire.

Supposons que limsup,, u, = limsup, v, = [, et soit € un réel strictement positif. Comme les
suite (inf,>n un) New €t (SUp,, >y Un)Nen convergent vers [ respectivement en croissant et en décroissant,
il existe un entier N tel que pour n > N, on ait

I<supu, <l+e et [—e< inf u, <I.
n>N n>N
On a alors, pour n > N,
l—e< inf up, <uy < sup uy, <Il+e¢,
n2N n>N
et |u, — 1| <e.
Inversement, si w,, converge, pour € > 0 fixé, il existe un entier N tel que |u,, — lim,, u,| < e. Par
conséquent, u,, € [lim, u, — &,lim, u, + €|. En passant & la borne inférieure, on trouve, pour n > N

inf uy € limu, —e,limu, +¢| dou liminfw, € [limu, — ¢, limu, + €]

k>n n n n n n
et de méme pour la limite supérieure. Cette inclusion étant vraie pour tout € > 0, on a bien lim sup,, u,, =
lim inf,, u,, = lim,, u,,. O

Définition 2.3.9. Soit (un), oy une suite réelle. On appelle sous-suite, ou suite extraite de (uy)
une suite de la forme (ug,(n)) ot @ est une fonction strictement croissante de N dans N.

neN
neN’
Remarquer que si I’on considere la sous-suite (“w(n))n ey €t que I’on en extrait a nouveau une sous-

suite, le résultat est de la forme (u‘P(w(”)))nEN'

Définition 2.3.10. On dit quel € [—00, 00] est une valeur d’adhérence de la suite (uy,),, o si il existe une
sous-suite de (uy,), oy qui converge vers l. Par extension, on dit que 0o (ou —00) est valeur d’adhérence
si il existe une sous-suite de (un), oy qui diverge vers oo (ou —o0).

On peut redéfinir les notions de limites supérieures et inférieures a partir de la notion de sous-suites.

Propriété 2.3.11. La limite supérieure (resp. inférieure) d’une suite est la plus grande (resp. petite)
de ses valeurs d’adhérence.

Démonstration. Soit X € [—00,00] une valeur d’adhérence de la suite (uy,),cy. Il existe une sous-
suite (u‘P(n))neN qui converge vers \. Or, on a

inf wu, <u < sup ug.
k>p(n) wln) k>p(n)

En passant a la limite n — oo, on trouve

liminf u, < A <limsup u,.
n n
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Pour montrer que la limite supérieure est la plus grande valeur d’adhérence, il ne reste plus qu’a montrer
que c’est effectivement une valeur d’adhérence. Pour cela on construit par récurrence une sous-suite de
la maniere suivante. On pose ©(0) = 0. Soit n un entier. On suppose ¢ défini jusqu’au rang n. On pose
alors

1
p(n+1)=minA,, avec A, =<keN, k>pn) et up > | sup uyg———=| ;.
a>p(n) n+1
L’ensemble A,, est un sous-ensemble non-vide de N. Par conséquent, il admet un plus petit élément, et
la définition de ¢ a bien un sens, et par définition, p(n+1) > ¢(n). La fonction ¢ définit donc bien une
sous-suite. On a alors, pour n > 1,

sup  uq —
a>¢(n—1)

Suw(n)g Sup  Ug.

1
n g>p(n—1)

En appliquant le théoreme des gendarmes, on trouve que g,y — limsup, u,. Une construction
symétrique convient pour la limite inférieure. O

On en déduit le résultat suivant.
Propriété 2.3.12. Une suite converge (dans [—00,0]) ssi elle a une unique valeur d’adhérence.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des propriétés 2.3.8 et 2.3.11. O

Théoréme 2.3.13 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée admet une sous-suite convergente (vers
un réel fini).
Démonstration. Soit (uy),, .y une suite bornée : pour tout n, on a —M < u,, < M pour un certain réel M.

Par conséquent, —M < limsup,, u, < M. Par la propriété 2.3.11; il existe une sous-suite (uw(n))
qui converge vers lim sup,, u,, ce qui montre le résultat.

neN

O

2.4 Relations de comparaison

On utilise les notations suivantes pour comparer les croissances de deux suites.

Définition 2.4.1 (Notations de Landau). Soient (un),cy €t (Vn),cy deuz suites réelles.
— On dit que (up), oy est négligeable devant (vy),, oy et on note u, = o(vy,) (ou parfois up, <K v,) si
on peut écrire
Up = EpUp, GUEC E, —>p 0.

Si vy, # 0, cette définition revient a
U

Un
— on dit que (uy),cy est dominée par (vy), oy et on note u, = O(vy) si il existe M > 0 tel que

Vn €N, [un| < Mlvy|.

Si v, # 0, cette définition revient a

Un, p
<> est bornée ;
Un / neN
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— on dit que (up), oy est équivalente a (vy), oy €t on note u, ~ v, si
Uy, — Uy, = 0(Vp)

Si v, # 0, cette définition revient a
n — 1.
Un
On remarquera que les notations w, = o(1), 1 = o(uy,), u, = O(1) et u, ~ X signifient respective-
ment u,, — 0, u,, = 00, “u, est bornée” et u, — A.
Les relations o, O “ressemblent” a des relations d’ordre, et la relation ~ ressemble a une relation

d’équivalence, au vu de la propriété suivante :

Propriété 2.4.2. Soient (un),cn, (Vn)pen € (Wn), ey trois suites réelles. Alors :
— 80 up = o(vy) et vy, = o(wy), alors u, = o(wy,) ;
— st up = O(vy) et vy, = O(wy,), alors u, = O(wy,) ;
— ST Up ~ Uy €l Uy ~ Wy, alors uy, ~ Wy ;
— 81 Uy, ~ Uy, alors v, ~ Uy,.

Démonstration. Toutes ces preuves sont tres similaires, on ne fait que la premiere. On suppose que u,, =
o(vy) et v, = o(wy,). Par définition, cela signifie qu'’il existe deux suite tendant vers 0, notées (&)

neN
et (nn)nEN telles que w,, = e,v, et v, = nNw,. On peut donc écrire, u, = €,v, = €,Nw,. La
suite (£,,7n),cy tend bien vers 0, ce qui montre que u, = o(wy,). O

On utilisera souvent 1’écriture trés commode wu,, = v, + o(wy,) pour signifier u, — v, = o(w,) (et de
méme pour les O).

On fera attention au fait que la relation notée u,, = o(v,,) est plus une relation d’appartenance qu’un
relation d’égalité. En effet, u,, = o(v,,) est & comprendre comme

(Un)pen € {(Wn) ey € RN, (Wn),en st négligeable devant (vy,), e} -

Une remarque importante est que la relation O(1) = O(n) est vraie, alors que O(n) = O(1) est fausse.
En fait ces relations sont des inclusions : ’ensemble des suites dominées par 1 est inclus dans ’ensemble
des suites dominées par n (O(1) C O(n)), mais la réciproque n’est pas vraie (O(n) ¢ O(1)).

On peut effectuer les opérations suivantes sur les relations de comparaison.

Propriété 2.4.3. Soient (un),cns (Vn)pens (Wn),ens des suites réelles et X un réel.
— Siup = o(vy), alors u, = O(vy,) ;
— 80U, = o(wy) et v, = o(wy), alors u, + v, = o(wy) et Au, = o(uy) ;
— 8 Uy = O(wy) et v, = O(wy), alors u, + v, = O(wy,) et Auy, = Ouy) ;
— 0N SUPPOSE QUE Uy ~ Uy et Uy ~ Dy, AloTs Upvy ~ Uy .

(note 4)

En toute généralité, on ne peut pas sommer des équivalents , la notion d’équivalence étant

plutot basée sur la multiplication. Par exemple, 1 + % ~ 1, mais

1 1 . N
14+ — )+ (—1) = — n’est pas équivalent & 1+ (—1) =0. (2.2)
n n

(note 4). Toutefois, si (un)neNv (v”)n€N7 (n), ey et (ﬁ”)nEN sont des suites positives, avec Uy ~ Up, et vy ~ U, alors un+v, ~
Un + Un .
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De maniere générale, on rencontre tres rarement la relation u, ~ 0 qui signifie que (uy), oy est nulle &
partir d’un certain rang.

Toutefois, si 'on connait des équivalences u, ~ ., et v, ~ ¥,, et que I'on veut dire quelque chose
Sur (un + vn), ey, ON peut écrire

Up + UV = (Up, + 0(Up)) + (O + 0(0)) = U + T, + 0(U,) + 0(Tpy).

La question qui se pose alors est de comparer les suites (i), cy €t (9n),cy- L'exemple de (2.2) devient
alors

(1 + i) +(=1)=14+0(1)+ (=1+0(1)) =o(1).

(car o(1) = o(—1)).
Le théoreme suivant permet de décrire les vitesses relatives de quelques suites courantes.

Théoréme 2.4.4. Soient o> 1, B> 0 et v > 0 trois réels. On a ("% 5)
a"<n P <inT(n) <1< In"(n) < n® <a
Avant de commencer la preuve, on énonce un lemme préliminaire :

Lemme 2.4.5. Si a > 1, alors o™ — co. Notamment, si 0 < a < o/, alors o™ = o(a/™).
Démonstration. Comme « > 1, la suite (™), .y est croissante (avec o’ = 1). Par conséquent elle

converge (dans [1,00]). On a alors

lima” = lima™*! = lim aa™ = alim ™.
n n n n

Comme « > 1, on a nécessairement lim, o™ = 0o0. Si 0 < a < ', on voit que

m AL n
(&% « R (&%
— = () — 00, dou — —0

a/n
puisque % > 1. On a donc bien o™ = o(a/"). O
Preuve du théoréeme. En vertu de la propriété 2.2.5, il suffit de montrer

1< In"(n) < n” < a”

pour a > 1, 8> 0et vy >0.

Par définition, il existe une constante telle que si n € [10¥, 1051[, on ait In(n) € [Ck,C(k + 1)[. Par
conséquent, In(n) tend vers I'infini : en effet, pour tout k € N, si n > 10*, In(n)/C > k. Cela montre la
premiére relation 1 < In”(n).

s
La relation n? < a™ se montre en remarquant que % = (1 + %)ﬁ qui tend vers 1 (puisque % —

0). Par conséquent, il existe un rang N tel que pour n > N, (":7;)5 < H'To‘ €]1, . On adonc, pour n > N,
o e 7T B D? e (Lo ™Y _oviiysgg o a-n (L)
N =N () S A+ (=)

(note 5). En toute rigueur, les expressions In(n) et nf pour 8 ¢ Z n’ont pas encore été définies. On pourra pour l'instant se
limiter aux cas 8 € Z et v € Z, et définir In(n) comme étant le nombre de chiffre de n dans une base donnée.
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Le lemme 2.4.5 montre que (1£2)" = o(a™).

Pour la relation In”(n) < n?, on considére k un entier naturel. Pour n € [10%,10**1], on a Ck <

In(k) < C(k+1) et 10"% < nf < 10+YB, On a donc hﬁ# < g—f%. En faisant tendre k vers oo,
ugi)k — 0, ce qui acheve la preuve. O

les relations déja montrées donnent
On en déduit les comparaison suivantes :
Corollaire 2.4.6. Soient v, 8 et vy trois réels avec a > 0. On définit la suite (uy)n>2 par
U, = a"nP1n" (n).

e (note 6

Si (e, B,7) < (1,0,0) pour Uordre lexicographiqu ), alors la suite (Un)n>2 converge vers 0. Si (o, 5,7) >

(1,0,0), alors la suite tend vers oo ("°t¢ 7).

2.5 Suites récurrentes

Définition 2.5.1. On appelle suite récurrente (d’ordre 1) une suite réelle définie par une relation de
récurrence de la forme

uo € I, Uny1 = f(un), (2.3)
ou I est un intervalle de R et f une fonction de I dans I.

On a un critere simple pour prouver la monotonie de la suite (uy),,cy-

Propriété 2.5.2. Si f est croissante, alors la suite définie par la relation de récurrence (2.3) est
monotone.

Démonstration. Supposons ug < u;. Nous allons montrer par récurrence que (uy), oy €st croissante.
En effet, on pose P(n) = “u,, < upy1”. Par hypotheése, P(0) est vraie. On suppose donc P(n) vraie,
c’est-a-dire u,, < u,y1. Par croissance de f, on obtient donc f(u,) < f(upt1), c’est-a-dire up11 < Upio.
On a donc montré P(n + 1).

Le cas ug > uq se traite de la méme maniere. O

Le cas f décroissante est un peu plus complexe.

Propriété 2.5.3. Si f est décroissante, alors les suites (uan), oy €t (U2ni1),cn SONE monotones.
De plus si ug < uq, alors ug, < Uspi1 pour tout n, alors que si ug > Uy, 0N @ Uy > Ugpi1 POUT
tout n.

Démonstration. On remarque que si f est décroissante, alors f o f est croissante (puisque si z < y,

alors f(x) > f(y) d’ou f(f(x)) < f(f(y))). Mais les deux suites (u2n),cy €t (U2nt1),cn PEUVent étre
définies par les relations de récurrence

Ug(nt1) = (fo f)lum) et usmminy+1 = (f o f)(uzns1).

Par la propriété 2.5.2 appliquée a la fonction croissante f o f, les deux suites (u2,),cn €t (U2nt1)
sont donc monotones.

Enfin, si ug < w1, on montre par récurrence que ug, < Ug,41 pour tout n en appliquant deux fois la
fonction f (et de méme si ug > uyg). O

neN

(note 6). Autrement dit, si « < 1, ou biensia =1 et 8 < 0, ou encore si « =1 et 8 =0 et v < 0. Cela revient & dire que 1’'on
compare d’abord « avec 1, puis 8 avec 0, puis y avec 0.
(note 7). Noter que si («, 8,7) = (1,0,0), on a affaire & la suite constante u, = 1.
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Si I'on sait que la suite (uy), oy converge, on a un moyen d’identifier les limites possibles.

Propriété 2.5.4. Si la fonction [ est continue, et si la suite (uy) définie par (2.3) converge vers

une limite I, alors I = f(1) (note 8)

neN
Démonstration. 11 suffit de passer a la limite dans I'égalité u,+1 = f(u,), en utilisant la continuité
de f. O
Théoréme 2.5.5 (Théoreme du point fixe de Picard). Si la fonction f vérifie la proposition

alors la fonction f a un unique point five vers lequel converge la suite (uy), oy définie par (2.3).

Démonstration. Nous allons montrer que la suite (u,),cy est de Cauchy. En effet, on montre par
récurrence que |up1+1 — Un| < k™|u; — up|. On en déduit que pour N < p < ¢, on a

lup — up| < |up — tupta| + [Upr1 — tppo| + .. + |ug—1 — ug|

q—1
<> E"|uy — gl
n=p
kP — a1
=g el
k)N
< 1= k'ul — ug|
—N 07

ce qui montre que (uy), oy est de Cauchy. Par conséquent, la suite (uy,), oy converge, et sa limite [ vérifie
LFO) = U< @) = flun)| + [ f(un) — unl + [un — U] < K|l —wn| + [tng1 — un| + |un — 1| =5 0.

La limite de (uy),cy est donc un point fixe de f. Enfin, si 2 et y sont deux points fixes de f, on
ale—y|=|f(z) = f(y)| < k|lz —y|. Comme k < 1, cela signifie que = = y. O

(note 8). On dit que ! est un point fize de f.



Chapitre 3

Séries numeériques

3.1 Premieres définitions

7. 2, . J N
Une série (réelle ou complexe) est une suite dont les termes sont écrits sous la forme Y " uy,

ot (Un,), < st une suite (réelle ou complexe). On emploiera la notation ) | u,, pour désigner la série (Zg:o un)

;. . . Py - N
Dans cette écriture, la suite (u, ),y est appelé terme général de la série ) uy,, et les sommes ) uy,
sont appelées sommes partielles de la série ) u,. Remarquer que toute suite (v, ),y peut étre mise
sous forme de série, en utilisant 1’écriture

N
UN = § Up — Un-1,
n=0

ou l'on a posé par convention v_; = 0.
Définition 3.1.1. Si la suite (D>, _qUn admet une limite, on dit que la série y u, est conver-
n=0"") NeN ’

gente. La limite de (Zgzo u")NeN est appelée somme de la série Y u, et est notée Y~ u,. Pour

une série convergente ) uy, les termes de la suite (3 N_, Un) yey définie par

o] e} N-1
D un=) un= ) un
n=N n=0 n=0
sont appelés restes de la série.

Il faut étre bien conscient du fait que la notation Zzozo contient une limite, et est donc a manier
avec précaution. Notamment, on prendra garde a ne pas écrire le reste d’une série, et a ne pas parler de
la somme d’une série avant de vérifier la convergence !

Les propriétés sur les suites convergentes donnent la propriété suivante.

Propriété 3.1.2. Une combinaison linéaire de deuz séries convergentes est convergente, et on a l’iden-
tité, pour deuz scalaires \ et p,

)\Zun + qun = Z(Aun + pvy).
n=0 n=0 n=0

35

NeN
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Autrement dit, ’ensemble des séries convergentes constitue un espace vectoriel, et application Y | u,, —

oo o Uy est linéaire.

Propriété 3.1.3. Les restes d’une série convergente tendent vers 0.

Démonstration. 1l suffit de passer a la limite dans 1’égalité

fe’e) e’} N-—1
§ Up = § Up — § Unp,
n=N n=0 n=0
le membre de droite étant convergent. O]

Propriété 3.1.4. Si la série ) u, converge, alors la suite (uy),cy tend vers 0.

Démonstration. En passant a la limite dans ’égalité

N N-1
uN = § Up — § U,
n=0 n=0
(licite car le membre de droite converge) on obtient

[eS) [eS)
lim uNzg un—g up, = 0.
N—o00
n=0 n=0
O

La réciproque de cette propriété est fausse, comme on peut le voir sur I'exemple de la série > %,
dite série harmonique. En effet, le terme général de cette série tend vers 0, alors que la série n’est pas
convergente, comme nous allons le voir.

On sait qu’une suite réelle converge si et seulement si elle est de Cauchy. Il est donc intéressant de
caractériser les séries qui constituent des suites de Cauchy.

Propriété 3.1.5. Une série > u, constitue une suite de Cauchy si et seulement les sommes ngp Up,
tendent vers 0 quand p et q tendent vers Uinfini, c¢’est-a-dire qu’elle vérifient la proposition

q
D un
n=p

Démonstration. C’est une simple réécriture de la définition d’une suite de Cauchy. En effet, ona > ¢ _ u,—

p—1 _\\¢
Zn:O Up = n=p Unp,- O

Ve >0, N €N, v(p7Q)€N2a (N<p<q) = <e.

La propriété 3.1.5 nous permet de montrer que la série harmonique % diverge. En effet, on a
ST R
n = 2N 2N
n=N n=N

Or % converge vers 1/2. La série harmonique ne vérifie donc pas le critére de Cauchy : elle diverge.
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Définition 3.1.6. Si la série Y |u,| est convergente, on dit que la série > u, est absolument conver-
gente.

La propriété suivante permet de réduire ’étude de la convergence de nombreuses séries a ’étude des
séries a termes positifs.

Propriété 3.1.7. Une série absolument convergente est convergente et vérifie l'inégalité

o0 o0
IUAED SINS
n=0 n=0

Démonstration. Supposons que la série > u,, soit absolument convergente. Montrons que la série > u,,
constitue une suite de Cauchy.
Par I'inégalité triangulaire, on a, pour p < g,

q
D un
n=p

q
n=p

Comme la série Y |u,| converge, elle satisfait le critere de Cauchy et on a
q
Z lun| — O.
Pg—00
n=p

converge ("% 1) vers |37 4|, et de

Pour montrer 'inégalité, il suffit de remarquer que ‘an:o Uy,

passer a la limite dans I'inégalité triangulaire

N
> un
n=0

N
< funl-
n=0

3.2 Séries a termes positifs

Dans cette partie, on va donner des critéres de convergence pour les séries a termes positifs. L’intérét
est que la propriété 3.1.7 permet d’en déduire des criteres de convergence pour des suites de signe
quelconques (ou & valeur complexes).

Propriété 3.2.1. Soit Y u, une série dont le terme général est positif. Alors Y u, converge si et
seulement si ses sommes partielles sont bornées. Dans ce cas on a alors

o] N N

E Uy, = lim E U, = SUP E Up,
N—

n=0 Oon:O NeN n=0

(note 1). En effet, I'inégalité ||vn| — |I|| < |vn — I| montre que si vn, — I, alors |vn| — [
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. . . N " . N .
Démonstration. Comme la suite (“n)neN est a termes positifs, la suite (ano un) est croissante.
- NeN

Elle converge alors si et seulement si elle est bornée, et dans ce cas sa limite est égale & sa borne
supérieure. O

Propriété 3.2.2. Soit > u, et > v, deux séries & terme général positif telles que u, < vy,.
- Si Y uy, diverge, alors Y v, diverge.
- 81> v, converge, alors Y u, converge.

; , N N .
Démonstration. Comme u, < vp,ona y U, < Y Uy Si ) v, converge, on a

N N oo
E Up < § Up < E Un.
n=0 n=0 n=0

Par la propriété 3.2.1, cela montre que > u, converge, ses sommes partielles étant bornées. L’autre
implication est la contraposée de la premiere. O

Passons maintenant a 1’étude de certaines séries particulieres.
La convergence de la série géométrique Y a™ se montre de maniére trés simple, et cette série va nous
donner des criteres de convergence pour d’autres séries :

Propriété 3.2.3. Soit a un nombre compleze. La série Y a™ converge si et seulement si |a| < 1. On a

alors dans ce cas
o
> a"=
n=0

Démonstration. Premierement, on écarte le cas a = 1, pour lequel les sommes partielles valent Zf:;o 1=
N + 1, la série étant alors divergente.

Dans le cas a # 1, on remarque que (1 —a) anzo a” = Eg:o a™ — Zgil a” =1—a¥*!. On a donc,
en divisant par 1 — a (qui est non-nul),

N 1—a N+1
; T 1-a

La série converge donc si et seulement si V1! a une limite quand N tend vers I'infini, ce qui revient

bien & |a| < 1. O

On remarque que la suite (a™), oy est la seule (a multiplication par une constante prés) & vérifier

I’égalité % = a. On peut en fait obtenir un critére de convergence proche de celui de la série
" Un 41
U,

géométrique pour les suites (uy ),y telles que converge.

Théoréeme 3.2.4 (Critere de d’Alembert). Soit (un),cy une suite de réels strictement positifs. On
suppose que le rapport “"“ converge vers un réel [.

- stl>1, alors la seme > uy, diverge ;

- sil <1, alors la série Y u, converge.
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Ce critere ne permet toutefois pas de conclure dans le cas [ = 1 comme on peut le voir sur les
exemples % et > % En effet, la premiere série diverge et la deuxiéme converge ("t 2) alors que les
rapports de termes consécutifs vérifient

1/(n+1) n 1/(n+1)? n?

= —1 t —1
1/n n+1  © 1/n2  (n+1)2

Démonstration. Plagons nous d’abord dans le cas [ < 1. Comme u”“ converge vers une limite [ stricte-

ment inférieure a 1, si [ < 1 —e < 1, alors il existe un certain rang ng tel que pour n > ng on
ait ""*1 <1l-e. On peut donc écrire

ul_HUn+1<H ].—6 ].—E)N_no.

n=ngo n=no

Un, N ;.
On a donc uy < ﬁ(l —¢)N deés que N > ng. Comme la série > (1 — &)V
converge aussi, puisqu’elles sont a termes positifs.
Le cas [ > 1 se traite de maniere similaire : Y2+ converge vers une limite [ strictement suérieure a 1
u )

Un41
u

converge, alors Y uy

donc pour 1 < 1+ ¢ < [ il existe un rang ng tel que >1+4+¢esin > ng. On écrire

N-1

uN H Un+1 N-—n

— = >» II 14_5) 0

Ung n=ng n=ng
ce qui donne uy > (1_7_’5‘)”0 (14 &)V des que N > ng. Comme la série Y (1 +¢) diverge, > uy diverge
aussi. O

En fait, on peut énonce un résultat un peu moins restrictif en utilisant la notion de limites inférieures
et supérieures en lieu et place de limites, comme dans le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.5. Soit (u,), .y une suite de réels strictement positifs. Si

u
ntl

lim sup
n—oo u'ﬂ

)

alors la série Y u, converge. Si

. . o Un+1
lim inf —2F
n— oo u’l’L

>1

alors la série diverge.

La preuve du théoreme 3.2.5 se fait alors exactement comme celle du théoreme 3.2.4, en utilisant la
propriété suivante des limites supérieures (et inférieures) :

Propriété 3.2.6. Si limsup,,_, . un, = | < oo, alors pour tout € > 0, il existe un rang no tel que
sin>ngonau, <l+e.
Siliminf, o u, =1 > —00, alors pour tout € > 0, il existe un rang ng tel que sin > ng on a u, > l—ec.

Démonstration. Posons [ = limsup,, u,. On alimsup,, u, = inf,>0supy>,, ux < l+¢, donc par définition
de la borne inférieure, il existe ng € N tel que supy>.,,, ur <[+ ¢, ce qui donne le résultat. O

(note 2). Voir propriété 3.2.10
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On peut énoncer un autre critére de convergence en se basant sur le fait que la suite géométrique (a™),, o

1/n

est la seule a vérifier (u,,)'/™ = a. On peut en fait étendre le critére de convergence des séries géométriques

- [ 1
aux séries dont le terme général u,, est tel que (un/ ") converge.
neN

Propriété 3.2.7 (Reégle de Cauchy). Soit > u,, une série a termes positifs telle que la suite (u}/")
neN

converge vers une limite [.
- Sil <1, alors la série converge ;
- Si1>1, alors la série diverge.

Démonstration. — Sil < 1, pour un € tel que Il < 1 —¢ < 1, il existe un rang ng tel que, si n > ny,
on a u}/n < 1—e. On a donc, pour n > ng, I'inégalité u,, < (1 —¢)™. Comme la série géométrique
de raison 1 — e converge, il en est de méme de Y u,.
— Sil > 1, alors il existe un rang ng tel que u}/n > 1 des que n > ng. On a donc pour n > 0 u, > 1.
Par conséquent, la suite (uy), .y ne converge pas vers 0, et la série ) u, est donc divergente.

O

On peut affaiblir les hypotheses de ce théoreme en remplagant la limite par une limite supérieure :

Propriété 3.2.8. Soit > u, une série d termes positifs.
1/n

— Silimsup,,_, . un' <1, alors la série converge;

- Silimsup,,_, u}/" > 1, alors la série diverge.
Démonstration. La preuve reste essentiellement la méme, on doit juste remarquer que silimsup,,_, ., u}/ "> 1,
alors u,ll/ " > 1 pour une infinité de valeurs de n (plutét que pour tout n assez grand). O

De méme que pour la régle de d’Alembert, on ne peut pas conclure immédiatement dans le cas ou
la limite supérieure vaut 1, comme on peut le voir sur les exemples des séries % et #
Il existe des cas pour lesquels la regle de Cauchy permet de conclure, mais pas celle de d’Alembert.

Par exemple, si on considere la suite (uy), oy définie par

L sin est impair,

L sin est pair;
Uy =
3n

on remarque que

. . n+1 a\n . .
1/n 3 sinest pair Un+1 = =3(2) si n est pair
Up =191 . . . et = q gn+tt \n . ) .
5 sl n est impair, Up, =2 (5) sl n est impair.

On a donc limsup,,_, ul/™ = 1/2 < 1, alors que limsup,, ., “* = oo. Par conséquent, la régle

de Cauchy permet de conclure, mais pas celle de d’Alembert. La raison est que la reégle de Cauchy
considere les valeurs de chaque u,, dans ’absolu, alors que la régle de d’Alembert ne consideére que les
accroissements relatifs entre deux termes consécutifs, qui peuvent étre grand alors que les termes de la
séries sont petits.

On a en fait I'inégalité suivante, qui montre que la regle de Cauchy est plus fine que la regle de
d’Alembert.
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Propriété 3.2.9. Soit (uy,), oy une suite de réels strictement positifs. Alors on a

N . Un+1
lim inf 2 < liminf ul/" < limsup ul/” < limsup —ntl
n—0o0  Up n—00 n—00 n—oo  Unp

Un+1 . Un+1
+=. On pose | = limsup,,_,,, =

tout € > 0, il existe un indice ng tel que si n > ng, alors % < l+¢€. On a donc, pour N > ny,

. Pour

. . . 1/n .
Démonstration. Montrons limsup,,_, u/ < limsup,,_,

uN _ H Un+1 < H +E +E)N_n°.

n=no n=no

On peut donc écrire,

- " 1N
ol —((l+€)no) (I+¢).

En passant a la limite supérieure, on trouve

lim sup u}V/N < (I+e).

N—o00
Ceci étant vrai tout & > 0 déduit que Ii YN <=1 N+
eci étant vrai pour tout ¢ , on en déduit que limsupy_, ., vy = limsupy_, o ==
On a donc montré la troisieme inégalité. La premieére se montre de la méme maniere, et la deuxieme
est évidente. O

On veut maintenant pouvoir déterminer le comportement asympotiques de séries pour lesquelles les
regles de Cauchy et d’Alembert ne s’appliquent pas. L’exemple typique de telles séries étant les séries
puissances (ou séries de Riemann) du type Y n% On a un critére tres simple pour la convergence de
ces séries.

Propriété 3.2.10. La série »_ n% converge si et seulement si a > 1.

Démonstration. On sait que si a < 3, alors i < L Par conséquent, il suffit de montrer la divergence
de la série ) L, et la convergence de la série E des que o > 1.
Le cas a = 1 a déja été traité, il reste donc a tralter le cas > 1. On écrit

N+1_ N+1_
I T S S
~ no — ~ (2N)a - (Qa)N - (2a—1)N

Soit n un entier naturel, et N 'entier tel que 2V <n < 2¥*1 — 1. On a

n oN+1_g N 2011 N 0o
1 1
SLEDMFLES WIS s e
=1 = q=0 k=29 q=0 q=0

La deriere série converge car 2(1%1 < 1. Les sommes partielles de la série ) n% sont donc bornées.
Comme la série est a termes positifs, on en déduit qu’elle converge. O



42 CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

Remarquons que la suite - vérifie

1/(n+ 1)«

AT (141 —a _ ,—aln(l+1/n)
Do = (L 1) =

= eia(%+o(%))
(o))
l—a{—=—+o0o|— +ol| —
n n n
1
zl—a—i—o().
n n

On va en déduire un critere de convergence pour toutes les séries dont le terme général admet un
développement limité semblable.

Propriété 3.2.11 (Reégle de Duhamel). Supposons que la suite (uy),, oy vérifie le développement suivant
enmn — 0o :
1
Untl g @ +o () .
Up, n n
Alors :

- si o> 1, la série Y u, converge;
- sia <1, la série Y u, diverge.

Démonstration. Supposons 1 < a. On choisit 1 <1+¢e < a. On a

() = (5 () - (-5 ()

=(l+e—a)+o(1).

14e
Cela signifie que la suite de terme général n (“uII — YntD

T/nTe ) converge vers 1+ ¢ — «, qui est stricte-
ment négatif. Par conséquent, cette suite est strictement négative a partir d’'un certain rang ng. On a
donc

N—-1 N-1 1 14¢
uN o H Up+1 < H 1/(Tl+1) +e o Ng
1 14¢ Nlte :
Ung n=ng Un n=ng /’I'L
N . ungnpte font 1 ;
A partir du rang ng, on a donc uy < —3%—. Comme la série ) | — converge, alors ) u, aussi.
La preuve pour le cas a < 1 est similaire. O

Quand on sait comparer les termes généraux de deux séries, on peut en déduire des comparaisons
entre les sommes partielles ou les restes des séries, d’apres la propriété suivante.

Propriété 3.2.12. Soit (un),cy €t (Vn),cy deuz suites positives.

— Supposons que la série Y u, diverge
— Si Uy ~ vy, alors > v, diverge et Zﬁ;o Uy, ~ Zﬁ;o Uy,
- Siup = o(vy,), alors Y v, diverge et Zgzo Up =0 (ZnN=0 vn) ;

- St up, = O(vy,), alors > v, diverge et Zﬁ;o Up =0 (ZTILO vn>,
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— Supposons que la série Y v, converge.
— Siup ~ vy, alors Y u, converge et Yoo\ Up ~ D0 Uy
- Siup, = o(vy), alors Y u, converge ety 0" v un =0(> 0 N Un);
— Siup, = O(vy,), alors Y u, converge et > o vty = O (307 V).

Démonstration. On fait seulement la preuve pour le premier cas, les cinq autres étant semblables (ou
plus simples). Comme u,, ~ vy, pour tout 1 > & > 0 il existe un ng tel que si n > ng, on a

(1 =e)vn <up < (1+¢)vy,

ce qui montre que Y v, diverge, puisque »_ u,, diverge.
Montrons maintenant 1’équivalence des sommes partielles. On a

ng—l N N ’n,[)—l N
un + (1 —¢) E Un<§ Uy < E un + (14 ¢) E Un.
n=0 n=ng n=0 n=0 n=ng
On en déduit ’encadrement
'n,()—l N N Tl()—l N
ano Un + (1 _ 5) Zn:no Un Zn:() Unp Zn:O Un, + (1 + E) Zn:ng Un
N N N N N :
Zn:O Un Zn:O Un, Zn:() Un Zn:O Un Zn:O Un
. L. . . N .. . srocta,
Or, puisque la série ) v, diverge, la suite (>, vn ven tend vers oo, ce qui implique que “N*iov
n= n
Zf:[:n[) Un
tend vers 0 et =<x—%— vers 1. On en conclut
n=0 """

N N
Zn:O Un Z
N

, U
< limsup =2=0—" <1 +e.
n=0Un N—roo Zn:O Un

1 — ¢ < liminf
N—oo

Ces inégalités étant vraies pour tout &, on en déduit que les limites supérieure et inférieure valent 1, et
N N
donc que Y un ~ > Un O

Dans la propriété 3.2.12, il est important que les deux suites soient positives (ou au moins qu’elles
soient de signe constant & partir d’un certain rang). En effet, on peut construire le contre-exemple
suivant :

_ (="

Uy, =
N
La série Y u,, étant alternée, converge, alors que la série Y- v,, diverge & cause du terme 1. Les deux
suites sont pourtant équivalentes.

On énonce maintent le critere de comparaison séries/intégrales, qui permet de ramener ’étude de
certaines séries a 1’étude d’intégrales.

y Un = Un + —

Théoreme 3.2.13. Soit f : [0,00[— [0, 00[ une fonction continue décroissante. Alors la série

> (- [ " )

CONverge.
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De ce théoréeme, on déduit que I'étude de la série > f(n) peut se ramener & celle de la primitive
de f:

Corollaire 3.2.14. Soit f vérifiant les hypothéses du théoréme 3.2.13. Alors la série >, f(n) converge
st et seulement si la fonction f est intégrable sur [0, 00[. De plus,
— dans le cas o0 Y, f(n) converge, on a

)SIEOES NVICTED SFIOR

n=N+1

— dans le cas ot Y, f(n) diverge, on a le développement

éﬂn) -/ "y + i (f<n> -/

Remarquer que dans le développement (3.1), le premier terme tend vers oo, alors que le second est
constant.

n+1

f(t)dt) +o(1). (3.1)

Preuve du théoreme 3.2.13. Comme la fonction f est décroissante, on peut écrire
fln+1) < f(t) < f(n)sit € n,n+1],
d’ou on déduit
n+1
0< S~ [ 0t < f0) - )

En sommant de n =0 a n = N, on obtient les inégalités

o<é(f(n)—/n

Comme la fonction f est décroissante et minorée, elle converge vers une limite en co. On a donc

n+1

N
F)at) < 3 F() = S0+ 1) = 10) = N+ 1),
n=0

N n+1
S (sm= [T o) <500~ i sto)

La série Y ( f(n) — f:“ f (t)dt) est donc une série a terme général positif dont les sommes partielles
sont bornées. Il s’agit donc d’une série convergente. O

On peut par exemple déduire du corollaire 3.2.14 le développement asymptotique suivant :

1
Zﬁzln]\f—l—’y—s—o(l),

n=1

ol 7 est une constante (dont les permieres décimales sont 0.57721), appelée constante d’Euler (ou
d’Euler-Mascheroni). On sait assez peu de chose sur v, notamment on ignore encore a ce jour si elle est
rationnelle ou non.
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3.3 Séries a termes complexes

Propriété 3.3.1 (Critere des séries alternées). Soit (uy), oy une suite réelle telle que (|unl), oy s0it
décroissante et que deux termes consécutifs soient de signe opposés. Alors la série > u,, est convergente.
De plus, siuy <0, on a

N+1

N o0
Sun < un <Y g
n=0 n=0 n=0

On a donc une estimation de la vitesse de convergence :

N 00
lunt1] — [untz2| < Zun - Zun < Jun1l-
n=0 n=0

Démonstration. Quitte & remplacer (uy),cy Par (—un) on peut supposer que u, est du signe
de (—1)".

Considérons les deux suites (vy)nven et (wn)nen définies par

neN?

2N+1 2N
VN = g u, et wy= E U, -
N=0 n=0

On va montrer que ces deux suites sont adjacentes, de sorte qu’elles convergent vers la méme limite, ce
qui permettra de conclure que la série > u,, converge.

Tout d’abord, on a wy = vy + uay > vy, puisque les termes dela suite (uy), oy d'indices pairs
ont été supposés positifs. Ensuite, vy11 — vn = uant2 + van+s = (Juans2]| — |uan+3]) < 0 (puisque la
suite (|un|), oy décroit), de sorte que (vn)nen est croissante. De méme (wx)nen est décroissante. Enfin
on a |[vy —wy| = |uan+1] qui tend vers 0. On a bien affaire & des suites adjacentes. O]

Exemple : la série > % est convergente quel que soit a > 0. De plus, on remarque qu’elle n’est

pas absolument convergente si 0 < o < 1.

On va montrer un résultat plus général que le théoréme des séries alternées. On va tout d’abord
montrer la propriété suivante, qui est un analogue discret de la formule d’intégration par parties.

Propriété 3.3.2 (Transformation d’Abel). Soit (un),cy €t (Va),en deuz suites a valeurs complezes.
On pose

n
U, = Zuk et vy =Vue1 — Vi
k=0

On a alors, pour tout entier N > 1,

N N—-1
ZunVn = Z U, vn 4+ UnVi.
n=0 n=0
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Démonstration. On écrit :

N N N N
S unVo =Y (Un = Un0)Va+ UoVo = Y UnVo = > U1V + UV
n=0 n=1 n=1 n=1
N N-1
= UVu= > UpVaia
n=0 n=0
N-1

- Un(Vn - Vn-i—l) + UNVN

3
I
o

N-—1
- Z U, vn + UnVi.

n=0

Cette écriture permet de montrer le résultat suivant.

Propriété 3.3.3. Soient (un),cy €t (Va),en deux suites a valeurs complexes. Si les sommes partielles
de la série ) u, constituent une suite bornée et si la suite (Vy,), oy est positive et décroit vers 0, alors
la série Y u,V, converge.

Démonstration. On reprend les notations de la propriété 3.3.2. En notant C' un majorant de la suite (U,,)

neN»
on a
q q p—1
Z Up Vi | = Z up Vi, — Z Up Vo
n=p n=0 n=0
q—1 p—2
==Y Unvn + UVy+ > Unvn = Up 1V
n=0 n=0
g—1
< Z Unvn| + |UgVql + [Up—1Vp-1]
n=p—1
q—1
< C< > vl + [yl + Vp1|> :
n=p—1
Or, comme la suite (V},),cy décroit, on a |v,| = [Viqp1 — V| = V;, — Vi1 La somme du membre de

droite est donc une somme télescopique, et on obtient

q q—1
Zunvn SC ((Z Vn_VnJrl) +%+Vp1> =C(V;,—|—Vp,1)
n=p n=p

Le membre de droite tend vers 0 par hypothése quand p et ¢ tendent vers l'infini. La série > u,V;,
satisfait donc le critere de Cauchy. O

Un corollaire important de ce théoreme est le suivant :
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Corollaire 3.3.4. Pour toute suite décroissante (uy,), cy et tout réel 0 non multiple de 27, les séries

Z eu,,, Z cos(nf)u,, et Z sin(nf)uy,
convergent.

Démonstration. Comme on a
Zcos(nﬂ)un = Z (eme% + efme%) et Zsin(nﬁ)un = Z (eme% — 677;”0%) ,

il suffit d’étudier la série Y eu,,. Cette série rentre bien dans le cadre de la propriété 3.3.3 puisque

la suite (u,), oy est positive et décroit vers 0, et les sommes partielles ZT]YZO e vérifient (puisque

comme 6 ¢ 277, on a €' # 1)

N - 1 — ei(N+1)8 2

3.4 Séries doubles

Propriété 3.4.1. Soit (tun,m)(n,m)enz une famille de réels positifs indexée par les couples (n,m) € N2,

Si pour tout entier naturel m la série Y, un . est convergente et sila série’y (30" Un,m) converge,
s A s oo

alors, pour tout n, les séries Y Un m convergent, de méme que la série Y (>~ _ounm). De plus, on

S (5r) - £ ()

Démonstration. On a la majoration

M M oo co 0o
E Un,m < E E Un,m < E E Un,m
m=0n=0 m=0n=0

m=0

Les sommes partielles de la série a termes positifs ) up,, sont donc majorées, de sorte que cette série
converge.
Ensuite, on a

N M M oo co oo
)IPILTED 35 SIIFED 3 SIINES 35 Sril
n=0m=0 m=0n=0 m=0n=0 m=0n=0

En passant a la limite M — oo (ce qui est licite puisque N est fini), on trouve

oo oo

3P ILIED 3) SIS

n=0m=0 m=0n=0
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de sorte que les sommes partielles de la série Z 0 D Un,m sont bornées. Comme cette série est &
termes positifs, on en déduit qu’elle converge. En passant a la limite dans la derniére inégalité, on trouve

co oo co oo
E E Un,m < E E Un,m-
n=0m=0 m=0n=0

Par symétries entre les indices n et m, I’'égalité inverse est également vraie, et on en déduit 1’égalité des
sommes. O

De méme, pour une famille de nombres complexes, on a la propriété :

Propriété 3.4.2. Soit (Un,m)n,m)en> une famille de nombres complexes indexée par les couples (n,m) €
N2. Si pour tout naturel m la série ., |un | est convergente et si la série Y (30~ o [tn,m|) converge,
alors les séries Y., |unm| €t > (O r_q |un,m|) convergent et on a

() 5 (5

n=0 m=0

Démonstration. La premiere partie de I’énoncé est une simple application de la propriété 3.4.1. Pour
montrer 1’égalité des sommes, on écrit

- (Se) 5 (Ee)l -

SLS ) ()

n=0 \m=N-+1 m=0 \n=N-+1
N %) N
n=0 \m=N-+1 m=0 \n= N+1
o0
-3 (D) X (2 |unm|)
m=N+1 n=N+1
< > (Lal)+ 3 (o).
m=N-+1 n=N+1
Le membre de droite tend bien vers 0, étant le reste d’une série convergente. O

On va maintenant énoncer une propriété du produit de Cauchy, ou produit de convolution de deux
séries, défini de la maniere suivante.

Définition 3.4.3. Soit (un), oy et (vn),cy deus suites. On définit leur produit de Cauchy (wy,) par
la formule
n
Wy = Z UkVn—k-
k=0
Le produit de Cauchy est commutatif, puisqu'un changement de variable ¢ = n — k dans la somme

précédente donne
n n
Wy = E UpUp—k = E Unp—qUq-
k=0 q=0

Le produit de Cauchy se comporte bien vis a vis des séries absolument convergentes.

neN
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Propriété 3.4.4. Si les séries a termes complexes > u, et Y. v, sont absolument convergentes, alors
il en est de méme de la série Y wy,, ot w, = ZZ:O UkVUp_k. De plus on a

n=0 k=0

Démonstration. On a

N N n N n
D lwnl =37 D wkvnk| < D73 lukl[vn-x-
n=0

n=0 | k=0 n=0 k=0
On peut intervertir les deux sommes en écrivant
N n N N N N-k
S5 fuellonsl = 305 il = 3 5 funlll,
n=0 k=0 k=0 k=n k=0 ¢q=0

la derniere égalité s’obtenant par le changement de variable ¢ = n — k. On a donc

Z |wn| < ZZIUkIquI = (il%) (il%l)

k=0 q=0 k=0 q=0

(S50) ()

ce qui montre que la série Y w, est absolument convergente, les sommes partielles des modules étant
bornées. Pour montrer que la somme du produit de Cauchy vaut le produit des sommes, on écrit

(&) ()1

En intervertissant les sommes et en faisant le changement de variables ¢ = n — k, on obtient

n=0 k=0 q=0

N 2N 2N
S i Z“k S0 | 1) 55 SUTTES 3) it
n=0 k=0 q=0 k=0n=Fk k=0 g=0
2N 2N—k

S 35 3R 3 e

k=0 q=0 q=0 k=0
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On peut alors écrire,

2N 2N—k 2N—k 2N—¢q
D> wvg - ZZUW = Z > wvg + Z > wg
k=0 ¢g=0 q=0 k=0 k=N+1 ¢=0 q=N+1 k=0
2N 2N—k 2N —gq
S N et 5SS e
k=N+1 q=0 g=N+1 k=0
2N oo 2N oo
S Sl S S e
k=N+1q=0 a=N+1k=0
2N oo 2N oo
:( > w) (zw) [ (z |)
E=N+1 a=0 g=N+1 k=0

Les restes d’une série convergente tendent vers zéro, par conséquent le membre de droite tend vers 0, ce
qui acheve la démonstration. O



Chapitre 4

Fonctions de la variable réelle

4.1 Etude locale des fonctions

On va utiliser la terminologie suivante, qui sera utile par la suite.

Définition 4.1.1. Un voisinage d’un réel a est un sous-ensemble de R contenant un intervalle non-
trivial centré en a, c’est 4 dire un intervalle de la forme [a — &,a + €], pour un certain € > 0.

Par exemple, les ensembles | — 1,00[, R, ou |J, cn[n — 1/3,n + 1/3] sont des voisinages de 0. En
revanche, les ensemble [0, 1], [0, co[ ou @ n’en sont pas.

Définition 4.1.2. On dit qu’une fonction réelle f définie sur un voisinage I d’un point a a pour limite
en a la valeur [ si elle vérifie la proposition

Ve>0, In>0,Veel, (r—a| <n=|f(z)—1 <e).
Si la fonction f admet | comme limite au point a, on note

lim f(z) =1, ou encore f(x) — L.

A
o
© i e
ALY -
[V a \

FIGURE 4.1 — Continuité d’'une fonction.

On peut également parler des limites a gauche et a droite d’une fonction.

51
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Définition 4.1.3. On dit qu’une fonction f définie au voisinage d’un point a admet | comme limite &
gauche en a si elle vérifie la proposition

Ve>0, In>0, Ve el, (z€la—n,a]) = (|f(x) =1 <e).

On peut définir de méme la notion de limite & droite.
Si f admet | comme limite & gauche (resp. & droite) en a, on note

lim f(z)=1ou lim f(z) =1 (resp. lim f(z)=1 ou lim f(z) =1).

- + >
T—a Sa T—a r>a

L’opération de passage a la limite peut étre manipulée en utilisant les propriétés suivantes :

Propriété 4.1.4. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage d’un point a telle que pour
tout x # a dans un voisinage de a on ait

f(x) < g(x).
Si les deuz fonctions admettent une limite en a, alors ces limites vérifient

lim f(z) < lim g(z).

r—a r—a
La méme inégalité est vraie pour les limites a gauche ou a droite.

Démonstration. On va montrer la contraposée : supposons que I'on ait I'inégalité stricte

lim f(z) > lim g(z).
Pour simplifier, on note Iy = lim,_,, f(z) et l; = lim;_,, g(x). On pose e = (I; —1;)/2 > 0. Soit 1 tel que
pour x dans Ja— 7, a+n[ on ait | f(x) — ;| < e et |g(z) —1,] < @0t D). Alors, pour x dans Ja —n,a+1)],
on a
fle)>lp—e=(+15)/2=13+¢ > g(x).

La propriété est démontrée. O

Il est important de noter que 1’on ne peut pas conclure a une inégalité stricte entre les limites si on
a seulement inégalité stricte entre les fonctions.

Propriété 4.1.5 (“Théoréme des gendarmes”). Soient f, g et h trois fonctions définies sur un voisinage
d’un point a telle que pour tout x dans un voisinage de a on ait

f(x) <g(x) < h(z).

Si f et h ont une limite en a et silim,_,, f(x) = lim,_,, h(z), alors g admet également une limite en a
et
lim f(z) = lim g(x) = lim h(x).

r—a r—a r—a

(note 1). On peut choisir le méme 7 pour f et g de la maniere suivante : on sait qu’il existe des nombres 1y et ng qui satisfont
la propriété respectivement pour f et g. On vérifie alors que 7 = min(ny,7n,4) convient pour les deux fonctions.
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Démonstration. Soit ¢ un réel positif. Notons I = f(a) = h(a) la limite commune en a des deux
fonctions f et h. On considere 7 tel que si |z —a| < non ait |f(z) — 1] <eet |h(z) -] <e.
Si |z —a| <7, on a alors
l—e< f(x) <g(x) <h(z) <l+e,

soit encore |g(x) — I| < e. La fonction g a donc une limite en a, égale aux limites de f et h. O

Définition 4.1.6. On dit qu’une fonction f définie au voisinage d’un point a est continue en a si elle
admet une limite en a.
Si la fonction f de F(I,R) est continue en tout point a de I, on dit qu’elle est continue sur I, ou tout
simplement qu’elle est continue.

Si f admet une limite ¢ gauche en a et que lim,_,,— f(z) = f(a), on dit que f est continue a gauche
en a. On définit de méme la continuité a droite.

On peut exprimer la continuité a partir des limites a gauche et a droite :

Propriété 4.1.7. Une fonction f définie sur un voisinage de a est continue en a si et seulement si elle
est continue a gauche et a droite en a.

On peut caractériser la continuité de la manieére suivante :

Propriété 4.1.8 (Caractérisation séquentielle de la continuité). Soit f une fonction & valeurs réelles
définie sur un voisinage d’un point a.
— La fonction f est continue en a si et seulement si pour toute suite (up) tendant vers a (et qui
prendra donc ses valeurs dans tout voisinage de a a partir d’un certain rang), la suite (f(u,) tend
vers f(a).
— On peut également caractériser de cette maniére la continuité & gauche (resp. & droite.) en se
limitant auz suites prenant des valeurs strictement inférieures (resp. supérieures) d a.

Démonstration. Supposons la fonction f continue en a, et soit (u,) une suite convergeant vers a. Soit €
un réel positif. Par continuité de f en a, il existe un réel 7 tel que si |z — a| < 1, alors |f(x) — f(a)] < e.
Mais par convergence de (u,,) vers a, il existe un indice ng tel que pour n > ng, on ait |u, —a| < n. En
conséquence, si n > ng, on a |f(uy) — f(a)] < e. Cela montre que la suite (f(uy)) converge vers f(a).
Montrons I'implication inverse. Pour cela, nous allons passer par la contraposée. Supposons que la
fonction f n’est pas continue. Par conséquent, il existe un réel € tel que pour tout n, il existe un x,,
dans Ja — n,a + n[ tel que |f(a) — f(zy)| > e. La suite (z1,,) converge vers a (puisque |z, —a| < 1)
sans que (f(x1/,)) ne converge vers f(a) (puisque |f(a) — f(21/,)] > €). O

Propriété 4.1.9. Soient f et g deux fonction continues en un point a. On a les propriétés suivantes :
— pour tout réel A\, la fonction Af est continue en a ;
— la fonction f + g est continue en a;
— la fonction fg est continue en a ;
- si g(a) # 0, alors g ne s’annule pas sur un voisinage de a. La fonction % est alors bien définie
sur un voisinage de a et est continue en a. '

Autrement dit, 'ensemble des fonction continues en un point a constitue une algébre.

Démonstration. Laissée en exercice. O]
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Propriété 4.1.10. Soient f et g deux fonctions telles que f soit définie sur un voisinage I de a et
continue en a, et que g soit définie sur f(I) et continue en f(a). Alors go f est continue en a.

Démonstration. On note pour simplifer [, = lim,_, r(,) g(y) et Iy = lim, 4 f(2).

Soit € un réel strictement positif. Par continuité de g en f(a), on peut trouver un réel n strictement
positif tel que si y est dans |f(a) — x| <7, alors |g(y) — 4| < . Mais alors, par continuité de f en a, on
peut trouver un réel strictement positif ¢ tel que si |z — a| < (, alors |f(z) — | < n. Par conséquent,
si |x —a| < ¢, alors |g(f(z)) — 4| < e. On a donc montré que go f admettait [, comme limite en a. O

4.2 Fonctions continues sur un intervalle

Le théoréme suivant est un des théoremes fondamentaux de I’analyse réelle.

Théoreéme 4.2.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction continue d’un intervalle I
de R dans R. L’image f(I) de I par f est un intervalle.

Autre formulation :

Théoréme 4.2.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires 2). Soit f une fonction continue de [a,b] dans R.
Si ¢ est tel que f(a) < c < f(b), alors il existe x dans [a,b] tel que f(x) = c.

{?-—r\ /A\\\///\
WV

s N

FIGURE 4.2 — Le théoreme des valeurs intermédiaires. Aux pointillés bleus, les valeurs possibles de z.

Il est important de comprendre que ce résultat n’est pas évident. Il faut bien voir qu’il est entierement
basé sur la complétude de R. Pour s’en convaincre, on peut méditer sur I’exemple de la fonction de Q
dans lui-méme qui & z associe 22 — 2. Cette fonction continue prend une valeur négative en 0 et positive
en 2, mais ne s’annule jamais (car v/2 n’est pas rationnel).

Une preuve du théoreme des valeurs intermédiaires fera donc appel d’'une maniere ou d’une autre a
la complétude de R, que ce soit sous la forme de suites de Cauchy, de la propriété de la borne supérieure,
de la propriété des segments emboités, etc.
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Démonstration. On montre la deuxiéme formulation du théoreme. On pose A, = {z € [a, ], f(z) < c}.
L’ensemble A, est borné (car contenu dans [a,b]). On peut donc définir g = sup A.. On va montrer
que f(zo) = ¢. Tout d’abord remarquons que par continuité on peut trouver £ > 0 tel que f(z) < ¢
pour x dans [a,a +¢] et que f(z) > ¢ pour x dans [b— €, b]. Par conséquent, x¢ est un élément de ]a, b[.
Ensuite, on remarque que f(z) > 0 sur |zg, ¢|. Par continuité, on obtient f(zg) = lim, f(z) > c
D’autre part, comme xo est la borne supérieure de A., il existe une suite (y,) d’éléments de A, qui
converge vers Zg. Or f(y,) < ¢, ol f(xg) = lim, o0 f(yn) < ¢. On déduit que f(xp) = c. O

Propriété 4.2.3. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Alors la fonction f est bornée
et atteint ses bornes. Autrement dit, il existe y et z dans [a,b] tels que

fly) < f(z) < f(2) pour tout x de [a,b].

Démonstration. Ce résultat est basé sur la compacité de l'intervalle [a, b]. Il faudra donc a un moment
de la preuve utiliser cette propriété, par exemple avec le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

On pose M = sup f([a,b]) (qui peut étre infini), et on choisit une suite (z,,) telle que (f(x,)) converge
vers M. On extrait de (z,) une sous-suite (z,(,)) convergente dont on note z la limite. Par continuité
de f, la suite (f(x,(n))) converge vers f(z), d’ot M = f(z). On donc a montré que la fonction atteint
sa borne supérieure. Le cas de la borne inférieure se fait de maniere symétrique. O

Définition 4.2.4. Soit f une fonction de I un intervalle de R dans R. On dit que f est uniformément
continue si elle vérifie la proposition

Ve >0, In >0, V(z,y) € I, (lr —yl <n) = (If(2) - fy)| <e).

Cette définition signifie intuitivement que la fonction f est continue “partout de la méme maniere”.
Il est intéressant de comparer cette définition avec celle de continuité. La continuité sur I s’exprime par
P’expression
Ve>0,Veel In>0,Vyel, (Ja—yl <n=|flz)— fy)] <e).

En revanche, 'uniforme continuité s’exprime par
Ve>0,dn>0,Veel, Vyel, (Jlr—y|<n=|f(z)— fly)| <e).

Autrement dit, dans le cas de la continuité simple, n peut dépendre de x, alors que pour I'uniforme
continuité 7 doit étre le méme pour tout x. On voit notamment que :

Propriété 4.2.5. Une fonction uniformément continue est continue.

La réciproque de cette propriété est bien entendu fausse comme le montre I’exemple de la fonc-
tion o — 22 (en effet les points n et n+1/n vérifient |n— (n+1/n)| = 1/n — 0, alors que |f(n) — f(n+
1/n)| = |n* — (n® + 2+ 1/n?)| > 2).

Théoréme 4.2.6 (Théoreme de Heine). Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Alors la
fonction f est uniformément continue sur [a, b].

Démonstration. On va montrer la contraposée. La proposition “f n’est pas uniformément continue sur I”
s’écrit avec les quatificateurs

E|E>O, V77>07 EII.EI; E'yEI, (‘x_y|§776t ‘f(xﬁ)_f(yn)‘>6)
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Choisissons un tel £. On considere les suites (z,,) et (y,) telles que |2, — yn| < L et [f(25) — f(yn)| > €.
Par la propriété de Bolzano-Weierstrass on en extrait des suites convergentes (Z,(n)) et (Y,(n)) (00 est
1

sur le segment [a, b)) (note 2) " Comme on a |x¢(n) - yw(n)| < Ok les deux suites ont la méme limite [.

Comme |f(2y(n)) = f(Ypn))| > €, la fonction f n’est pas continue. O
On a encore une propriété plus forte :

Définition 4.2.7. On dit qu’une fonction de I dans R est Lipshitzienne si il existe une constante k
telle que pour x ety dans I, on ait

|f (@) = f(y)l < klz —yl.
Propriété 4.2.8. Un fonction Lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration. Pour ¢ donné, il suffit de choisir n = ¢/k. O

La réciproque est bien entendu fausse, comme on le voit sur exemple de la fonction = — /x (en

effet, les points 0 et 1/n vérifient ‘\/1/71 - \/6‘ =+/1/n>/n|1/n—0]).

4.3 Dérivation

Définition 4.3.1. On dit qu’une fonction f définie au voisinage d’un point a est dérivable en a si la
quantité w, appelée taux d’accroissement converge vers une limite quand h tend vers 0. La
limite du tauz d’accroissement est notée f'(a) et appelée dérivée de f au point a.

On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle ouvert est dérivable si elle est dérivable en tout

point de I. On peut alors définir sur I la fonction [’ appelée dérivée de f.

Au vu de cette définition, dire qu’une fonction est dérivable en un point a revient a dire que cette
fonction est proche d’une fonction affine au voisinage de a. Plus précisément f est proche de la fonction

z = fla) + (z —a)f'(a)

(voir la deuxieéme remarque apres le corollaire 4.5.7).
Pour étre dérivable, une fonction doit forcément étre continue.

Propriété 4.3.2. Si f est une fonction définie au voisinage d’un point a et est dérivable au point a,
alors f est continue au point a.

Démonstration. Si f est dérivable en a, on a

fa+h) -~ fa)]

) - @) = D)

Or ‘M’ converge (vers |f’(a)|) quand h tend vers 0 donc reste borné, de sorte que

[(a+h) = f(@)| <Ch = 0.

O

(note 2). On peut prendre la méme fonction extractrice ¢ pour (z,) et (yn) en extrayant d’abord une sous-suite conver-
gente (T, (n)) de (zn) puis en extrayant une sous-suite convergente (Yoq (o1 (n))) e (Ypo(n))- On pose alors ¢ = ¢p o 1.
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En revanche on peut trouver des fonctions continues mais non dérivables :

Propriété 4.3.3. Sia et b sont deux réels vérifiant |a| < 1 et |ab| > 1, alors la fonction définie par

flz) = Z a”™ cos(b"x)

n=0
est continue sur R mais dérivable en aucun point.
Cette propriété se comprend bien en remarquant que la série Y  a™ converge, alors que la série > (ab)"

diverge (ceci ne constitue bien entendu pas une preuve complete!). Sur la figure 4.3, on a représenté la
fonction f pour les valeurs a = 0.5 et b = 4.

F1GURE 4.3 — Un exemple de fonction continue mais dérivable en aucun point.

Démonstration. Admis. O
La dérivabilité est stable par les opérations suivantes :

Propriété 4.3.4. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage d’un point a.
— La fonction f + g est dérivable au point a et on a (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a) ;
— La fonction Af est dérivable en a et (A\f) (a) = Af'(a);
— La fonction fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f(a)g'(a) + f'(a)g(a) ;

/ ’
- Si f(a) est non-nul, la fonction % est dérivable, et (%) (a) = —%.

Démonstration. Les propriétés de linéarité viennent des propriétés équivalentes pour les limites.
Pour le produit, on écrit
flat+h)gla+h)—fla)gla) _ fla+h)— f(a)

= gla+h)+ f(a)

gla+h) —g(a)
h h '

h

Les quantités M, gla+h), f(a) et M convergent respectivement vers f’(a), g(a), f(a)

et ¢’(a), et on sait que 'on peut passer & la limite dans un produit.
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Pour l'inverse d’une fonction, on écrit (comme f est continue, on a f(a + h) # 0 pour h assez petit)

tla+h)—+(a)  fla)— fla+h)
h ~ hf(a)flath)

qui converge bien vers la limite voulue. O

Par récurrence, en appliquant plusieurs fois la formule (fg)’ = f'g + f¢’, on obtient la formule
suivante :

Propriété 4.3.5 (Formule de Leibniz). Si f et g sont deuz fonctions n fois dérivables en un point a,
on a

(f9)™(a) =Y CrfP(a)g" " (a).
k=0

On peut aussi composer les fonctions dérivables :

Propriété 4.3.6. Soit f : I — R une fonction dérivable au point a et g une fonction définie sur f(I)
et dérivable en f(a). Alors la fonction go f est dérivable en a et

(90 f)(a) =g'(f(a)f'(a).
Démonstration. Soit h un réel positif. On a

(goflla+h)—=(gof)la) g(f(a)+hf'(a)+hm)—g(f(a))

h h ’
f(a+h})L—f(a) — f'(a)

ou l'on a posé 1, = , qui tend vers 0 lorsque A tend vers 0. En conséquence,

(92 £)a+ )~ (9o )la) _ g(f(a) + hf'(a) + hm) — g(Fla)) |
h - (Fa)+ m)h ),

qui tend bien vers ¢'(f(a))f’(a) quand h tend vers 0. O

Propriété 4.3.7. Soit f une fonction définie sur un voisinage de a et dérivable en a. Si a est un
extremum local pour la fonction f, alors f'(a) = 0.

On rappelle que si il existe un voisinage I d’un point a tel que f(z) < f(a) pour tout x dans I, on
dit que a est un mazimum local de f (ou que f admet un maximum local en a), si f(a) < f(z) pour =
dans I on dit que a est un minimum local, et que si a est un minimum local ou un maximum local, on
dit que a est un extremum local.

Sur la figure 4.4, on voit que la fonction a une dérivée nulle en ses extrema a;, sauf en a; et ar,
situés aux bornes de l'intervalle de définition, puisque la fontion n’est pas définie sur un wvoisinage de
ces points.

Démonstration. On peut supposer (quitte & changer f en —f) que a est un maximum local pour f. On
a donc, pour h assez petit f(a + h) < f(a). En conséquence,

f'(a) = lim flath) - f(a) <0et f'(a) = lim flat+h) ~ f(a)

> 0.
h—0+ h h—0— h -

En conséquence, on a bien f’(a) = 0. O
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FIGURE 4.4 — Extrema d’une fonction. Les points a; sont des extrema de la fonction représentée.

Il est important de remarque que l'on peut avoir f’(a) = 0 sans que f atteigne un minimum en a.
L’exemple le plus classique est la fonction = — 23 qui a une dérivée nulle en 0. C’est également le cas
de la fonction représentée en figure 4.4 au point b.

Théoréme 4.3.8 (Théoréme de Rolle). Soit f une fonction continue de [a,b] dans R, dérivable sur
la,b[. Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ dans |a,b[ tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Le résultat est évident si la fonction f est constante égale & f(a) sur I'intervalle [a, b],
car la dérivée de f est alors nulle en tout point de ]a, b].

On peut donc supposer que f est non constante, et quitte a changer f en —f, on peut supposer
qu’elle prend une valeur strictement supérieure a f(a). Comme f est continue sur le segment [a, b], elle
atteint son maximum en un point ¢, qui est distinct de a et b (puisque la fonction atteint une valeur
strictement supérieure & f(a) = f(b)). Par la propriété 4.3.7, on déduit que f’(c) = 0. O

Théoréme 4.3.9 (Théoréme des accroissements finis). Soit f une fonction continue de [a,b] dans R,
dérivable sur la,b[. Il existe un élément c de ]a,b] tel que

fb) = fla) = f'(e)(b - a).

Si la dérivée de f est bornée, on déduit notament de cette formule ’inégalité des accroissements finis :

[£(0) = fla)] < [b—al sup [ (@)]-

[a,

Ce théoreme se comprend tres bien par un exemple de la vie courante : si vous vous déplacer en voiture
sur I'autoroute en respectant la limite de 130km/h, en une heure vous vous trouverez nécéssairement a
moins de 130 kilometres de votre point de départ.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme de Rolle & la fonction g définie sur [a, b] par
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La fonction g est dérivable sur ]a, b[ (comme somme de f et d’un polynéme) et vérifie g(a) = 0, g(b) = 0.

Le théoréme de Rolle nous permet de conclure qu'il existe ¢ tel que ¢’(¢) = 0. Or ¢'(x) = f/(z)— W.

On a donc f(b) — f(a) = f'(c)(b— a). O

Propriété 4.3.10. Soit f une fonction dérivable définie sur un intervalle ouvert. Alors :
— [ est croissante si et seulement si elle vérifie f'(x) > 0 pour tout x ;
— f est décroissante si et seulement si elle vérifie f'(x) <0 pour tout x ;
— [ est constante si et seulement si elle vérifie f'(x) = 0 pour tout x.

Démonstration. Supposons que f est croissante. Si h > 0 alors, f(z+h)— f(z) > 0, d’ou w > 0.
De méme, si h < 0,on a f(z+h) — f(x) <0, de sorte w > 0. En passant a la limite h — 0, on
trouve donc f/(z) > 0. De méme, on montre qu'une fonction décroissante a une dérivée négative. Par
conséquent, une fonction constante, qui est croissante et décroissante, a une dérivée a la fois positive et
négative. Cette dérivée est donc nulle.

Inversement, soit f une fonction ayant une dérivée positive sur Uintervalle ]a,b[, et solent a < 3
deux points de ]a,b[. Par le théoréme des accroissements finis, on peut trouver ¢ dans ]a,b| tel que
f(B) = fla) = f'(¢)(B — a) > 0 (puisque f’ est uniformément nulle). Par conséquent, f(a) < f(B), ce
qui montre que f est croissante. De méme on montre qu'une fonction a dérivée négative est décroissante
et par conséquent, qu’une fonction & dérivée nulle (c’est & dire & la fois positive et négative) est a la fois
croissante et décroissante, et donc constante. O

Cette propriété n’est vraie que si f est définie sur un intervalle, comme le montre ’exemple de la

fonction f définie sur | — 1,0[ U ]0, 1] par la formule
{0 size-1,0]
f(x)_{1 sizel0,1]

qui a une dérivée nulle sans étre constante. Autre exemple : la fonction définie sur R* qui a x associe 1/x
a une dérivée strictement négative en tout point de R*, mais n’est pas décroissante sur R*.

Corollaire 4.3.11. Si f et g sont deux fonctions dérivables définies sur un méme intervalle I et telles
que f'(x) = ¢'(x) pour tout x de I, alors elles ne différent que par une constante :

f=g9+ f(a) —g(a),
pour tout a de I.

Démonstration. La fonction f — g a une dérivée uniformément nulle, elle est donc constante. O

4.4 Comportement asymptotique des fonctions

4.4.1 Relations de comparaison

Les trois notions suivantes permettent de comparer la taille relative de plusieurs fonctions en un
point donné.

Définition 4.4.1. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d’un réel a.
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— On dit que f est dominée par g au voisinage de a si il existe une constante C telle que |f(x)] <
Clg(z)| pour tout x dans un voisinage de a.

— On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si il existe une fonction € définie au
voisinage de a dont la limite en a vaut 0 et telle que |f(z)| < |e(z)g(x)|.

— On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si [ — g est négligeable devant g.

Les notations suivantes (appelées notations de Landau) peuvent s’avérer trés puissantes si on sait
les manier correctement. Il y a notamment quelques pieges a éviter.

Définition 4.4.2. Soient [ et g deux fonctions définies au voisinage d’un réel a.
— Si [ est négligeable devant g au point a, on notera f(x) = 04(g(x)) ou “f(x) = o(g(x)) au
voisinage de a” ou méme f(x) = o(g(x)) tout court si il n’y a pas d’ambiguité sur le point a.
- Si f est dominée par g au point a, on notera f(x) = Oq(g(x)) ou f(x) = O(g(x)).
— Si f est équivalent d g au point a, on notera f(x) ~q g(x) ou f(x) ~ g(x).

On notera bien que le signe “=" devant les O(...) et o(...) ne désigne pas une égalité ! Notamment
en 0 on a bien o(z?) = o(x) alors que o(z) = o(z?) est faux. En toute rigueur, il faudrait plutot
écrire f(x) € o(g(x)), ol 'on noterait o(g(z)) I’ensemble des fonctions négligeables devant g. L’exemple
précédent reviendrait alors & dire que o(x?) C o(x) alors que o(x) ¢ o(x?). On voit bien que les deux
fonctions ne jouent pas un role symétrique.

L’autre danger de ces notation est qu’il ne faut pas utiliser le signe ~ comme une égalité, méme
si on a équivalence entre f ~ g et g ~ f. Notamment, il faut se garder d’ajouter des équivalents. Par
exemple, on a les équivalences en 0

sin(z) ~ x et tan(x) ~ x, (4.1)
sans toutefois avoir sin(z) — tan(x) ~ 0. En réalité, on trouve
sin(z) — tan(z) ~ -5

Notamment, on évitera d’utiliser la notation f(z) ~, 0, qui signifie que f est nulle sur un voisinage de a.
Si on doit ajouter deux quantités dont on ne connait que des équivalents, il faut revenir a la définition :
dans I'exemple (4.1) les équivalents signifient

sin(z) =z +o(x) et tan(z)=2xz+ o(x).

On a donc
sin(z) — tan(z) = x + o(z) — z 4+ o(—z) = o(x)

. 7’ . 2 . . .
On pourra aussi méditer sur un exemple comme cos(z) ~ 1—%-, qui est vrai, mais cos(z) ~ 14666242
est tout aussi vrai.

Propriété 4.4.3. Pour une fonction g définie sur un voisinage V de a telle que g(x) # 0 pour x
dans V' \ {a}, on a équivalence entre f(x) ~ g(x) et lim,_,, % =1

Démonstration. Si f(x) ~ g(x), alors f(x) — g(z) = e(x)g(z) pour une certaine fonction tendant vers 0
qund z tend vers a. Pour z # a, on peut alors diviser cette égalité par g(x) pour obtenir

f(=)

@—125(:10),
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J(z)

ce qui montre bien que @) tend vers 1 pour x tendant vers a.
Inversement, si l'on suppose que % tend vers 1, alors en posant e(x) = % — 1, on a bien
f(z) = g(z) + e(z)g(x)) pour = tendant vers 0 quand z tend vers a. O

4.4.2 Développements limités

On dit qu'une fonction f définie au voisinage d’un point a admet au un développement limité a
l'ordre n en a si on peut écrire

f@=a+a(z—a)+...+apn(z—a)" +o0,((x —a)").
En pratique on préferera se ramener, par le changement de variables z = a + h a I’écriture
fla+h) =ag+arth+...+a,h™ +o0g(h"™),
qui permet de ne considérer que des développements limités en 0.

Propriété 4.4.4. Soit f une fonction dérivable sur un voisinage de 0 telle que f’ soit continue et
admette un développement limité a l’ordre n en O donné par

f'(z) = Po(x) + o(z").

Alors f admet un développement limité a 'ordre n + 1, donné par

f(2) = 1(0) + / " Pu(y)dy + o(a™ ).

Autrement dit, on peut intégrer un développement limité.

Démonstration. On écrit f'(z) = P,(x)+z"e(x), ou € est une fonction tendant vers 0 en 0. En intégrant

entre 0 et =, on trouve
x

) =50+ | " Py + [ et

(intégrale a bien un sens, puisque z"e(x) = —P,(x) + f'(z) est continue). Il reste alors simplement &
écrire

xT x 1
/ y”e(y)dy‘s o () [ yrd= g e )l
0 yE[—z,x] 0 n+1 yE[—z,x]

La fonction @ — sup,¢(_, .1 [€(y)| tend bien vers 0 lorsque x tend vers 0. O

Propriété 4.4.5. Soit g une fonction admettant un développement limité en un point a a l'ordre n
g@)=ap+ar(z—a)+ ...+ ap(z—a)" +o((zx —a)")

et f une fonction admettant un développement limité a ordre m en «g

f@)=pBo+pfi(z —ap)+ ...+ Bm(z — )™ + o((z — ap)™)
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alors la fonction f o g admet un développement limité a 'ordre min(n,m) en a, obtenu en composant
les développements limités de f et g

fog(x) =B+ Bi(aa(z—a)+...+an(z—a)")+...
+ Bm(ai(x—a)+ ...+ ap(z —a)™)™
Fof( — a)nm),

en ne gardant que les termes d’ordre inférieur ou égal ¢ min(n,m).

Démonstration. On écrit les termes négligeables explicitement sous la forme (x — a)"e1(z — a) et (x —
ag)Mex(x — ap), ou £1(y) et e2(y) tendent vers O lorsque y tend vers 0. On remplace ensuite le
développement de g(z) dans celui de f(z) et on développe. O

4.5 Développement de Taylor

Définition 4.5.1. Soit f une fonction d’un intervalle I de R dans R. On dit que f est de classe C*
si elle est dérivable et si sa dérivée est continue. De méme on définit par récurrence les fonctions de
classe C**1 comme les fonctions dont la dérivée est de classe C*. On définit également les fonctions de
classe C*™ comme les fonctions qui sont de classe CF pour tout entier k.

Lensemble des fonctions de classe C* (avec k dans N U {oo}) d’un intervalle I de R dans R est
noté C*(I,R).

Définition 4.5.2. Soit f une fonction définie sur un voisinage d’un point a. On dit que f est n fois
dérivavble au point a si elle est de classe C"~' au voisinage de a et si f*~1 est dérivable en a.
Si f estn fois dérivable en tout point d’un intervalle I de R, on dit qu’elle est n fois dérivable sur I.
L’ensemble des fonctions de classe k fois dérivable d’un intervalle I de R dans R est parfois noté D*(I,R).

Propriété 4.5.3. L’ensemble C*(I,R) (avec k dans N U {co0}) est stable par combinaison linéaire et
par produst.

Démonstration. Cela se déduit des propriétés de dérivabilité d’un produit ou d’une combinaison linéaire.
O

On veut approcher une fonction f par un polynome. Une maniere naturelle de faire au voisinage
d’un point a est d’approcher f(z) par f(a)+ f'(a)(x —a)+...4+ f) (a)% qui est 'unique polyndme
de degré inférieur & n dont les dérivées jusqu’a Pordre n en a sont les mémes que celles de f (note 3),

Théoréme 4.5.4 (Formule de Taylor avec reste intégral). Si f est une fonction de classe C"™* sur un
voisinage du point a, alors on a, pour tout h suffisament petit, le développement :

h*f"(a) h" f™) (a)
5 o

1 a+h
fla+h) = f(a)+ hf'(a) + + ﬁ/ (a+h—2)" O () da.

(note 3). On se rappellera que ’ensemble des polynome de degré inférieur & n est un espace vectoriel de dimension n + 1 et
que (1,X,..., XT:L) en est une base dont la base duale (6gk)) est définie par 6gk)(P) = P (q).
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Le reste intégral peut aussi s’écrire, apres le changement de variables * = a + th comme

pntl 1
/ (1 —t)" "D (q + th)dt.
n! Jo
On remarquera que dans le cas n = 1, la formule de Taylor avec reste intégral est simplement la
formule f(b) f f/(x)dz exprimant une fonction C' comme 'intégrale de sa dérivée.

Démonstration. C’est une récurrence sur n utilisant la formule d’intégration par parties. Pour n = 0,
I’égalité

fla+h) = / f(x

exprime simplement la fonction comme l'intégrale de sa dérivée. En supposant vraie ’égalité au rang n,
on montre I’égalité au rang n + 1 en intégrant par parties (f(**+1 se dérive en f(*+2) et L(a+h—xz)"

se primitive en —m(a +h— )ty
1 a+h ath
E (CL +h— x)nf(n-‘rl)(x)dx = [— (n n 1)' (a +h— x)n+1f(n+1)({1:)
1 a+h
eyl AR AL
0t Gt @
1 a+h
BCESY | @ e

O
On peut affaiblir 'hypothese “f de classe C"*t1” quitte & avoir une expression moins précise du reste.

Théoréme 4.5.5 (Formule de Taylor-Lagrange). Si f est une fonction définie sur un voisinage de a
telle que f soit de classe C" et que f™ soit dérivable, alors on a pour tout h assez petit

thH(a) N N hnf(n) (a) pntl

g T g (atah),

fla+h) = f(a)+hf'(a)+

pour un certain « de [0,1]. Notamment, si ftD) est bornée, on en déduit la majoration de Uerreur :

‘f(“+h>—<f(a)+hf’(a>+’w+ +h”f(")(a>)‘§ et

5 = sup |V (a + ah)|.

(n+ 1! o<a<1

On remarquera que le cas n = 0 est exactement le théoréeme des accroissements finis.

Démonstration. On pose

Z": khkf(k)( + th) —A(l—t)""'l,

k=0
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On vérifie alors que ¢ est dérivable, puisque f est de classe C™ et que f(™) est dérivable. On a ¢(0) =
>oreo % —Xet p(1) = f(a+ h). Le choix
n
¥ f®) (a)
A=fla+h) =) —
k=0
permet donc d’avoir p(0) = ¢(1), ce qui permet d’appliquer le théoreme de Rolle & la fonction ¢. Il
existe donc un « dans [0, 1] tel que
(1 — )R ) (g 4 ah)
n!

¢'(a) = —(n+ A1 —a)" =0,

et la définition de A permet de conclure. O

On peut également se passer de I’hypothese selon laquelle f(™) est dérivable en cherchant une ex-
pression encore moins fine du reste.

Théoréme 4.5.6 (Formule de Taylor-Young). Si f est une fonction de classe C"~* telle que f*~! soit
dérivable, alors on a le développement :
h?f"(a) h" ) (a)

fla+h) :f(a)+hf’(a)+T+...+T+o(h”).

Le cas n = 0 est simplement la définition de la continuité de f en a, et le cas n = 1 est la définition
de la dérivabilité de f en a.

Démonstration. On le montre par récurrence.

Le cas n = 1 correspond a la définition de la dérivabilité de f en a.

Supposons la propriété vraie au rang n. Si la fonction f est de classe C™ avec f(™) dérvable, alors f’
est de classe C™ ! et sa dérivée n — 1°™¢ est dérivable, on peut donc lui appliquer la propriété, de sorte
que

h2 1 hn (n+1)
Flatny = @)+ b+ O P g,
Il suffit ensuite d’intégrer ce développement limité en vertu de la propriété 4.4.4. O

Il est important de remarquer que dans chacun de ces trois cas, les hypotheses sont les hypotheses
“minimales” pour écrire la formule. A chaque fois on suppose un cran de régularité en moins, et la
conclusion est légerement plus faible.

Corollaire 4.5.7. Une fonction n fois dérivable en un point a admet un développement limité a l’ordre n
au point a.

Quelques remarques :

— La réciproque de ce théoreéme est fausse! Pour s’en convaincre, il suffit de considérer une fonction f
continue mais non dérivable, vérifiant f(0) = 0. On pose ensuite f,(x) = 2™ f(r). Comme f est
continue en 0, on a par définition f,(z) = o(z™) en 0. Cependant la fonction f,, n’est dérivable
qu’au point x = 0.

— Toutefois une partie de la réciproque pour n = 1 est vraie. En effet, le développement limité a
Pordre 1, f(z+h) = f(x)+hA+o(h) revient exactement & la définition de la dérivabilité de f en x
avec f’(x) = A. En fait ce qui empéche de passer a n supérieur a 1 est le fait quun développement
limité donne de l'information sur la fonction (par exemple si elle est dérivable), mais pas sur ses
dérivées (par exemple il n’indique pas que la dérivée est dérivable).
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4.5.1 Développement des fonctions usuelles

On peut appliquer la formule de Taylor-Young, ou la propriété 4.4.4, pour trouver les développements
limités en 0 des fonctions usuelles.

1 1
e’ =1+x+ §x2 +.o.o 2"+ O(2™ 1) (définition) ;
n!

1 1 -1 ;
cos(z) =1 — 53:2 + ﬁaf‘ +... 4+ ((271))! 2" + O(2*"2) (partie réele de €'*) ;
sin(x) =z — lx?’ + im5 +...+ ﬂxznﬂ + O(2?"3) (partie imaginaire de ') ;
6" 120 (2n + 1)
1
T =l14z+2%+.. . +2" 4+ O™ (série géométrique) ;
-z
1, 14 (-1t 1 N -1
In(l42)=x— -+ -2°+...+ ——2" 4+ O""") (primitive de (1 +z)7") ;

2 3

—_

1 1 -1)"

arctan(x) =z — gzv?’ + gch +...+ %x%ﬂ + O(z*"*%) (primitive de (1+2%)7") ;
ala—1 ala—1)...(a—n+1

(1-&-35)":1—1—0[&6—&—%9624—...4— ( ) n'( )

2" + O(2™ ) (Taylor-Young).



Chapitre 5

Intégration

5.1 Intégration sur un segment

La théorie de I'intégration au programme du concours du CAPES est l'intégrale de Riemann. Nous
allons revenir sur la contruction de cette intégrale. La définition de l'intégrale elleeméme n’est pas au
programme, mais il me parait raisonnable d’en avoir un idée assez concrete.

La notion d’intégrale a pour objectif d’associer au plus grand nombre possible de fonctions de [a, b]
dans R un nombre, noté fab f(z)dz, qui correspondrait & la “taille” de cette fonction. On peut notamment
penser a la surface présente sous le graphe de la fonction.

On s’attend a ce que l'intégrale vérifie les propriétés “évidentes” suivantes :

(croissance) Si f et g sont deux fonctions ayant une intégrale et telles que f < g, alors

/a ' flayar < / " (@)

(linéarité) Si f et g sont deux fonctions admettant une intégrale et A et p deux réels, alors Af + pg
admet une intégrale qui vaut

/ab A (@) + pg(z)de = )\/ab f(x)dx + u[lbg(x)dx_

(cas des fonctions élémentaires) Une fonction de la forme 1, g (note 1), (note 2) oy o < B sont des
éléments de [a, b], a une intégrale, donnée par

b
/ 1((,(”3) = ﬁ — (.

Nous allons maintenant partir de ces trois propriétés élémentaires pour en déduire une notion d’intégrale
pouvant s’appliquer a une classe plus grande de fonctions, contenant notamment toutes les fonctions
continues sur [a, b].

(note 1). Les parentheses désignent des crochets ouverts ou fermés
(note 2). Pour une partie A de R fonction 1 4, appelée indicatrice de A est définie par 14(x) = 1siz € A et 1 4(x) = 0 sinon.

67
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Définition 5.1.1. — On appelle subdivision d’un segment [a,b] une suite finie
a=20< 21 < ...<Xp_1<T,=n>

La quantité max?z_o1 |ziv1 — x;| s’appelle le pas de la subdivision.
- On dit qu’une fonction f définie sur un segment [a,b] est en escalier si il existe une subdivi-
ston (2;)i=0,...n de [a,b] telle que f soit constante sur l'intervalle |x;, z;11].

Une fonction en escalier est donc de la forme
i=1 i=0

avec a =g < 1 < ... < Tp_1 < T, = b. La propriété de linéarité permet de définir 'intégrale d’une
fonction en escalier a partir des intégrales de fonctions élémentaires : en effet, on peut écrire
b n n b n
/ Z Ail]zi,xi,l[(x)dx = Z )\1/ l]z,i7wi71[(x)dx = Z)\Z(ml — :L'i_l).
@ =1 i=1 a i=1
Noter que les fonctions de la forme 1., ont une intégrale nulle, on va donc les oublier dans le reste du
chapitre.
Soit f une fonction définie sur un segment [a,b]. On suppose que la fonction f admet une intégrale.
Si v et w sont des fonctions en escalier sur [a,b] telles que v < f < w, la propriété de croissance nous
donne I'inégalité suivante, illustrée sur la figure 5.1

/abv(:c)dx < /ab f(z)dz < /abw(at)dm.

FIGURE 5.1 — Encadrement d’une fonction par des fonctions en escalier. L’aire sous la courbe est encadrée
par les deux surfaces hachurées.

En passant a la borne supérieure sur toutes les fonctions v en escalier inférieures & f et a la borne
inférieure sur toutes les fonctions w en escalier supérieures & f, on obtient ’encadrement

b b b
sup/ U(x)dxg/ f(x)dxg}rgj/ v(x)dz.

v<f

On est donc amenés naturellement & la définition suivante :
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Définition 5.1.2. On dit qu’une fonction f définie sur un segment [a,b] est intégrable si
b b
sup/ v(x)de = inf/ v(x)dr,
v<fJa <o Jq

ot les bornes supérieures et inférieures sont calculées sur l’ensemble des fonctions en escalier v respec-
tivement inférieures et supérieures a la fonction f. On définit alors l'intégrale de f comme la valeur

b b b
/a f(x)dxzqs)lég/a v(sc)dxz}réfv/a v(z)de.

Le principe de cette définition est le suivant : on sait intégrer les fonctions en escalier, dont les graphes
ne sont que des réunions de rectangles, la propriété de croissance de l'intégrale permet donc d’encadrer
I’hypothétique intégrale d’une fonction f par les bornes inférieures et supérieures de la définition 5.1.2.
Quand ces deux bornes sont égales, I'intégrale de la fonction, si elle existe, ne peut pas valoir autre chose
que la valeur commune de ces deux bornes. On définit donc 'intégrale de f de cette maniere.

On utilise également la convention suivante, de sorte que la relation de Chasles soit vérifiée :

Définition 5.1.3. Sib < a et si f est une fonction intégrable sur [b,a] on définit

/abf(a:)dm _ /baf(x)dx.

Cette convention donne la propriété suivante :

Propriété 5.1.4 (Propriété de Chasles). Si a, b et ¢ sont trois réels et si f est fonction intégrable
définie sur un segment I contenant a, b et ¢, alors

/abf(;v)dx—i—/bcf(x)dx: /acf(x)dx.

Démonstration. Supposons que a < b < ¢. On a alors,
b c c c
[t [ saae= [ a@s@as s [ 1060w
a b a a
— [ Wan(@) + g (@) ) e

_ /a " )

Si a < ¢ < b on fait un calcul similaire en utilisant la convention de la définition 5.1.3 et en remarquant
que 1jq3(2) — Lep)(2) = 1g,cf(2). Les autres cas se traitent de maniere similaire. O

Nous allons maintenant voir une maniere plus explicite de calculer I'intégrale.

Définition 5.1.5. Soit f une fonction définie sur [a,b], et (z;)i=0,....n une subdivision de [a,b]. On
appelle somme de Riemann associée a la subdivision (x;)i=o,...n toute somme de la forme

n—1

D fle)(@ipr — )

=0

ol ¢; est un élément de [x;, xit1].
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On a la caractérisation suivante des fonctions intégrables.

Propriété 5.1.6. Une fonction f définie sur un intervalle [a,b] est intégrable si et seulement si les
sommes de Riemann associées auzr subdivisions de [a,b] convergent quand le pas de la subdivision tend
vers 0.

Plus précisément f est intégrable si et seulement la proposition suivante est vraie :

n—1
3N, Ve >0, In >0, Y(x:)i=o,...n (Pas(ﬂﬁi)i—o,...,n <n= Z flei)(@ipr —xi) = Al < E) -
=0
Le réel X est alors nécessairement égal fab fx)dx.
Démonstration. Admis. O

Un cas particulier important en pratique, notamment pour calculer des limites de sommes, est le cas
la,b

de la subdivision uniforme (u; }7n)ie{0,4..,n} sur [a, b] définie par

[a,b],n _ l b
u; a+ n( a).

Le pas de cette subdivision vaut @
Le programme du CAPES se limite & un sous-ensemble des fonctions intégrables plus simple &
caractériser, qui contient les fonctions continues. Il s’agit de ’ensemble des fonctions continues par

morceaur, défini ci-dessous.

Définition 5.1.7. On dit qu’une fonction définie sur un intervalle [a,b] est continue par morceaux si il

existe une subdivision (v;)i=o,....n de [a,b] telle que fiz, 2., s0it continue et admette des limites en :E:r

et en x; .
Propriété 5.1.8. Toute fonction continue par morceauz sur un segment [a,b] est intégrable.

Dans la suite de ce chapitre, on ne considérera que des intégrales de fonctions continues par morceaux.
Les fonctions continues par morceaux conserve une propriété importante des fonctions continues : elles
sont bornées sur les segments.

Propriété 5.1.9. Une fonction continue par morceaux sur un segment [a,b] est bornée.

Démonstration. Soit (;);eo,....ny une subdivision de [a, b] associée & une fonction continue f. Pour i =
1,...,n, la fonction f est continue sur Jz;_1, ;[ et admet des limites finies en x;_; et x;. Par conséquent,
elle se prolonge en une fonction continue sur [x;_1, z;] et est donc bornée sur ]z;_1,2;[. On a donc, pour
tout = de [a,b],

|f(2)] < max (m’éx sup |f] r?fagdf(xi)l) < o0,

=1 ]961171,3%'[

Le maximum de la formule précédente est fini car il n’y a qu’un nombre fini de termes dans ce maximum.

O

Deux inégalités utiles pour encadrer des intégrales :



5.1. INTEGRATION SUR UN SEGMENT 71

Propriété 5.1.10 (Inégalité de la moyenne et inégalité triangulaire). Si f et g sont deux fonctions
continues par morceauz sur un intervalle [a,b], alors on a ’inégalité triangulaire

[ sl < [ 11

ainst que [’inégalité de la moyenne

/a ' fl)a(e) do

b
<swplol [ 17l

Démonstration. On a, par définition de la valeur absolue, —|f(x)| < f(z) < |f(z)|. La propriété de
croissance de l'intégrale nous donne alors

_/ab|f(x)dx</abf(x)dx</abf(x)ld%

ce qui donne la premiere inégalité.
Pour la deuxiéme, on remarque que

0 < |f(x)g(x)] < |f ()] sup 9]

et on integre par rapport a z. O

Propriété 5.1.11 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si f et g sont deuz fonctions continues par morceauz

sur un intervalle [a,b], alors
b b
<\ [ 1r@kde [ g

Démonstration. On considere le polynome de degré 2 suivant :

/a ' Fle)ge) o

b b b b
P(X) = / (X () + g(x))?de = ( / |f<z>|2dx> X2+2< / (x)f(x)g(x)dx>X+ / (2)lg(x)da.

La premiere expression de P montre qu’il ne prend que des valeurs positives sur R, et notamment que
son discriminant est positif. D’apres la deuxiéme expression, ce discriminant vaut

b 2 b b
A=4< / <x>f<x>g<x>dx) 4 [ 1@z [ lgo)Pda.

On a donc montré I'inégalité. O

On peut également définir 'intégrale de fonctions continues par morceaux a valeurs dans R™, C, C™,
ou méme dans un espace vectoriel réel de dimension finie quelconque. Il suffit pour cela de travailler
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coordonnée par coordonnée : on considere une fonction f a valeurs un R-espace vectoriel E' de dimension
finie et on écrit f(z) = Z?:l fi(z)e; o (&;)i=1,...n est une base de E. On définit alors

/ab f(z)dr = :L (/ab fz‘(.’L’)de’) e; € E,

(2

on est donc ramené a des intégrales de fonctions & valeurs réelles. Toutes les résultats ci-dessus sont
alors vrais, quitte a remplacer la valeur absolue par une norme sur F.

5.2 Lien entre intégrale et primitive

On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle I admet une primitive F si la fonction F est
dérivable sur I et vérifie F'(x) = f(x), pour tout z de I.
On a la propriété suivante :

Propriété 5.2.1. Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a,b]. Soit ¢ un point
de [a,b]. On pose F.(z) = [ f(y)dy. On a les résultats suivants :

1. la fonction F, est continue;
2. si [ est continue en x, alors F, est dérivable en x et vérifie F.(x) = f(x);
3.

si f est continue sur [a,b], F, est de classe C' et est l'unique primitive de f sur [a,b] qui s annule
en c. Notamment, pour tout primitive F de f, on a

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a).

Démonstration. 1. Comme f est continue par morceaux, elle est bornée par une constante M. On

peut alors écrire
Yy Yy Yy
/f(x)dx /|f(3:)\dx /de

La fonction F, est donc Lipschitzienne, et par conséquent continue.

[Fe(z) = Fe(y)| = < <

= M|z —y|.

2. On va montrer que le taux d’accroissement de F, en un point z( ou f est continue tend vers f(zo).
Soit € un réel positif, et soit 1 tel que

[z — w0l <= |f(z) — fzo)] < e

On a alors

FC(JJ) — Fc(xo)

- f(aw)| =

e " F(0)dt — f(ao)

x — pr——
1

Tz — /Io(f(t)f(wo)dt‘

= m_lxo /zo | f(t) = f(ao)|dt.
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Si |z — 20| <7, pour tout t dans [z, z] ®°*3) on a |f(t) — f(z0)| < &, de sorte que

}M_ﬂxo)‘g 1 /gdt:g,
T — X T — X zo

Cela montre que F, est dérivable en xg de dérivée f(zo).

3. Si f est continue en tout point de [a, b], alors F, est, d’apres le point précédent, dérivable sur [a, b]
et F/ = f est une fonction continue. L’unicité de la primitive a été vue dans le cours sur les

fonctions réelles. L’identité fab f(z)dz = F(b) — F(a) se déduit de la propriété de Chasles.
O

Un corollaire important de cette propriété est que toute fonction continue admet une primitive.

On déduit de cette propriété les deux regles de calculs suivantes, trés importantes pour le calcul
d’intégrales.
Propriété 5.2.2. Siu et v sont deux fonctions de classe C1 sur [a,b], on a I’égalité

b

/ u(z)v' (z)de = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o (z)v(z)dr.

a

Démonstration. La fonction uv est de classe C', on a donc notamment

b b b
u(b)v(b)fu(a)v(a):/ (uv)'(z)dz:/ u(z)v’(x)der/ o' (x)v(z)dx.
O

Propriété 5.2.3. Si ¢ est une fonction de classe C* sur [a,b] et si f est continue sur p([a,b]) ot 4)

alors on a
»(b) b ,
| t@e = [ fet@)e @
v(a) a
Un moyen mnémotechnique simple pour retrouver cette formule est d’imaginer qu’on a posé y = p(z),
de sorte que dy = ¢'(z)dx, que f(y) = f(p(z)) et que si z varie de a & b, alors y varie de p(a) & (b).

Démonstration. Soit F une primitive de f (une telle fonction existe, puisque f est continue). On a alors,
puisque (F o ¢)'(x) = F(p(x))¢' (z),

w(b) b
/ | T@ = P0) ~ Flp(a) = / F(p(@))! (x)de.
O

Dans la plupart des cas, les changements de variables utilisés sont bijectifs : ¢ est une fonction de
classe C! de [a,b] dans [p(a), @(b)] ™ ®) et on peut alors écrire la formule de changement de variables

sous la forme
B e 1(b)
| t@de= [ pe@)e e
o o1(a)

(note 3). ou [z, zo] suivant les cas.
(note 4). Qui est un segment.

(note 5). ou [p(b), p(a)].
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5.3 Intégration sur un intervalle quelconque

On peut légitimement se poser la question de définir 'intégrale de fonctions définies sur un intervalle
quelconque plutdt que de se limiter & des segment. Sur un intervalle ouvert (dont une des bornes peut
désormais valoir +00) on peut observer différents problémes qui ne se posaient pas sur un segment.
En effet, la défintion naturelle de fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque I (qui
généralise notamment les fonctions continues) est la suivante, pour laquelle une fonction continue par
morceaux peut tres bien tendre vers +oo a une des bornes.

Définition 5.3.1. On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle I (non nécessairement fermé) est
continue par morceaux si elle est continue par morceaux sur tout segment contenu dans I.

Ainsi, on se convaincra sans peine qu’une fonction continue par morceaux sur un intervalle ne peut
K
pas nécessairement étre encadrée par des fonctions en escalier intégrables, de sorte que la définition 5.1.2
ne s’y applique pas.

Définition 5.3.2. On dit qu’une fonction positive continue par morceaux sur un intervalle I est
intégrable si elle vérifie une des trois propriétés équivalentes suivantes :

1. Sup y segmentC I fJ f(%)dl‘ < oo
2. il existe une suite (an),cy décroissant vers inf I et une suite (by), oy croissant vers sup I telles
que lim, f:” f(x)dx existe;

3. pour toute suite (ay,)
existe.

neN

On appelle alors intégrale de f le nombre
bn
sup / f(z)dx = lim/ f(z)da.
J segment CIJJ " Jap

On peut définir de méme l'intégrale d’une fonction de signe quelconque, en passant par la valeur
absolue de la fonction.

Définition 5.3.3. Une fonction f de I dans R est dite intégrable si |f| est intégrable sur I (au sens
de la définition précédente). On dit aussi que lintégrale converge. Dans ce cas, la limite

lim /a b (@) de

existe et ne dépend pas des suites (an),cy €t (bn) de I tendant respectivement vers inf I et sup 1.

On définit alors

neN

/abf(m)dx _ 117131[:" (@) de.

On peut ramener ’étude de l'intégrabilité d’une fonction sur un intervalle & ’étude de I'intégrabilité
aux bornes de cet intervalle :

Propriété 5.3.4. Soit I un intervalle, soient a et b deux réels avec infI < a < b < supl et f une
fonction continue par morceaux sur I. Alors f est intégrable sur I si et seulement si elle est intégrable
sur ]inf I, a] et sur [b,sup I|.

décroissant vers inf I et toute suite (by,),y croissant verssup I, lim, fab" f(z)dzx



5.3. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE (0]

Démonstration. On considere (ay),, oy une suite tendant vers inf I et (by, ), une suite tendant vers sup I.

On écrit alors o , ,
dx = d d dz.
L f(z)|da lllf@ﬂa*%é\f@ﬂa*#é 1f(2)|dz

n n

Quand n tend vers l'infini, le membre de gauche converge si et seulement si f est sommable sur I, et
le membre de droite converge si et seulement si f est sommable sur |inf I, a] et [b,sup I[ (I'intégrale
sur [a, b] converge, puisqu’on intégre une fonction continue par morceaux sur un segment). Cela montre
le résultat. O

L’inégalité triangulaire est toujours vraie pour les intégrales sur un intervalle quelconque, de méme
que la linéarité.

Propriété 5.3.5. Soit f une fonction intégrable sur un intervalle I. Alors

‘ /1 F@)da

des suites d’éléments de I tendant respectivement vers inf I

g/ﬁf@ﬂ@a

Démonstration. Pour (a,),cy €t (bn),cn

et sup I, on écrit ‘f:” f(a:)dat‘ < ff" |f(z)| dx, puis on fait tendre n vers oo. O

Propriété 5.3.6. Soit I un intervalle et f et g deux fonctions sommables sur I. Si A et u sont deux
réels, alors \f + ug est sommable sur I et on a

J M@+ ngrte = [ f@yao [ oy

Démonstration. On considere (an),cy et (bn) deux suites d’éléments de I tendant respectivement

Fl@)lde+p [0

neN
vers inf I et sup I. On écrit f; M (z) + pg(x)|de < A ff
vers 00, on voit que Af + pg est sommable.
L’égalité des intégrales s’obtient en passant & la limite dans ff A (x) + pg(z)de = A f; f(z)dx +
by
wf," g(x)da. O
On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de l'intégrale d’une fonction au voisinage

d’une borne de l'intervalle d’intégration. Le théoréeme suivant est tout a fait analogue a ce qui a été fait
pour les séries.

g(z)|dz. En faisant tendre n

Théoréme 5.3.7. Soient f et g deuzx fonctions continues par morceauz sur un intervalle [a, b[(note 6)

avec g positive.
— Si g nest pas intégrable sur [a,b] et si f(x) = o(g(x)) (respectivement f(x) = O(g(x)), f(x) ~ g(x))
au voisinage de b alors

/: f@®)ydt=o </: g(t)dt) (respectivement /a”f f@®)dt=0 (/: g(t)dt) , /: f&)dt ~ /:g(t)dt),

au voisinage de b.

(note 6). le méme résultat est bien entendu vrai pour des intervalles de la forme ]a, b] si ’on fait les substitutions adéquates
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— Si g est intégrable sur [a,b] et si f(x) = o(g(x)) (respectivement f(x) = O(g(x)), f(x) ~ g(x)) au
voisinage de b alors f est intégrable sur [a,b] et on a

/mb ft)dt=o0 </wb g(t)dt) (respectivement /: f@)dt =0 </: g(t)dt) , /: f&)dt ~ /xbg(t)dt),

au voisinage de b.

Ce théoreme permet notamment d’étudier I'intégrabilité d’une fonction en se ramenant a des équivalents.

Démonstration. On ne traite que le cas g non-intégrable en b et f = o(g), les autres cas se traitant de
maniere similaire.
Soit € > 0. Comme f = o(g) au voisinage de b, il existe un élément zy de [a, b[ tel que si x € [z, b]

alors, |f(z)| < 5g(z). On a donc pour z > xg
/a f(t)dt‘ < /aof(t)dt'Jr;/mO g(t)dt < /aof(t)dt’Jr;/a g(t)dt.

Comme g n’est pas intégrable en b, f;ﬁ g(t)dt tend vers 400 quand x tend vers b, et il existe un

dans [a, b tel que si x > x7, alors
o £ xT
/ f(t)dt’ < 5/ g(t)dt.

Finalement, on a, pour > max(x1,x2)

/ “fd<e / "y,

ce qui montre que [ f(t)dt = o ([ g(t)dt). O

A f(t)dt] - (0 <

Beaucoup de fonctions usuelles ont un comportement équivalent a une puissance de x au voisinage
des bornes d’intégration. Il est donc utile de savoir pour quelles valeur de « la fonction xz — z¢ est
intégrable sur ]0,1] et sur [1, oof.

Propriété 5.3.8. 1. La fonction x — x® est intégrable sur |0,1] si et seulement si o > —1.

2. La fonction x — x® est intégrable sur [1,00[ si et seulement si o < —1.

Démonstration. Pour tout x > 0, on a z® > 0, il suffit donc d’étudier le comportement asymptotique

des suites
1 n
/ z%dx et/ r%dx.
1/n 1

On a pour a = —1

xadlena?} =1In(n) e nx“dm:lnx?:lnn.
/w @), <>t/1 ()]} = In(n)



5.4. THEOREMES DE CONVERGENCE 77

Par conséquent, pour av = —1, 2% n’est intégrable ni sur ]0, 1] ni sur [1,00[. Pour @ # 1, on a

1 ot 1 1 1 n potl notl 1
/ x%dz = [ ] = — o1 et / z%dz = [ ] = — .
1/n a+l]y, o+l (a+1)n 1 a+l|, a4+l o+l

On doit donc différencier selon le signe de a + 1. On observe alors que | 11/n x*dx a une limite finie si et

n

seulement si a > —1 et que fln x“dx a une limite finie si et seulement si a < —1. ]

Les autres comportement classiques a la limite d’un intervalle sont les comportement logarithmiques
et exponentiels.
Propriété 5.3.9. Pour tout o € R, la fonction x — In®(z) est intégrable sur]0,1] mais pas sur [1,00].
La fonction e est intégrable sur [0, 00| si et seulement si A < 0.
Démonstration. On sait que L = o(In®(z)) en 400 quel que soit @ € R. Or 1 n’est pas intégrable
sur [1,00[, donc In® non plus.
On sait également que In“(z) = o (ﬁ) en 0, quel que soit a € R. Comme, ﬁ est intégrable

sur ]0, 1], la fonction In® I’est donc aussi.
Pour la fonction exponentielle, un calcul donne, pour A # 0

n Az ™ o An
o5 -
; N R

Si A > 0 cette suite diverge, si A < 0, elle converge vers % O

(note 7)

5.4 Théoremes de convergence

Le théoréme suivant est I'outil principal pour étudier 'intégrabilité de la limite d’une suite de fonc-
tions.

Théoréme 5.4.1 (Théoreme de convergence dominée). Soit (f,,),,cy est une suite de fonctions continues
par morceaux sur un intervalle I. On suppose que

1. pour tout x € I, la suite (fn(z)) converge;
2. la fonction f(x) = lim, f,(x) est continue par morceauz ;

3. il existe une fonction positive g intégrable sur I telle que

|fn(2)] < g(2)

pour tout n et tout x de I.

Alors, les fy, et f sont intégrables sur I et

lirlgl/lfn(x)dx:/jf(x)dx.

Démonstration. Admis (conformément au programme du concours). O

Ox

(note 7). Le cas A = 0 étant trivial : on a e’® =1, qui n’est pas intégrable sur [0, co|.
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5.5 Intégrales dépendant d’un parametre

Dans cette partie on s’intéresse aux fonctions définies comme 'intégrale d’une fonction de plusieurs
variables par rapport a 'une de ses variables. Une question naturelle est alors de trouver des criteres
pour assurer que ces fonctions sont continues, dérivables, etc.

On va noter (t, x) les différentes variables de la fonction & intégrer, ¢ désignant la variable d’intégration,
qui vivra donc dans un intervalle de R, et = désigant la variable par rapport a laquelle on souhaite obtenir
de la régularité (c’est-a-dire de la continuité, de la dérivabilité, etc.). Cette variable vivra dans une partie
de R (par exemple).

Dans les théorémes a suivre, on va donc faire des hypotheses d’intégrabilité sur la fonction ¢t — f (¢, z),
et des hypotheses de régularité sur la fonction = — f(¢,x).

On commence par énoncer un théoreme permettant de prouver la continuité d’une fonction définie
par une intégrale.

Théoréme 5.5.1 (Théoréme de continuité sous 'intégrale). Soit f une fonction définie sur I x Q, ot I
est un intervalle de R et Q une partie de R%. On suppose que

1. pour tout t de I la fonction x — f(t,x) est continue sur §);

2. pour tout x de ), la fonction t — f(t,x) est continue par morceauz sur I ;

3. il existe une fonction g positive, continue par morceauz et intégrable sur I telle que |f(t,x)| < g(t)
pour tout (t,z) de I x Q.

Alors la fonction t — f(t,x) est intégrable pour tout x et la fonction F définie par

F(z) = /If(t,x)dt

est continue sur €.

Démonstration. Comme, pour tout z, la fonction ¢ — |f(¢, )| est majorée par la fonction intégrable g,
la fonction ¢ — f(t,z) est intégrable et la définition de F' a bien un sens.

Soit x un point de et (2,,),,cy une suite d’éléments de Q tendant vers 2. On va montrer que (F(zy))nen
tend vers F(x), ce qui suffira & montrer que la fonction F est continue. On a F(x,) = [; f(t, y)dt.
Posons ¢, (t) = f(t, z,). D’apres les hypotheéses du théoréme, la fonction ,, est continue par morceaux, (¢, (t))
converge vers ¢(t) pour tout ¢, ¢(t) est continue par morceaux et on a l'inégalité

lon ()] < g(t)

pour tout ¢.
On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée, et on trouve

liTILn F(x,) = 1irrln/lgon(t)dt = /Icp(t)dt = F(x).

Passons maintenant a un théoréeme de dérivabilité.

Théoréme 5.5.2 (Théoreme de dérivabilité sous l'intégrale). Soit f une fonction définie sur I x Q,
ou I et Q) sont des intervalles de R. On suppose que
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pour tout t de I, la fonction x — f(t,z) est de classe C* sur Q;
pour tout x de 2, la fonction t — f(t, ) est continue par morceaux et intégrable sur I ;

pour tout x de Q, la fonction t — 0, f(t, ) est continue par morceauz sur I ;

RN

il existe une fonction g positive, continue par morceaux et intégrable sur I telle que |0, f(t,x)| <
g(t) pour tout (t,x) de I x .
Alors la fonction F définie par
x) = /f(t,x)dz
I
- /awf(t,x)dt
I

Remarquer que les hypotheses 1, 2 et 3 sont seulement des hypotheéses servant & donner un sens aux
intégrales [, f(t,z)dx et [; 0, f(t, z)dz.

Noter que pour ce théoreme, on n’a pas besoin d’hypothese de domination sur la fonction f elle-méme,
mais seulement sur sa dérivée partielle en x.

est de classe C et

Démonstration. Tout d’abord, F' est bien définie car ¢t — f(t,z) est supposée intégrable sur I.
Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que pour tout x dans 2 et toute suite (hy), oy telle
que = + h,, soit dans €2, on a

n

lim (”Hh /8fa:t

On aura en effet montré que la fonction F est dérivable et que sa dérivée est la fonction z — | ;O f(t,x)dt
qui est continue, au vu du théoréme précédent.

On a
F hn -F 1 t, hn - t,
(@4 hn) = Flz) 1 /f(t,erhn)dtf/f(t,:c)dt :/f( vt ) = flt7) 4,
hn hn \J1 I I hn
Posons donc ¥, (t) = M La fonction 1, est continue par morceaux, converge simplement

vers la fonction continue par morceaux t — 0, f(t,z) et le théoreme des accroissements finis montre que

[thn (1) < *Ih | sup (0. f(t, @+ Ahn)| < g(?).

‘fterh n) — f(t,x+ hy)
A€[0,1]

hn,

On peut donc appliquer le théoréeme de convergence dominée, et on en déduit

limF(x—’_h /aftm

n

ce qui acheve la démonstration. O



