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Exercice 1

F est croissante continue à droite et ses limites en −∞ et +∞ sont respectivement 0 et 1,
c’est donc la fonction de répartition d’une loi de probabilité.

De plus comme F est nulle sur R−, continue en 0 et dérivable sur R⋆
+, c’est la fonction de

répartition d’une loi de densité F ′(x)1R+(x), c’est-à-dire
x
4e

−x/21R+(x).

Exercice 2 :

∀t < 0, IP(Y ≤ t) = 0, ∀0 ≤ t < a, IP(Y ≤ t) = IP(X ≤ t) = t, ∀t ≥ a, IP(Y ≤ t) = 1.
La fonction de répartition admet donc un point de discontinuité en a où elle ”saute” de

la valeur 1 − a à la valeur 1. Soit IPY la loi de Y (IPY est donc une mesure de probabilité
sur R). On veut écrire IPY comme une combinaison linéaire d’une mesure à densité et d’une
Dirac. On remarque que IPY (] −∞, t]) = IP(Y ≤ t) par définition, et on vérifie que IP(Y ≤
t) = aFU (t) + (1 − a)FV (t) avec FU (t) = 0 si t ≤ 0, FU (t) = t/a si t ∈ [0, a] et FU (t) = 1 si
t ≥ a, tandis que FV (t) = 0 si t < a et FV (t) = 1 si t ≥ a. On voit que FU est la fonction de
répartition d’une loi uniforme sur [0, a] et FV est la fonction de répartition d’une mesure de
Dirac en a. On le réécrit IPY (]−∞, t]) = aIPU (]−∞, t]) + (1− a)IPV (]−∞, t]), où IPU est la
mesure uniforme sur [0, a] et IPV est la mesure de Dirac en a. Comme les intervalles ]−∞, t]
engendrent la tribu borélienne, on a IPY = aIPU + (1 − a)IPV . La loi de Y (qui est IPY ) est
donc combinaison linéaire du Dirac en a et de la loi uniforme sur [0, a], affectés respectivement
des poids 1− a et a.

Exercice 3 :

1 - ∀t < 0, IP(X2 ≤ t) = 0 , ∀t ≥ 0 IP(X2 ≤ t) = IP(−
√
t ≤ X ≤

√
t) = IP(X ≤√

t)− IP(X < −
√
t) = F (

√
t)− F ((−

√
t) ).

2 - ∀t ∈ R, IP(X3 ≤ t) = IP(X ≤ t1/3) = F (t1/3).
3 - Cas a > 0 : IP(aX + b ≤ t) = IP(X ≤ (t− b)/a) = F ((t− b)/a).

Cas a < 0 : IP(aX + b ≤ t) = IP(X ≥ (t − b)/a) = 1 − IP(X < (t − b)/a) =
1− F (((t− b)/a)) ).

Cas a = 0 : IP(aX + b ≤ t) = 1[b,+∞[(t). C’est une masse de Dirac en b.
4 - ∀t ∈ R, IP([X] ≤ t) = IP(X < [t] + 1) = F (([t] + 1) ).
5 - ∀t < 0, IP(X − [X] ≤ t) = 0, ∀t ≥ 1, IP(X − [X] ≤ t) = 1, ∀t ∈ [0, 1[, IP(X − [X] ≤ t) =

∑

k∈ZIP(k ≤ X ≤ k + t) =
∑

k∈ZF (k + t)− F (k− ).
6 - ∀t ≤ 0, IP(expX ≤ t) = 0, ∀t > 0, IP(expX ≤ t) = IP(X ≤ ln t) = F (ln t).

Exercice 4 :

a - Var(X)= IE[X2] − IE[X]2 = 0, si X est indépendante d’elle même. D’autre part
Var(X)= IE[(X − IE[X])2], donc X − IE[X] = 0 p.s., et X est égale à IE[X] p.s.

(On a utilisé la propriété suivante: Si Y est une variable aléatoire positive et si IE[Y ] = 0
alors Y = 0 p.s. )
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b - FX(x) = IP(X ≤ x) = IE[1X≤x] = IE[12X≤x] = IE[1X≤x]× IE[1X≤x] = (FX(x))2

Donc la fonction de répartition vaut soit 0 soit 1. C’est la fonction de répartition d’une
mesure de Dirac, c’est-à-dire que X est constante p.s.

Exercice 5 :

On rappelle que la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0, 1] au point t est égale
à t si t ∈ [0, 1], 0 si t ≤ 0 et 1 si t ≥ 1.

1 - ∀t < 0, IP(min(X1, X2) ≤ t) = 0
∀t ≥ 1, IP(min(X1, X2) ≤ t) = 1
∀t ∈ [0, 1], IP(min(X1, X2) ≤ t) = 1 − IP(min(X1, X2) > t) = 1 − IP(X1 > t)IP(X2 > t) =

1− (1− t)2 = −t2 + 2t. Ainsi la loi de U a une densité égale à fU (x) = 2(1− x)1[0,1](x).
2 - ∀t < 0, IP(max(X1, X2) ≤ t) = 0
∀t ≥ 1, IP(max(X1, X2) ≤ t) = 1
∀t ∈ [0, 1], IP(max(X1, X2) ≤ t) = IP(X1 ≤ t,X2 ≤ t) = IP(X1 ≤ t)IP(X2 ≤ t) = t2. Ainsi

la loi de V admet une densité égale à fV (x) = 2x1[0,1](x).

Enfin, IE[|X1 −X2|] = IE[V − U ] = IE[V ]− IE[U ] =
∫ 1
0 2x2dx− ∫ 10 2x(1− x)dx = 1/3.

Exercice 6 :

1 - pour toute fonction g, de R2 dans R, mesurable bornée,

IE[g(L1, L2)] = IE[g(XL, (1−X)L)] =

∫

[0,1]×R+

g(xl, (1− x)l)f(l)dxdl

On fait le changement de variable (l1, l2) = (xl, (1 − x)l). On doit multiplier par le jacobien.
Détaillons: On a l = l1+ l2 et x = l1

l1+l2
. On construit ensuite la matrice associée aux dérivées

partielles:
[

∂x
∂l1

∂l
∂l1

∂x
∂l2

∂l
∂l2

]

=

[

l2
(l1+l2)2

1

− l1
(l1+l2)2

1

]

Son déterminant est 1
l1+l2

. On a donc dxdl =
∣

∣

∣

1
l1+l2

∣

∣

∣dl1dl2. Il faut maintenant changer les

bornes. On vérifie que (x ∈ [0, 1], ℓ ≥ 0) ⇔ (ℓ1 ≥ 0, ℓ2 ≥ 0). (Détails : L’implication
⇒ est immédiate. Pour ⇐, on remarque que si ℓ1, ℓ2 ≥ 0, alors ℓ = ℓ1 + ℓ2 ≥ 0 puis
x = ℓ1/(ℓ1 + ℓ2) ∈ [0, 1]). On obtient

IE[g(L1, L2)] =

∫

R2
+

g(l1, l2)
f(l1 + l2)

l1 + l2
dl1dl2.

Ainsi le couple (L1, L2) a une loi de densité f(L1,L2) =
f(l1+l2)
l1+l2

1
R2

+
(l1, l2).

On cherche maintenant la loi de L1. Si le couple (X,Y ) admet une densité f(X,Y )(x, y), la
loi de X a une densité donnée par fX(x) =

∫

y∈R f(X,Y )(x, y)dy. On a donc que FL1 suit une

loi de densité fL1(l) =
∫+∞
0

f(x+l)
x+l dx1R+(l) qu’on peut réécrire fL1(l) =

∫+∞
l

f(x)
x dx1R+(l).

La loi de L2 admet la même densité.(En particulier, L1 et L2 ont la même loi.)
2 -Dans ce cas, on trouve que f(L1,L2)(l1, l2) = λ2 exp(−λ(l1 + l2))1R2

+
(l1, l2). L1 et L2

suivent donc des lois exponentielles de paramètre λ, indépendantes. (Si (X,Y ) a une densité

de la forme f(X,Y )(x, y) = g(x)h(y), alors nécessairement X et Y sont indépendantes, et

fX(x) = 1
∫

R
g(z)dz

g(x) et fY (y) =
1

∫

R
h(z)dz

h(y).)

3 -On rappelle que si X suit une loi exponentielle de paramètre a, on a IP(X ≤ t) = 1−e−at.
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∀t < 0, IP(Z ≤ t) = 0
∀t ≥ 0, IP(Z ≤ t) = 1 − IP(Z > t) = 1 − IP(L1 > t)IP(L2 > t) = 1 − exp(−2λt); On

reconnâıt alors la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramètre 2λ.

Exercice 7 :

On rappelle la densité de N (m,σ2) sur R: 1√
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2

1 - Comme X et Y sont indépendantes, la densité du couple (X,Y ) est simplement le

produit des densités de X et de Y , donc f(X,Y )(x, y) =
1

2πσ exp
(

−x2

2 − y2

2σ2

)

, (x, y) ∈ R2.

2 - Soit g une fonction mesurable et bornée de R2 dans R:

IE[g(X,U)] = IE[g(X,Y/X)] =

∫

R2

1

2πσ
g(x, y/x) exp

(

−x
2

2
− y2

2σ2

)

dx dy .

On fait le changement de variables x = x et u = y/x. On a donc x = x et y = ux. La matrice
associée aux dérivées partielles est

[

∂x
∂x

∂y
∂x

∂x
∂u

∂y
∂u

]

=

[

1 u
0 x

]

de déterminant x. On a donc dxdy = |x|dxdu. Le changement de bornes est (x ∈ R, y ∈
R) ⇔ (x ∈ R, u ∈ R) puis:

IE[g(X,U)] = IE[g[X,Y/X)] =

∫

R2

1

2πσ
g(x, u) exp

(

−x
2

2
− x2u2

2σ2

)

|x| dx du .

On en déduit la densité du couple (X,U) : f(X,U)(x, u) =
1

2πσ |x| exp
(

−x2

2

(

1 + u2

σ2

))

, (x, u) ∈
R2.
3 - Cette densité ne s’exprimant pas comme le produit de deux fonctions, l’une de x, l’autre
de u, les deux variables X et U ne sont pas indépendantes.

Exercice 8 : La densité de X est fX(x) = 1[0,1](x) et celle de Y est fY (y) = e−y1R+(y).
CommeX et Y sont indépendantes, la densité du couple (X,Y ) est f(X,Y )(x, y) = fX(x)fY (y) =

1[0,1](x)e
−y1R+(y). Pour toute fonction borélienne et bornée, on a donc IE[g(Y/X)] =

∫∞
0

∫ 1
0 g(y/x)e

−y dy dx.
On pose x = x et u = y/x. On obtient dxdy = |x|dxdu et le changement de bornes :
(x ∈ [0, 1], y ≥ 0) ⇔ (x ∈ [0, 1], y ≥ 0) (Détails : Pour ⇒ est directe. Pour ⇐, on a

y = xu ≥ 0 et x ∈ [0, 1] donc OK). On obtient IE[g(Y/X)] =
∫∞
0 g(u)

(

∫ 1
0 xe

−xu dx
)

du =
∫∞
0 g(u)

(

1−e−u−ue−u

u2

)

du. La densité de Y/X est donc fY/X(u) =
(

1−e−u−ue−u

u2

)

1[0,+∞[(u),

u ∈ R.
Remarque: Si on avait fait le changement de variables y = y, u = y/x, on aurait eu

dxdy = |− y
u2 |dydu, et le changement de bornes aurait été (x ∈ [0, 1], y ≥ 0) ⇔ (y ≥ 0, u ≥ y).

Exercice 9 :

1 -
fX1(x1) =

∫

R

1

2π
√

1−ρ2
exp(− 1

2(1−ρ2)
((x2 − ρx1)

2 + (1− ρ2)x21))dx2

= exp(−x2
1
2 )

(

∫

R

1

2π
√

1−ρ2
exp(− x2

2(1−ρ2
)dx

)

= 1√
2π

exp(−x21/2).
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X1 et X2 sont donc des gaussiennes centrées de variance 1. Si X1 et X2 sont indépendantes
f(x1, x2) est le produit des densités marginales deX1 etX2; on devrait donc avoir f(X1,X2)(x1, x2) =

1
2πe

−x
2
1+x

2
2

2 ce qui ne peut être le cas que pour ρ = 0.
2 - Pour toute fonction g mesurable bornée,

IE[g(R,Φ)] =

∫

R+×[0,2π]

1

2π
√

1− ρ2
g(r, φ) exp(− r2

2(1− ρ2)
(1− ρ sin(2φ))rdrdφ.

Ainsi, la densité du couple vaut f(R,Φ)(r, φ) =
r

2π
√

1−ρ2
exp(− r2

2(1−ρ2)
(1−ρ sin(2φ))1R+×[0,2π](r, φ).

La densité marginale de Φ vaut

fΦ(φ) =

∫

R+

f(r, φ)dr =

√

1− ρ2

2π

1

(1− ρ sin 2φ)
1[0,2π](φ).

Exercice 10 :

1 - IE[Zn
a ] =

1
Γ(a)

∫

R+
tne−tta−1dt = Γ(a+n)

Γ(a) .
2 - Pour toute fonction g mesurable bornée,

IE[g(Za/(Za + Zb), Za + Zb)] =
1

Γ(a)Γ(b)

∫

R2
+

g(za/(za + zb), za + zb)e
−aza−bzbza−1

a zb−1
b dzadzb

On fait le changement de variables x = za
za+zb

, y = za+ zb d’où za = xy et zb = y(1−x). On a

[

∂za
∂x

∂zb
∂x

∂za
∂y

∂zb
∂y

]

=

[

y −y
x 1− x

]

de déterminant y(1 − x) + yx = y. Donc dzadzb = |y|dxdy. Le changement de bornes est
(za ≥ 0, zb ≥ 0) ⇔ (x ∈ [0, 1], y ≥ 0). (Détails: ⇒ facile. Pour ⇐, on a za = xy ≥ 0 et
zb = y(1− x) ≥ 0). Puis

IE[g(Za/(Za +Zb), Za +Zb)] =
1

Γ(a)Γ(b)

∫

0≤x≤1,y≥0
g(x, y) exp(−y)ya+b−1xa−1(1− x)b−1dxdy

D’où la densité fX,Y (x, y) =
1

Γ(a)Γ(b) exp(−y)ya+b−1xa−1(1 − x)b−11[0,1]×R+
(x, y). Elle est le

produit d’une fonction de x par une fonction de y, les deux variables sont donc indépendantes
et l’on obtient la densité de la loi de Za/(Za + Zb) en l’intégrant en y, on obtient ainsi, en
utilisant le fait que

∫∞
0 e−tta+b−1dt = Γ(a+ b):

fZa/(Za+Zb)(x) =
Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)x

a−1(1− x)b−11[0,1](x) (loi Béta de paramètre (a, b)).

Exercice 11 :

1 - X et Y étant deux variables bornées, ∃M,N tels que X ≤M p.s., et Y ≤ N p.s. Ainsi,
IE[(M−X)(N−Y )] = IE[

∫M
X dx

∫M
Y dy] = IE[

∫M
−∞ 1X≤xdx

∫N
−∞ 1Y≤ydy] =

∫M
−∞

∫N
−∞ IP(X ≤

x, Y ≤ y)dxdy.
de plus M − IE[X] = IE[

∫M
−∞ 1X≤xdx] =

∫M
−∞ IP(X ≤ x)dx.

donc IE[XY ]−IE[X]IE[Y ] = IE[(M−X)(N−Y )]−(M−IE[X])(N−IE[Y ]) =
∫M
−∞

∫N
−∞(IP(X ≤

x, Y ≤ y)− IP(X ≤ x)IP(Y ≤ y))dxdy =
∫

R2(IP(X ≤ x, Y ≤ y)− IP(X ≤ x)IP(Y ≤ y))dxdy
(la dernière égalité s’expliquant par le fait que (IP(X ≤ x, Y ≤ y)− IP(X ≤ x)IP(Y ≤ y))

est nul dès que x ≥M ou y ≥ N).
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2 - premier membre : IE[X2]− IE[X]2 =
∫ a
0

x2

a dx− (
∫ a
0

x
adx)

2 = a2

12 .
deuxième membre : IP(X ≤ x,X ≤ y) − IP(X ≤ x)IP(X ≤ y) = 1/(a2)(amin(x, y) −

xy)1(x,y)∈[0,a]2 le calcul de cette intégrale en utilisant le théorème de Fubini, redonne bien le
résultat précédent.

Exercice 12

1 - Inégalité de Schwarz.

2 - IE[|X1...Xn|] ≤
(

IE[|X1...Xn−1|2]IE[X2
n]
)1/2

. Par définition de pn−1, le fait que pour tout
k ≤ n − 1 IE[|X2

k |pn−1 ] < ∞, entrâıne IE[|X1...Xn−1|2] < ∞. D’autre part IE[|Xn|2pn−1 ] < ∞
entrâıne IE[X2

n] < ∞ (sur un espace de probabilité Lq ⊂ Lp si p ≤ q, d’après l’inégalité de
Hölder). Ainsi, si l’on prend pn = 2pn−1 on a bien la propriété voulue. On peut donc choisir
pn = 2n−1.

3 - Il s’agit de trouver ǫ > 0 tel que ∀k ≤ n, IE[exp(ǫpnG
2
k)] =

∫

R
exp((ǫpn− 1

2σ2 )x
2)dx <∞,

ce qui est le cas dès lors que ǫpn − 1
2σ2 < 0. Il suffit donc de choisir ǫ < mink≤n

1
2pnσ2

k

.

Exercice 13

1 - ρ = IP(g(Yn) ≥ Un) =
∫

[0,1]×R
1{g(y)≥x}h(y)dxdy =

∫

R
g(y)h(y)dy.

IP(τ = n) = IP(U1 > g(Y1), ..., Un−1 > g(Yn−1), Un ≤ g(Yn))
= IP(U1 > g(Y1))...IP(Un−1 > g(Yn−1))IP(Un ≤ g(Yn))(indépendance)
= (1− ρ)n−1ρ

IP(τ <∞) =
∑∞

n=1 IP(τ = n) = ρ
∑∞

n=1(1− ρ)n−1 = 1.
2 - Pour toute fonction f , mesurable bornée,

IE[f(Yτ )] =
∑∞

k=1 IE[f(Yk)1τ=k]
=
∑∞

k=1 IE[f(Yk)1(U1>g(Y1))...1(Uk−1>g(Yk−1))1(Uk≤g(Yk))]

=
∑∞

k=1(1− ρ)k−1IE[f(Yk)1(Uk≤g(Yk))]

=
∑∞

k=1(1− ρ)k−1
∫

[0,1]×R
1{g(y)≥x}f(y)h(y)dxdy

=
∫

R
f(y)g(y)h(y)ρ dy

Ainsi la loi de X a pour densité g(y)h(y)/ρ.

Exercice 14 :

1 -

IE[f(S1, ..., Sn)] =
∫

Rn

+
f(x1, x1 + x2, ..., x1 + ..+ xn)λ

n exp(−λ(x1 + ...+ xn))dx1..dxn

=
∫

0≤s1≤..≤sn
λn exp(−λsn)ds1..dsn.

(on a effectué le changement de variable s1 = x1, ..., sn = x1 + ... + xn de jacobien égal à 1)
Ainsi la loi de (S1, ..., Sn) a pour densité fS1,..,Sn

(s1, .., sn) = λn exp(−λsn)10≤s1≤..≤sn .
2 - Il nous suffit d’intégrer cette densité en ses n − 1 premières variables pour obtenir la

densité de la loi de Sn. Ainsi,

fSn
(sn) =

∫

0≤s1≤...≤sn
λn exp(−λsn)ds1...dsn−1

= λn exp(−λsn)
∫

0≤s1≤...≤sn
ds1...dsn−1

= λn exp(−λsn) 1
(n−1)!

∫

[0,sn]n−1 ds1...dsn−1
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(dans la dernière égalité on intègre sur le carré tout entier, et l’on divise par le nombre de
façons d’ordonner n− 1 nombres, soit (n− 1)!.) On obtient finalement,

fSn
(sn) =

sn−1
n

(n− 1)!
λn exp(−λsn)1sn≥0.

3 - La fonction caractéristique de Sn, s’écrit

ϕSn
(t) = IE[eitSn ] = IE[eit(X1+...+Xn)] = IE[eitX1 ]n (indépendance des Xi)

Or IE[eitX1 ] = λ
∫

R+
eitx exp(−λx)dx = λ

λ−it . Donc

ϕSn
(t) =

(

λ

λ− it

)n

.

4 - IE[Sn] = nIE[X] = n
λ , par linéarité de l’espérance.

D’autre part, IE[Sn] =
1
iϕ

′
Sn
(0) = n

λ .
V ar(Sn) = nV ar(X1) = n(IE[X2] − IE[X]2) = n

λ2 . (on a utilisé l’indépendance dans la
première égalité).

D’autre part, IE[S2
n] = −ϕ′′

Sn
(0) = n(n+1)

λ2 , et donc V ar(Sn) = IE[S2
n]− IE[Sn]

2 = n
λ2 .

Exercice 15 :

1 - La loi d’une variabe aléatoire est caractérisée par sa fonction caractéristique, qui est
dans le cas d’une N (0, σ2), exp(−σ2x2

2 ) et dans le cas d’une loi de Cauchy de paramètre
c, exp(−c|x|). Ainsi, l’on voit que la loi de n gaussiennes indépendantes a pour fonction

caractéristique exp(−nσ2x2

2 ) et est donc égale en loi à
√
nN (0, σ2). De même, la somme de n

lois de Cauchy indépendantes a pour fonction caractéristique exp(−nc|x|), et est donc égale à
n fois une loi de Cauchy de paramètre c.

Pour une loi de Poisson de paramètre t, la fonction génératrice vaut IE[sX ] =
∑∞

k=0 e
−t sktk

k! =

et(s−1).
Mais IE[sanX+bn ] = IE[sX ]n entrâıne sbnet(s

an−1) = ent(s−1), c’est-à-dire bn = 0 et an = 1
et par conséquent n = 1. La loi de Poisson n’est donc pas stable.

2 - Si X suit une loi N (m,σ2), alors X1+ ..+Xn suit une loi N (nm, nσ2), et anX+bn une
loi N (anm+ bn, a

2
nσ

2). Donc an =
√
n et bn = m(n−√

n). Ainsi

(X1 −m) + ...+ (Xn −m)√
n

loi
= X −m

Le théorème central limite, permet de conclure si l’on fait tendre n vers l’infini, que X suit
une loi N (m,σ2).

Exercice 16 :

1 - Pour toute rotation R de R2,
Φ(u, v) = IE[exp(i((u, v)|Z))] = IE[exp(i((u, v)|RZ))] = IE[exp(i(R−1(u, v)|Z))] = Φ(R−1(u, v)).
Donc Φ ne dépend que du module de (u, v).
2 - a) φ(u, v) = φX(u)φY (v) = ψ(u2 + v2). φY (0) = 1 donc φX(u) = ψ(u2) et de même

φY (u) = ψ(u2). Donc X et Y ont même loi et leur fonction caractéristique sont paires. Or il
est un fait général que φX(−u) = φX(u), et donc φX(u) = φX(u) et donc φX(u) est réelle.

b) Des identités écrites au dessus on déduit que

∀u, v > 0, ψ(u+ v) = ψ(u)ψ(v). (⋆)
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Supposons que ∃x ∈ R+ tel que ψ(x) = 0. x 6= 0 car ψ(0) = φX(0) = 1. D’après (⋆),
ψ(x2 )

2 = ψ(x) = 0, d’où ψ(x2 ) = 0 et par récurrence sur k ∈ N, ψ( x
2k
) = 0 ce qui conterdit la

continuité de ψ en 0. Donc ψ ne s’annule pas.
c) 0 < ψ ≤ 1, posons e−λ = ψ(1). Par récurrence sur n ∈ N, on a ∀x ∈ R+, ψ(nx) =

(ψ(x))n, d’où ψ(n) = (ψ(1))n = e−λn.
On a alors ∀(n, p) ∈ N×N⋆, ψ(n/p) = (ψ(n))1/p = e−λn/p, Q étant dense on conclut par

continuité que ∀t ∈ R+, ψ(t) = e−λt. Ainsi

∀u ∈ R, φX(u) = e−λu2

C’est la fonction caractéristique de la loi N (′,∈λ).
d) Pour toute fonction mesurable bornée sur R+ × [0, 2π],

IE[f(R, θ)] =

∫

R+×[0,2π]

f(r, θ)

4πλ
exp(− r2

4λ
)rdrdθ.

La loi de (R, θ) a pour densité 1
4πλ exp(− r2

4λ)r1R+×[0,2π](r, θ). Donc (R, θ) sont indépendantes,

θ suit une loi uniforme sur [0, 2π], et R suit la loi de densité r/(2λ) exp(− r2

4λ)1R+(r).
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