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I. Quelques généralités

Exerie 1

1. Pour a ∈ R, on a que P(X = a) = P(X ≤ a)− P(X < a) = F (a)− F (a−). Puisque F est ontinue

en a F (a−) = F (a), d'où P(X = a) = F (a)− F (a−) = 0.

2. On herhe la fontion de répartition de F (X). Posons, pour t ∈]0, 1[, F−1(t) = sup{s ∈ R :
F (s) ≤ t} (Remarquer que F−1

est bien dé�nie sur ]0, 1[ ar F est roissante, don F−1(t) est �ni).
On remarque que, pour tout s ∈ R et t ∈]0, 1[, (F (s) ≤ t) ⇔ (s ≤ F−1(t)) (Détails : Si F (s) ≤ t,

alors s ≤ F−1(t) par la dé�nition de F−1
; si s ≤ F−1(t), alors soit s < F−1(t) don F (s) ≤ t, par

dé�nition de F−1
, soit s = F−1(t), et on a alors F (s) = t ar F est ontinue). En partiulier on

a égalité des évènements {F (X) ≤ t} = {X ≤ F−1(t)}. D'où P(F (X) ≤ t) = P(X ≤ F−1(t)) =
F (F−1(t)) = t ar F est ontinue, e pour tout t ∈]0, 1[. Don F (X) suit la loi uniforme sur [0, 1].

3. Puisque X et Y sont indépendantes, on a

P(Y −X = 0) =

∫

R2

1{0}(y − x)dPX(x)⊗ dPY (y).

Ave le théorème de Fubini, on obtient

P(Y −X = 0) =

∫

R

dPY (y)

∫

R

1{0}(y − x)dPX(x).

Puisque la loi de X est ontinue, pour tout y �xé,

∫

R

1{0}(x− y)dPX(x) =

∫

R

1{y}(x)dPX(x) = PX({y}) = 0,

d'où

P(Y −X = 0) = 0.

Exerie 2

Puisque les v.a. Xi sont indépendantes et de même loi ontinue, on a pour i, j ∈ N, i 6= j, P(Xi = Xj) = 0
(voir Exerie 1 3.). Par suite

P(X1 ≤ X2 ≤ · · · ≤ Xn) = P(X1 < X2 < · · · < Xn).

Soit Sn l'ensemble des permutations des indies {1, . . . , n}. Comme les variables aléatoires sont in-

dépedantes et de même loi, pour toute permutation σ ∈ Sn, le n-uplet (X1,X2, . . . ,Xn) a même loi

que (Xσ(1),Xσ(2), . . . ,Xσ(n)). Ainsi, P(X1 < X2 < · · · < Xn) = P(Xσ(1) < Xσ(2) < · · · < Xσ(n)) pour

toute permutation σ. On remarque que

Ω =
⋃

σ∈Sn

{Xσ(1) < Xσ(2) < · · · < Xσ(n)} ∪ {∃ i 6= j : Xi = Xj}.
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La nullité de P(Xi = Xj) pour i et j distints donne que l'évènement {∃ i 6= j : Xi = Xj} est de probabilité
nulle. Don ,(en utilisant que la probabilité d'une union disjointe est la somme des probabilités)

1 =
∑

σ∈Sn

P(Xσ(1) < Xσ(2) < · · · < Xσ(n)) = Card(Sn)P(X1 < X2 < · · · < Xn).

Comme Card(Sn) = n!, on a

P(X1 < X2 < · · · < Xn) =
1

n!
.

Autre solution. On note X(1) < X(2) < . . . < X(n) les (Xi)1≤i≤n rangés dans l'ordre roissant

(on ne se plae pas forément sur l'évènement X1 < X2 . . . < Xn. Pour i ∈ {1, . . . , n}, on note σX(i)
l'indie j tel que Xj = X(i). On a don σX qui est une permutation (aléatoire). De plus, par symétrie,

σX est uniformément distribuée parmi toutes les permutations (il y en a n!). En e�et soit σ ∈ Sn. Alors

P(σX = σ) = P(Xσ(1) < . . . < Xσ(n)) = P(X1 < . . . < Xn) qui ne dépend pas du hoix de σ. On a don,

P(X1 < X2 < · · · < Xn) = P(σ(i) = i∀i ≤ n) =
1

Card(Sn)
=

1

n!
.

II. Autour des lois usuelles

Exerie 3

1. Loi uniforme sur [a, b]. Si X suit une loi uniforme sur [a, b], sa densité est fX(x) = 1
b−a

1[a,b](x) et
on a

E[X] =

∫

R

xfX(x)dx =
1

b− a

∫ b

a

xdx =
b2 − a2

2(b− a)
=

a+ b

2

et

E[X2] =

∫

R

x2fX(x)dx =
1

b− a

∫ b

a

x2dx =
b3 − a3

3(b− a)
=

a2 + ab+ b2

3
,

d'où

Var(X) = E[X2]− E[X]2 =
a2 + ab+ b2

3
−
(

a+ b

2

)2

=
(b− a)2

12
.

Sa fontion de répartion est donnée par

P(X ≤ x) =



















0 si x < a

1 si x > b
∫

R

1{t≤x}fX(t)dt =
1

b− a

∫ x

a

dt =
x− a

b− a
si a ≤ x ≤ b

.

La fontion aratéristique de X est alors

ϕX(t) = E
[

eitX
]

=

∫

R

eitxfX(x)dx =
1

b− a

∫ b

a

eitxdx =
eitb − eita

it(b− a)
.

2. Loi exponentielle de paramètre λ. Si X suit une loi exponentielle de paramètre λ, sa densité est

fX(x) = λe−λx
1R+(x) et on a par intégration par parties

E[X] =

∫

R

xfX(x)dx =

∫

R+

λxe−λxdx =
[

−xe−λx
]+∞

0
+

∫ +∞

0
e−λxdx =

[

−e−λx

λ

]+∞

0

=
1

λ
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et

E[X2] =

∫

R

x2fX(x)dx =

∫

R+

λx2e−λxdx =
[

−x2e−λx
]+∞

0
+ 2

∫ +∞

0
xe−λxdx =

2

λ
E[X] =

2

λ2
,

d'où

Var(X) = E[X2]− E[X]2 =
1

λ2
.

Sa fontion de répartion est donnée par

P(X ≤ x) =







0 si x < 0
∫

R

1{t≤x}fX(t)dt =

∫ x

0
λe−λtdt =

[

−e−λt
]x

0
= 1− e−λx

si x ≥ 0
.

La fontion aratéristique de X est alors

ϕX(t) = E
[

eitX
]

=

∫

R

eitxfX(x)dx =

∫

R+

λe(it−λ)xdx =

[

λe(it−λ)x

it− λ

]+∞

0

=
λ

λ− it
.

3. Loi gaussienne de moyenne m et de variane σ2
. Si X suit une loi gaussienne N (m,σ2), sa densité

est fX(x) = 1
σ
√
2π

exp
(

− (x−m)2

2σ2

)

. Par dé�nition de ette loi E[X] = m,Var(X) = σ2
et on ne peut

pas aluler expliitement sa fontion de répartition. La fontion aratéristique de X est alors

ϕX(t) = E
[

eitX
]

=

∫

R

eitxfX(x)dx =

∫

R

1

σ
√
2π

exp

(

−(x−m)2

2σ2
+ itx

)

dx.

En utilisant la forme anonique

−(x−m)2

2σ2
+itx = − 1

2σ2

(

x2 − 2(m+ itσ2)x+m2
)

= − 1

2σ2

(

(x− (m+ itσ2))2 − 2imtσ2 + t2σ4
)

,

on obtient

ϕX(t) =

∫

R

1

σ
√
2π

exp

(

imt− t2σ2

2

)

exp

(

−(x− (m+ itσ2))2

2σ2

)

dx = exp

(

imt− t2σ2

2

)

ar

∫

R

1
σ
√
2π

exp
(

− (x−(m+itσ2))2

2σ2

)

dx = 1.

Exerie 4

1. Considérons la suite roissante d'événements ({X > 1
n
})n≥1. On a

⋃

n≥1{X > 1
n
} = {X > 0}, si

bien que limn→+∞ P(X > 1
n
) = P(X > 0) > 0. En partiulier, ∃ε = 1

n0
tel que P(X > ε) > 0 et

l'hypothèse de départ nous donne, par réurrene simple

∀n ≥ 1, P(X > nε) = P(X > ε)n > 0.

On en déduit failement que P(X > t) > 0 pour tout t > 0.

2. L'hypothèse de départ se réérit

∀s, t ≥ 0, h(t+ s) = h(t) + h(s)

e qui entraîne en partiulier, par réurrene

∀n ≥ 1, h(nt) = nh(t).
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En érivant, pour p, q ∈ N
∗
, h(q p

q
) = qh(p

q
) = h(p) = ph(1), on obtient h(p

q
) = p

q
h(1), e qui est la

relation demandée pour t rationnel positif.

Pour étendre à t réel positif, on remarque que h est déroissante et l'on hoisit deux suites (rn) et
(r′n) de rationnels positifs, la première roissante et la seonde déroissante, qui onvergent vers t,

si bien que

r′nh(1) = h(r′n) ≤ h(rn) = rnh(1).

Par passage à la limite, on obtient h(t) = th(1). (remarque. On aurait pu aussi utiliser que h(t)
est ontinue à droite).

3. X = 0 est une solution triviale. Si P(X > 0) > 0, on a montré que P(X ≤ t) = 1−e−h(t) = 1−eth(1).

On a forément h(1) < 0 (si h(1) = 0, alors P(X ≤ t) = 0 pour tout t don X = +∞ ps, e

que l'on exlut ar X est une v.a. rélle). Finalement, X suit une loi exponentielle de paramètre

λ = −h(1) > 0.

Exerie 5

La fontion aratéristique de Sn est

ϕSn(t) = E
[

eitSn
]

= E

[

eit
∑n

k=1 Xk

]

= E

[

n
∏

k=1

eitXk

]

=
n
∏

k=1

E
[

eitXk
]

par indépendane des Xk

=

n
∏

k=1

ϕXk
(t) =

n
∏

k=1

exp

(

imkt−
t2σ2

k

2

)

= exp

(

it

n
∑

k=1

mk −
t2

2

n
∑

k=1

σ2
k

)

.

On reonnait la fontion aratéristique de la loi gaussienne de moyenne

∑n
k=1mk et de variane

∑n
k=1 σ

2
k.

Exerie 6

1. Soient X et Y sont deux v.a. indépendantes de lois exponentielles de paramètres λ et µ respetive-

ment. Soit g mesurable positive. Alors

E[g(X + Y )] =

∫

R2

g(x+ y)λµe−λxe−µy
1]0,+∞[(x)1]0,+∞[(y)dxdy

On fait le hangement de variables x = x, z = x+ y. On trouve dxdy = |1|dxdz. Le hangement de

bornes est (x ≥ 0, y ≥ 0) ⇔ (x ≥ 0, z ≥ x). On obtient

E[g(X + Y )] =

∫

z≥x≥0
g(z)λµe−(λ−µ)xe−µzdxdz =

∫

z≥0
g(z)λµe−µz

∫ z

0
e−(λ−µ)xdxdz.

D'où, si λ 6= µ,

fX+Y (z) = λµ
e−λz − e−µz

µ− λ
1]0,+∞[(z)

et si λ = µ

fX+Y (z) = λ2ze−λz
1]0,+∞[(z)

.

2. Soient X et Y sont deux v.a. indépendantes de loi uniforme sur l'intervalle [a, b]. Soit g mesurable

positive. Alors

E[g(X + Y )] =

∫

R2

g(x+ y)

(

1

b− a

)2

1[a,b](x)1[a,b](y)dxdy
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On fait le hangement de variables x = x, z = x + y. On trouve dxdy = |1|dxdz. Le hangement

de bornes est (x ∈ [a, b], y ∈ [a, b]) ⇔ (x ∈ [a, b], z ∈ [a + x, b + x]) (Véri�ez-le !). On obtient

�nalement

E[g(X+Y )] =

∫

x∈[a,b],z∈[a+x,b+x]
g(z)

(

1

b− a

)2

dxdz =

∫

z∈[2a,2b]
g(z)

(

1

b− a

)2 ∫

x∈[a,b]∩[z−b,z−a]
1dxdz.

On remarque que

[a, b] ∩ [z − b, z − a] =

{

[a, z − a] si 2a ≤ z ≤ a+ b

[z − b, b] si a+ b ≤ z ≤ 2b

on trouve don

fX+Y (z) =

(

1

b− a

)2

(z − 2a)1[2a,a+b](z) +

(

1

b− a

)2

(2b− z)1[a+b,2b](z).

III. Loi de minimum, maximum

Exerie 7

On pose X(1) = min1≤i≤nXi et X(n) = max1≤i≤n Xi.

1. Loi uniforme sur [a, b]. La loi du minimum X(1) est donnée par : P(min1≤i≤nXi ≥ t) = 1 si t < a,

P(min1≤i≤n Xi ≥ t) = 0 si t > b et pour a ≤ t ≤ b,

P( min
1≤i≤n

Xi ≥ t) = P(

n
⋂

i=1

{Xi ≥ t}) =
n
∏

i=1

P(Xi ≥ t) ar les Xi sont indépendants

= P(X1 ≥ t)n ar les Xi ont même loi

=

(

1− t− a

b− a

)n

=

(

b− t

b− a

)n

.

Ainsi la fontion de répartition du minimum est

FX(1)
(t) =











0 si t < a

1 si t > b

1− ( b−t
b−a

)n si a ≤ t ≤ b

,

et sa densité est obtenue en dérivant ette expression, i.e. la densité du minimum est don fX(1)
(t) =

n
b−a

(

b−t
b−a

)n−1
1[a,b](t).

La loi du maximum X(n) est donnée par : P(max1≤i≤nXi ≤ t) = 0 si t < a, P(max1≤i≤nXi ≤ t) = 1
si t > b et pour a ≤ t ≤ b,

P( max
1≤i≤n

Xi ≤ t) = P(
n
⋂

i=1

{Xi ≤ t}) =
n
∏

i=1

P(Xi ≤ t) ar les Xi sont indépendants

= P(X1 ≤ t)n ar les Xi ont même loi

=

(

t− a

b− a

)n

.
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Ainsi la fontion de répartition du maximum est

FX(n)
(t) =















0 si t < a

1 si t > b
(

t−a
b−a

)n

si a ≤ t ≤ b

,

et sa densité est obtenue en dérivant ette expression, i.e. la densité du maximum est don fX(n)
(t) =

n
b−a

(

t−a
b−a

)n−1
1[a,b](t).

2. Loi exponentielle de paramètre λ. La loi du minimum X(1) est donnée par : P(min1≤i≤nXi ≥ t) = 1
si t ≤ 0 et pour t > 0,

P( min
1≤i≤n

Xi ≥ t) = P(
n
⋂

i=1

{Xi ≥ t}) =
n
∏

i=1

P(Xi ≥ t) ar les Xi sont indépendants

= P(X1 ≥ t)n ar les Xi ont même loi

= e−nλt.

Ainsi la fontion de répartition du minimum est

FX(1)
(t) =

{

0 si t ≤ 0

1− e−nλt
si t > 0

,

et sa densité est obtenue en dérivant ette expression, i.e. la densité du minimum est don fX(1)
(t) =

nλe−nλt
1R+(t). Don X(1) suit une loi exponentielle de paramètre nλ.

La loi du maximum X(n) est donnée par : P(max1≤i≤nXi ≤ t) = 0 si t ≤ 0 et pour t > 0,

P( max
1≤i≤n

Xi ≤ t) = P(

n
⋂

i=1

{Xi ≤ t}) =
n
∏

i=1

P(Xi ≤ t) ar les Xi sont indépendants

= P(X1 ≤ t)n ar les Xi ont même loi

= (1− e−λt)n.

Ainsi la fontion de répartition du maximum est

FX(n)
(t) =

{

0 si t ≤ 0

(1− e−λt)n si t > 0
,

et sa densité est obtenue en dérivant ette expression, i.e. la densité du maximum est don fX(n)
(t) =

nλe−λt(1− e−λt)n−1
1R+(t).

3. Loi de densité f par rapport à la mesure de Lebesgue. La loi du minimum X(1) est donnée, pour

t ∈ R, par

P( min
1≤i≤n

Xi ≥ t) = P(
n
⋂

i=1

{Xi ≥ t}) =
n
∏

i=1

P(Xi ≥ t) ar les Xi sont indépendants

= P(X1 ≥ t)n ar les Xi ont même loi

= (1− F (t))n ar F est ontinue.
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Ainsi la fontion de répartition du minimum est FX(1)
(t) = 1 − (1 − F (t))n pour t ∈ R, et sa

densité est obtenue en dérivant ette expression, i.e. la densité du minimum est don fX(1)
(t) =

nf(t)(1− F (t))n−1
.

La loi du maximum X(n) est donnée, pour t ∈ R, par

P( max
1≤i≤n

Xi ≤ t) = P(

n
⋂

i=1

{Xi ≤ t}) =
n
∏

i=1

P(Xi ≤ t) ar les Xi sont indépendants

= P(X1 ≤ t)n ar les Xi ont même loi

= F (t)n.

Ainsi la fontion de répartition du maximum est FX(n)
(t) = F (t)n pour t ∈ R, et sa densité est

obtenue en dérivant ette expression, i.e. la densité du maximum est don fX(n)
(t) = nf(t)F (t)n−1

.

Exerie 8

1. Pour k ≥ 1, on a

P(N = k) = P(

k−1
⋂

i=1

{Xi ≤ a} ∩ {Xk > a}) = P(Xk > a)

k−1
∏

i=1

P(Xi ≤ a) = (1− F (a))F (a)k−1.

On a P(N = +∞) = limk→∞ P(N ≥ k). On alule que P(N ≥ k) =
∑

ℓ≥k(1 − F (a))F (a)ℓ−1 =

F (a)k−1
(on aurait pu voir aussi que {N ≥ k} = {X1 ≤ a,X2 ≤ a, . . . ,Xk−1 ≤ a}). Puisque

F (a) < 1, on trouve que P(N = ∞) = 0 don N est p.s. �ni. On déduit alors l'espérane de N ,

E[N ] =
∑

k≥1

kP(N = k) = (1− F (a))
∑

k≥1

kF (a)k−1 = (1− F (a))
∂

∂F (a)





∑

k≥1

F (a)k



 .

Or

∑

k≥1 F (a)k = F (a)
1−F (a) ar 0 < F (a) < 1 et don

∂
∂F (a)

(

∑

k≥1 F (a)k
)

= 1
(1−F (a))2

, d'où

E[N ] = (1− F (a))
1

(1 − F (a))2
=

1

1− F (a)
.

2. Puisque N = min{n ≥ 1 : Xn > X0}, on a, pour k ≥ 1,

{N = k} =

k−1
⋂

i=1

{Xi ≤ X0} ∩ {Xk > X0}.

Puisque les v.a. Xi sont indépendantes et de même loi ontinue, on a pour i, j ∈ N, i 6= j, P(Xi =
Xj) = 0 (voir Exerie 1 3.). Par suite

P(N = k) = P(
k−1
⋂

i=1

{Xi < X0} ∩ {Xk > X0}).

Il y a (k − 1)! façons d'ordonner les variables X1, . . . ,Xk−1. Don

P(

k−1
⋂

i=1

{Xi < X0} ∩ {Xk > X0}) = (k − 1)!P(X1 < X2 < . . . < Xk−1 < X0 < Xk})
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Puis, omme il y a (k + 1)! façons d'ordonner les variables X0, . . . ,Xk, on a

P(N = k) =
(k − 1)!

(k + 1)!
=

1

k(k + 1)
.

D'autre part, on a {N < +∞} =
⋃

k{N ≤ k}, et omme la suite d'événements {N ≤ k} est

roissante, P(N < +∞) = limk→∞ P(N ≤ k) = 1, ar P(N ≤ k) =
∑k

n=1 P(N = n) = 1 − 1
k+1

puisque

1
n(n+1) =

1
n
− 1

n+1 . On a

E[N ] =
∑

k≥1

kP(N = k) = +∞.

On remarque ii que la loi de N ne dépend pas de F .

3. On suppose dans ette question que les variables (Xn)n≥0 suivent une loi exponentielle de paramètre

λ > 0 et on garde N omme dans 3. Soit g : R2 → R une fontion borélienne positive. On va aluler

E[g(X0,XN −X0)]. Comme N < +∞ P-p.s., on a

E[g(X0,XN −X0)] =
∑

k≥1

E[g(X0,Xk −X0)1{N=k}].

On remarque que {N = k} = {max1≤i≤k−1Xi < X0} ∩ {Xk > X0} don

E[g(X0,Xk −X0)1{N=k}] = E[g(X0,Xk −X0)1{max1≤i≤k−1 Xi<X0}1{Xk>X0}].

On alule

E[g(X0,Xk −X0)1{max1≤i≤k−1 Xi<X0}1{Xk>X0}]

=

∫

(x0,...,xk)∈Rk+1
+

g(x0, xk − x0)1{max1≤i≤k−1 xi<x0}1{xk>x0}λ
k+1e−λ(x0+...+xk)dx0 · · · dxk.

Par Fubini, on trouve que

∫

(x0,...,xk)∈Rk+1
+

g(x0, xk − x0)1{max1≤i≤k−1 xi<x0}1{xk>x0}λ
k+1e−λ(x0+...+xk)dx0 · · · dxk

=

∫

x0<xk

g(x0, xk − x0)λ
2e−λ(x0+xk)(1− e−λx0)k−1dx0dxk

=

∫

(x0,y)∈R2
+

g(x0, y)λ
2e−λ(2x0+y)(1− e−λx0)k−1dx0dy

par le hangement de variable y = xk − x0. On obtient que

E[g(X0,Xk −X0)1{N=k}] =
∫

(x0,y)∈R+
2
g(x0, y)λ

2e−λ(2x0+y)(1− e−λx0)k−1dx0dy.

En sommant sur k ≥ 1, on trouve

E[g(X0,XN −X0)] =

∫

(x0,y)∈R+
2
g(x0, y)λ

2e−λ(x0+y)dx0dy.

Ainsi, X0 et XN −X0 sont 2 variables exponentielles indépendantes de paramètre λ.

IV. Indépendane de deux variables

Exerie 9
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1. Pour montrer que f est bien une densité de probabilité, nous voyons déjà que f est positive et

mesurable (ar ontinue), il reste don à véri�er que son intégrale vaut 1. Par intégration par

parties, on a

∫

R

f(x)dx =
λ3

6

∫

R+

λx4e−λxdx =
λ3

6

(

[

−x3e−λx
]+∞

0
+ 3

∫

R+

x2e−λxdx

)

=
λ2

2

∫

R+

λx2e−λxdx

Or

∫

R+
λx2e−λxdx est le moment d'ordre 2 d'une v.a. de loi exponentielle de paramètre λ que l'on

a déjà alulé dans l'Exerie 3 et qui vaut

2
λ2 . Don

∫

R
f(x)dx = 1 et f est bien une densité de

probabilité.

2. Densité du ouple (V,W ). Pour toute fontion mesurable bornée g, on a, en utilisant que X et Y

sont indépendantes (i.e. la densité jointe est le produit des densités),

E[g(V,W )] = E

[

g

(

X + Y,
X

X + Y

)]

=

∫

R2
+

g

(

x+ y,
x

x+ y

)

f(x)f(y)dxdy.

On e�etue le hangement de variable v = x+ y, w = x
x+y

. On a dxdy = |v|dvdw. Le hangement

de bornes est (x ≥ 0, y ≥ 0) ⇔ (v ≥ 0, w ∈ [0, 1]). On obtient

E[g(V,W )] =

∫

R+×[0,1]
g (v,w) vf(vw)f(v(1 − w))dvdw

=
λ8

36

∫

R+×[0,1]
g (v,w) (vw)3e−λvw(v(1 − w))3e−λv(1−w)vdvdw

=
λ8

36

∫

R+×[0,1]
g (v,w) v7w3(1− w)3e−λvdvdw,

don f(V,W )(v,w) =
λ8

36v
7w3(1− w)3e−λv

1R+(v)1[0,1](w).

3. La densité du ouple (V,W ) pouvant s'érire omme le prouit de deux fontions, l'une de V et

l'autre de W , on en déduit que V et W sont indépendantes. Leurs lois marginales sont données par

fV (v) =

∫

R

f(V,W )(v,w)dw et fW (w) =

∫

R

f(V,W )(v,w)dv.

Comme V et W sont indépendantes, nous n'avons ii qu'à trouver les onstantes de renormalisation.

Il su�t la de trouver pour l'une des densités pour en déduire la seonde. En utilisant le même type

de alul que dans 1., on a

λ8

∫

R+

v7e−λvdv = 7λ7

∫

R+

v6e−λvdv = 7× 6λ6

∫

R+

v5e−λvdv = · · · = 7!λ

∫

R+

e−λvdv = 7!.

Don

fV (v) =
λ8

7!
v7e−λv

1R+(v) et fW (w) = 140w3(1− w)31[0,1](w).

Exerie 10

Soit g une fontion mesurable positive. On rappelle la densité de N (0, 1) :

1√
2π
e−

x2

2
. Pour x, y ∈ R, on

note Φ(x, y) le réel de [0, 2π[ véri�ant x = R cos Φ(x, y), y = R sinΦ(x, y) ave R =
√

x2 + y2. On alule

E[g(R,Φ)] =

∫

R2

g(
√

x2 + y2,Φ(x, y))
1

2π
e−

x2+y2

2 dxdy.

9



On fait le hangement de variables r =
√

x2 + y2 et φ = Φ(x, y). On a dxdy = |r|drdφ. Le hangement

de variables est (x ∈ R, y ∈ R) ⇔ (r ≥ 0, φ ∈ [0, 2π[). On obtient

E[g(R,Φ)] =

∫

R+×[0,2π[
g(r, φ)

1

2π
re−

r2

2 drdφ.

La densité de (R,Φ) est f(R,Φ)(r, φ) =
1
2π re

− r2

2 1R+(r)1[0,2π[(φ). Les variables R et Φ sont don indépen-

dantes ar la densité s'érit omme un produit fonction(r) × fonction(φ). On obtient les marginales

en intégrant par rapport à l'autre variable. fR(r) =
∫

[0,2π[ f(R,Φ)(r, φ)dφ = re−
r2

2 1R+(r) et fΦ(φ) =
∫

R+
f(R,Φ)(r, φ)dr = 1

2π1[0,2π[(φ)

Exerie 11

On se donne (Xi)1≤i≤n i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. On note Y := min1≤i≤nXi et Z := max1≤i≤n Xi.

1. Loi de (Y,Z). On a P(Y ≥ y, Z ≤ z) = 0 si y > z. Sinon,

P(Y ≥ y, Z ≤ z) = P

(

n
⋂

i=1

{y ≤ Xi ≤ z}
)

=
n
∏

i=1

P (y ≤ Xi ≤ z) = P (y ≤ X1 ≤ z)n = (F (z)−F (y))n,

où F est la fontion de répartition de la loi uniforme sur [0, 1] et l'on note f sa densité. D'où la densité

jointe f(Y,Z)(y, z) = n(n− 1)f(y)f(z)(F (z)−F (y))n−2 = n(n− 1)(z − y)n−2
1[0,1](y)1[0,1](z)1{y≤z}

(On obtient en dérivant par rapport à y puis z).

2. On a 1− Y = 1−min1≤i≤nXi = max1≤i≤n X̃i, où X̃i = 1−Xi est de loi uniforme sur [0, 1] et es
v.a. sont indépendantes. De même, 1− Z = 1−max1≤i≤nXi = min1≤i≤n X̃i. Don (1− Y, 1− Z)
a même loi que (Y,Z).

3. Pour toute fontion g borélienne positive,

E

[

g

(

Y

Z

)]

=

∫ 1

0

∫ 1

0
g
(y

z

)

n(n− 1)(z − y)n−2
1{y≤z}dydz.

On fait le hangement de variable u = y
z
et z = z. On a dydz = |z|dudz. Le hangement de bornes

est (0 ≤ y ≤ z ≤ 1) ⇔ (0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ u ≤ 1).

E

[

g

(

Y

Z

)]

=

∫ 1

0

∫ 1

0
g (u)n(n− 1) (z − uz)n−2 zdudz

=

∫ 1

0
g (u) (n− 1)(1 − u)n−2

(
∫ 1

0
nzn−1dz

)

du

=

∫ 1

0
g (u) (n− 1)(1 − u)n−2du.

Ainsi la densité de

Y
Z

est fY
Z

(u) = (n− 1)(1 − u)n−2
1[0,1](u).

4. Soit g borélienne positive. On fait le hangement de variable u = 1−z
1−y

, v = y. On a dydz = |1−v|dudv
et le hangement de bornes (0|ey ≤ z ≤ 1) ⇔ (0 ≤ v ≤ 1, 0 ≤ u ≤ 1). On obtient

E

[

g

(

1− Z

1− Y
, Y

)]

=

∫ 1

0

∫ 1

0
g

(

1− z

1− y
, y

)

n(n− 1)(z − y)n−2
1{y≤z}dydz

=

∫ 1

0

∫ 1

0
g(u, v)n(n − 1)(1 − v)n−2(1− u)n−2(1− v)dudv

=

∫ 1

0

∫ 1

0
g(u, v)(n − 1)(1 − u)n−2n(1− v)n−1dudv.

10



Le densité de ( 1−Z
1−Y

, Y ) est don f 1−Z
1−Y

,Y (u, v) = (n − 1)(1 − u)n−2n(1 − v)n−1
1[0,1](u)1[0,1](v). Les

variables sont don indépendantes (produit fonction(u)× fonction(v)). On onnaît déjà la densité

de

1−Z
1−Y

, elle est donnée au point u par (n− 1)(1 − u)n−2
1[0,1](u) (en e�et,

1−Z
1−Y

a même loi que

Y
Z

d'après 2.). Don la densité de Y au point v est néessairement n(1− v)n−1
1[0,1](v).

Exerie 12

1. Pour k ≥ 1 et x ∈ R,

P(N = k,XN ≤ x) = P(N = k,Xk ≤ x) = P(

k−1
⋂

i=1

{Xi ≤ a} ∩ {Xk > a} ∩ {Xk ≤ x})

= (P(Xk ≤ x)− P(Xk ≤ a))

k−1
∏

i=1

P(Xi ≤ a) = (F (x) − F (a))F (a)k−1.

On peut déjà onlure que les variables sont indépendantes (fonction(k) × fonction(x)). Pour
x ∈ R,

P(XN ≤ x) =
∑

k≥1

P({XN ≤ x} ∩ {N = k}) =
∑

k≥1

(F (x)− F (a))F (a)k−1

= (F (x) − F (a))
∑

k≥0

F (a)k =
F (x)− F (a)

1− F (a)
.

Néessairement, P(N = k) = (1− F (a))F (a)k−1
et P(N = k,XN ≤ x) = P(XN ≤ x)P(N = k).

2. La v.a. XN est dé�nie P-p.s. puisque N < +∞ P-p.s. et pour k ≥ 1 et x ∈ R,

P(N = k,XN ≤ x) = P(N = k,Xk ≤ x).

On remarque que

P(N = k,Xk ≤ x) = (k − 1)!P(X1 ≤ · · · ≤ Xk−1 ≤ X0 ≤ Xk ≤ x).

On a aussi

P(X1 ≤ · · · ≤ Xk−1 ≤ X0 ≤ Xk ≤ x) =
1

(k + 1)!
P(X0 ≤ x, . . . ,Xk ≤ x) =

F (x)k+1

(k + 1)!

puisque les Xi sont indépendants et de fontion de répartition F , et on obtient �nalement

P(N = k,XN ≤ x) =
(k − 1)!

(k + 1)!
F (x)k+1 =

F (x)k+1

k(k + 1)
.

On a {XN ≤ x} =
⋃

k≥1{XN ≤ x,N = k}, réunion d'événements deux à deux disjoints. D'où

P(XN ≤ x) =
∑

k≥1

P(XN ≤ x,N = k) =
∑

k≥1

F (x)k+1

k(k + 1)
.

Comme pour tout x ∈ R, F (x) < 1, on a

P(XN ≤ x) = F (x)
∑

k≥1

F (x)k

k
−
∑

k≥1

F (x)k+1

k + 1

= −F (x) log(1− F (x)) + F (x) + log(1− F (x)) = F (x) + (1− F (x)) log(1− F (x)).

11



V. Statistiques d'ordre

Exerie 13

Soit g une fontion mesurable positive. On a

E[g(X(1), . . . ,X(n))] =
∑

σ∈Sn

E[g(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))1{Xσ(1)<Xσ(2)<...<Xσ(n)}].

Or E[g(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))1{Xσ(1)<Xσ(2)<...<Xσ(n)}] = E[g(X1, . . . ,Xn)1{X1<X2<...<Xn}]. Don

E[g(X(1), . . . ,X(n))] = n!E[g(X1, . . . ,Xn)1{X1<X2<...<Xn}]

= n!

∫

Rn

g(x1, x2, . . . , xn)1{x1<x2<...<xn}

n
∏

i=1

f(xi)dx1dx2 . . . dxn.

La densité de (X(1),X(2), . . . ,X(n)) est don n!1{x1<x2<...<xn}
∏n

i=1 f(xi).

Exerie 14

On remarque que {N(t) = n} = {Sn ≤ t < Sn+1}..
1. Loi de (S1, . . . , Sn). Soit g une fontion borélienne positive dé�nie sur R

n
. Puisque les v.a.X1, . . . ,Xn

sont indépendantes, on a

E[g(S1, . . . , Sn)] =

∫

Rn
+

g(x1, x1 + x2, . . . , x1 + · · · + xn)λ
ne−λ

∑n
i=1 xidx1 · · · dxn.

On e�etue le hangement de variable si = x1+ · · ·+xi, i = 1, . . . , n de Jaobien 1. Le hangement

de bornes est (x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0) ⇔ (0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn). On obtient

E[g(S1, . . . , Sn)] =

∫

Rn
+

g(s1, s2, . . . , sn)λ
ne−λsn

1{s1<···<sn}ds1 · · · dsn.

D'où la densité de (S1, . . . , Sn) : f(S1,...,Sn)(s1, s2, . . . , sn) = λne−λsn1{0<s1<···<sn}.

Loi de Sn. Il nous su�t d'intégrer ette densité en ses n − 1 premières variables pour obtenir la

densité de la loi de Sn. Ainsi,

fSn(sn) =

∫

{0<s1<···<sn}
λn exp(−λsn)ds1 · · · dsn−1

= λn exp(−λsn)

∫

{0<s1<···<sn}
ds1 · · · dsn−1

= λn exp(−λsn)
1

(n− 1)!

∫

[0,sn]n−1

ds1 · · · dsn−1

(dans la dernière égalité on intègre sur le arré tout entier, et l'on divise par le nombre de façons

d'ordonner n− 1 nombres, soit (n− 1)!). On obtient �nalement,

fSn(sn) =
sn−1
n

(n− 1)!
λn exp(−λsn)1{sn>0}.

A retenir. Pour s et n �xés, on a

∫

0≤s1≤s2...≤sn≤s
ds1 . . . dsn = 1

n!s
n
.
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2. La loi onditionnelle de (S1, . . . , Sn) sahant N(t) = n est dé�nie par P((S1, . . . , Sn) ∈ A|N(t) = n)
pour tout borélien de R

n
. Or

P((S1, . . . , Sn) ∈ A|N(t) = n) =
P((S1, . . . , Sn) ∈ A,N(t) = n)

P(N(t) = n)
.

Soit g une fontion mesurable positive. On a

E[g(S1, . . . , Sn)1{N(t)=n}] = E[g(S1, . . . , Sn)1{Sn≤t<Sn+1}]

=

∫

Rn+1

g(s1, s2, . . . , sn)λ
n+1e−λsn+11{0<s1<···<sn≤t<sn+1}ds1 · · · dsn+1

=

∫

Rn

g(s1, s2, . . . , sn)λ
n
1{0<s1<···<sn≤t}ds1 · · · dsn

(
∫ +∞

t

λe−λsn+1dsn+1

)

=

∫

Rn

g(s1, s2, . . . , sn)λ
ne−λt

1{0<s1<···<sn≤t}ds1 · · · dsn

En prenant g = 1, on trouve P(N(t) = n) =
∫

Rn λ
ne−λt

1{0<s1<···<sn≤t}ds1 · · · dsn = 1
n!(λt)

ne−λt
.

En partiulier, N(t) est une v.a. de Poisson de paramètre λt. On obtient

E[g(S1, . . . , Sn) | N(t) = n] =
E[g(S1, . . . , Sn)1{N(t)=n}]

P(N(t) = n)

=

∫

Rn

g(s1, s2, . . . , sn)t
−n

1{0<s1<···<sn≤t}ds1 · · · dsn.

La densité de (S1, . . . , Sn) sahant {N(t) = n} est don n!t−n
1{0<s1<···<sn≤t} qui est la densité de

la statistique d'ordre (U(1), . . . , U(n)) de n v.a. i.i.d de loi uniforme sur [0, t] (pour le voir, il su�t

d'appliquer le résultat de l'Exerie 13 ave f(x) = 1
t
1[0,t](x)).

Exerie 15

D'après l'Exerie 14, la densité de (S1, . . . , Sn) est f(S1,...,Sn)(s1, s2, . . . , sn) = λne−λsn1{0<s1<···<sn}.
Ainsi pour toute fontion borélienne positive g dé�nie sur R

n−1
,

E

[

g

(

S1

Sn
, . . . ,

Sn−1

Sn

)]

=

∫

Rn

g

(

s1

sn
, . . . ,

sn−1

sn

)

λne−λsn1{0<s1<···<sn}ds1 · · · dsn.

On fait le hangement de variables ui =
si
sn
, i = 1, . . . , n−1,un = sn. On a ds1ds2 . . . dsn = |un−1

n |du1 . . . dun,
et le hangement de bornes est (0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn) ⇔ (0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ un−1 ≤ 1, un ≥ 0). On

obtient

E

[

g

(

S1

Sn
, . . . ,

Sn−1

Sn

)]

=

∫

[0,1]n−1

∫

R+

g(u1, . . . , un−1)λ
nun−1

n e−λun1{0<u1<···<un−1<1}du1 · · · dun

=

∫

[0,1]n−1

g(u1, . . . , un−1)1{0<u1<···<un−1<1}du1 · · · dun−1

(∫

R+

λnun−1
n e−λundun

)

= (n− 1)!

∫

[0,1]n−1

g(u1, . . . , un−1)1{0<u1<···<un−1<1}du1 · · · dun−1

ar

λnun−1
n

(n−1)! e
−λundun1{un>0} est la densité de Sn (voir Exerie 13). Ainsi la densité de

(

S1
Sn

, . . . ,
Sn−1

Sn

)

est f(u1, . . . , un−1) = (n− 1)!1{0<u1<···<un−1<1} qui est, d'après l'Exerie 13, la densité de la statistique

d'ordre (U(1), . . . , U(n−1)) de n− 1 v.a. i.i.d de loi uniforme sur [0, 1].

Exerie 16
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1. Loi de N . Pour n ≥ 1, on a P(N = n) = P(N > n− 1)−P(N > n). Or N > n si et seulement si les

v.a. Xm+1, . . . ,Xm+n sont toutes stritement supérieures à X(m). Puisque les v.a. X1, . . . ,Xm+n

sont indépendantes et de même loi ontinue, tous les lassement possibles par ordre roissnat

de es v.a. sont équiprobables (voir Exerie 2 et 12) : pour toute permutation σ de l'ensemble

{1, . . . ,m+ n}, on a

P(Xσ(1) < · · · < Xσ(m+n)) =
1

(m+ n)!
.

Comme il y a exatementm(m+n−1)! lassements possibles de es v.a. de façon queXm+1, . . . ,Xm+n <

X(m) = max{X1, . . . ,Xm} (X(m) peut être soit X1,..., soit Xm, puis il reste à ranger les m+ n− 1
v.a. restantes), on a

P(N > n) =
m(m+ n− 1)!

(m+ n)!
=

m

m+ n
.

D'où P(N = n) = m
m+n−1 − m

m+n
.

2. On a de même, pour n ≥ 1, on a P(Nr = n) = P(Nr > n − 1) − P(Nr > n). Or Nr > n si et

seulement si les v.a. Xm+1, . . . ,Xm+n sont toutes stritement supérieures à X(m−r+1). Cei signi�e

que les r plus grandes valeurs parmi X1, . . . ,Xm+n �gurent parmi les X1, . . . ,Xm. Il y a Cr
m hoix

de r variables parmi m, r! ordres possibles pour elles-i et (m + n − r)! ordres possibles pour les
m+ n− r restantes ; d'où

P(Nr > n) =
Cr
mr!

(m+ n)!(m+ n− r)!
=

Cr
m

Cr
m+n

.

D'où P(Nr = n) = Cr
m

Cr
m+n−1

− Cr
m

Cr
m+n

.
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