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Chapitre 6 : Séries numériques
1 Généralités

Définition 1 Soit (up)n>n, une suite a valeurs réelles ou complexes. La série de terme
général uy, est la suite (Sy)n>n, définie par :

n
S, = Z ug  pour tout entier n = nyg

k=ng

appelée les sommes partielles et est notée Z uy, . Lorsqu’elle converge, sa limite

n=ngo
—+00
E u, = lim S,
n—-+o0o
n=ng

est appelée la somme de la série. Dans ce cas, pour tout entier n = ng la série g Uy, est

p=zn+1
convergente et sa somme R, est appelée le reste d’ordre n de la série, on a :

—+00 n “+o00
g Up =S, + Ry = g U + Z ur  pour tout entier n = nyg
n=no k=no k=n+1
et la suite (Ry)n>n, converge vers 0.

Remarquons que toute suite (vp)n>n, peut étre considérée comme une série en posant
Upg = Uno €t Uy = v, — vp—1 pour tout entier n > ng.

Proposition 1 Si Z Uy, et Z vn convergent et si A, u € C, alors Z (Aup, + pop)

nzng nzngo nzngo
converge et on a :
—+00 “+o0 —+00
E Aup + o) = A g Up + 1 E Uy,
n=ng n=no n=ngo

Proposition 2 Si la série E Uy, converge, la suite (Up)n>n, converge vers 0.

nz=ngo

Quand (uy)n>n, ne converge pas vers 0, on dit que la série g u, diverge grossiérement.
nz=ngo
Si la série converge, on a pour tout entier n > ng (transformation d’Abel) :

Up =S —Sp—1=Rp_1— R, .

Proposition 3 Pour tout a € C, la série géométrique > a™ converge si et seulement si :
+oo
1
la] <1, et on a dans ce cas : Za” =

n=0

l—a’



2 Séries a termes positifs

Sion a : u, > 0 pour tout entier n, la suite des sommes partielles de la série ) u,, est
croissante, donc cette série converge si et seulement si cette suite est majorée, et si la série
diverge, cette suite tend vers +00. On en déduit le théoreme de comparaison suivant.

Théoréme 1 Soient (Un)n>n, €t (Vn)nsn, deus suites réelles positives. On suppose qu’il existe
un entier naturel N > ng tel que : u, < v, pour tout entier n > N .

- Si Y v, converge, alors | uy, converge.

- Si > uy, diverge, alors Y vy, diverge.

Corollaire 1 Soient (un)n>n, €t (Un)n>n, deux suites réelles positives telles que : un = O(vy,)
quand n tend vers +00. Si Y v, converge, alors y  u, converge.

Corollaire 2 Soient (upn)n>n, €t (Un)nsn, deux suites réelles positives telles que : uy, ~ vy
quand n tend vers +o00 . Alors les séries > uy, et > v, sont de méme nature.

1
Exercice 1 Montrer que — ~ In(n + 1) — In(n) quand n tend vers +oo et en déduire que la
n

- . ..

série harmonique g — diverge.
n
n=1
. . 1 1 1
Exercice 2 Montrer que pour tout entier n > 2 on a: — < ——— et en déduire que la
n? = n(n—1)

- 1

série E g converge.
n>1

Proposition 4 Regle de Cauchy Soit (up)n>n, une suite réelle positive telle que :

1
nll)r_i{loo (un) =lecR,.

- Si ¢ <1 alors la série Y u, converge.

- Si € > 1 alors la série > u, diverge.

Proposition 5 Reégle de d’Alembert Soit (uy)n>n, une suite réelle strictement positive

telle que :

hm Uni = E S R+.

n—+o0  Up

- Si ¢ <1 alors la série > u, converge.
- Sil > 1 alors la série > u, diverge.

Dans les deux cas, on ne peut pas conclure si £ = 1 comme le montrent les exemples de

u, = 1/n? et v, = n pour tout entier n > 1.

. . 1
Proposition 6 Critere de Riemann Pour tout réel o, la série de Riemann E — converge
n
n=1
si et seulement si : o > 1.

Exercice 3 Montrer que pour tout réel o > 0 et tout entier n > 2, on a :

/"+1dt< 1 </” dt
" ta S opo T o q 19

et en déduire le critére de Riemann.



3 Séries absolument convergentes

Définition 2 Soit (uyp)n>n, une suite réelle ou complexe. On dit que la série E Uy cOnverge
nz=ngo
absolument si la série E |un | converge.

nzngo
Théoreme 2 Toute série absolument convergente est convergente.

Ceci permet d’appliquer les criteres de la section précédente aux séries a termes de signe
quelconque pour montrer leur convergence absolue.

Théoréme 3 Soient Zun et Zvn deux séries absolument convergentes. Leur produit de

n=0 n=0
n

Cauchy est la série de terme général w, = Zuk Un_k , €lle est absolument convergente et :

5= (Z ) ()

4 Séries semi-convergentes

Théoréme 4 Critére spécial des séries alternées Soit (uy,)n>n, une suite réelle positive

décroissante convergeant vers 0. Alors la série de terme général (—1)"u,, est convergente,
+00

son reste R, = Z (=1)Fuy, est du signe de (—1)"* et : | Rp| < upy1 pour tout n > ng .
k=n+1

Exercice 4 Démontrer ce théoreme en montrant que les suites définies par :

n+1 2n
an = Z (=1)*u, et b, = Z (=1)F uy,
k=ng k=nq

sont adjacentes.

5 Exercices classiques

Exercice 5 Etudier la convergence des séries de terme généraux suivants :
) 1+ (—=1)"n®
n2a

b) In (1+ (_\/%)n)

ou e R

Exercice 6 Formule de Stirling. Pour tout entier n > 1, on pose : u, = e”(n!)n_(”Jr%) et
v, = In(up+1) — In(uy,) . Montrer que la série Y v, converge. En déduire qu’il existe un réel
K > 0 tel que :

n
n!~K<ﬁ> vn  quand n — +oo.
e

Exercice 7 Soient (uy), (v,) et (wy) trois suites réelles telles que u,, < v, < w;, pour tout
n. On suppose que les séries > u, et > w, convergent. Montrer que la série ) v, converge.



