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Chapitre 7 : Intégration sur un intervalle quelconque

1 Fonctions intégrables

Définition 1 Soit I C R un intervalle et soit f : I — Ry une fonction continue par
morceauzx. On dit que f est intégrable sur I si I’ensemble {fJ f@t)dt/J C I est un segment }
est majore, et on note alors :

/ F(t) dt = sup / ) dt
I JcI est un segment JJ

Si I est un segment, on retrouve donc la notion d’intégrale définie, mais si par exemple
I=[a,blaveca € R, b€ RU{+o0} et a < b, la convergence de cette intégrale impropre
équivaut a l'existence de la limite :

puisque l'intégrale de f sur le segment [a, b'] est croissante par rapport a b, et si on a :
I=]a,b[aveca,beRU{—o0, +oo} et a < b, elle équivaut a l'existence de la limite :

b v
/ f(t)ydt = lim f)dt .
a a’—>a,b/—>b a’
a' el
Définition 2 Soit I C R un intervalle et soit f : I — C une fonction continue par morceauz.
On dit que f est intégrable sur I si la fonction | f| est intégrable. Dans ce cas, on peut poser :

bl
/f(t) dt = lim f)de .
I a’—=inf I,b'—supl Jao/
ael,bel
On ne considere donc ici que des intégrales absolument convergentes, et la fonction f est
intégrable sur I si et seulement si elle est intégrable au voisinage des bornes ouvertes de [
comme ’exprime la proposition suivante.

Proposition 1 Soit I C R un intervalle, soit f : I — C une fonction continue par morceaux
et soient ¢, d deux points de I . La fonction f est intégrable sur I si et seulement si elle est
intégrable sur I_ =1N]—o0,c] et surly =1 N [d,+oo| et on a dans ce cas :

d
/If(t)dtz/l f(t)dt+/c f(t) dt + I+f(t)dt.

Pour étudier I'intégrabilité d’une fonction sur un intervalle quelconque, on peut donc toujours
se ramener a I’étude de la convergence de I'intégrale d’'une fonction positive sur un intervalle
semi-ouvert.

Proposition 2 Soit I C R un intervalle, soient f, g : I — C deux fonctions continues par
morceaux et intégrables sur I et soient A, p € C. Alors la fonction A f + pg est intégrable
sur I et on a :

/IAf(t)+ug(t)dt:)\/If(t)dt+u/Ig(t)dt.



Proposition 3 Soit I C R un intervalle et soient f, g : I — C deux fonctions continues
par morceauz telles que | f(x)| < |g(z)| pour tout x € I. Si g est intégrable sur I, alors f est
intégrable sur I .

Corollaire 1 Soient f, g : [a, b|— C deux fonctions continues par morceaus.
- Si f = O(g) au voisinage de b et si g est intégrable sur [a, b] , alors f l’est aussi.
-Si|f|~|g| au voisinage de b, alors f est intégrable sur [a, b[ si et seulement si g l’est.

On a bien sur les mémes résultats si I =]a, b] en comparant les fonctions au voisinage de a .
Exemple 1 La fonction ¢ + e’ est intégrable sur R_ et t — ™! est intégrable sur R, .

Exemple 2 Intégrales de Riemann La fonction t — ¢~ est intégrable sur [1, +oof si
et seulement si a > 1, et elle est intégrable sur |0, 1] si et seulement si o < 1. L’intégrale

“+oo
doublement impropre / o est donc divergente pour tout o € R.
0

Exemple 3 La fonction ¢ — In(¢) est intégrable sur |0, 1].

Exercice 1 Intégrales de Bertrand Montrer que la fonction t — ¢t~ (Int)~” est intégrable
sur [1, 00| si et seulement si:a>1lou:a=1et 5>1.

Exercice 2 Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur [a, b[. Montrer que :

b
lim / F(t)dt = 0.
z—b~ J,

Exercice 3 Soit f : Ry — Ry une fonction décroissante et continue par morceaux. Mon-
trer que f est intégrable sur [0, +oo] si et seulement si la série de terme général f(n) est
convergente.

2 Théoremes de convergence

Théoréme 1 Théoréme de convergence dominée Soit (f,)nen une suite de fonctions
continues par morceaux sur un intervalle I . On suppose que :

- pour tout t € I, la suite (fn(t))nen est convergente : on note f(t) sa limite,

- la fonction f est continue par morceaux sur I,

- il existe une fonction ¢ : I — R continue par morceaux et intégrable sur I telle que :

| fn(t)| < p(t)  pour toutt e I et tout n € N.

Alors f et toutes les fonctions f, pour n € N sont intégrables sur I et on a :

/If(t)dt = nggloo/lfn(t)dt.

Théoréme 2 Intégration terme a terme Soit (f,)nen une suite de fonctions continues
par morceauz et intégrables sur un intervalle I . On suppose que :
- pour tout t € I, la série Z fn(t) est convergente : on note f(t) sa somme,
neN
- la fonction f est continue par morceaux sur I,
- la série Z | fn(t)| dt est convergente.
I

neN
Alors la fonction f est intégrable sur I et on a :

/If(t)dt - g/lfn(t)dt.



“+o00

Exercice 4 Calculer : lim e " dt .
n——+oo 0

n t n
Exercice 5 Calculer : lim <1 — —) dt .
0

n—-+0o00

3 Intégrales dépendant d’un parametre

Soient €2, I deux intervalles et soit f : € x I — C une fonction. Pour tout x € €2 on pose :
F(z) = / f(z, t)dt .
I

Théoréeme 3 Théoréme de continuité On suppose que :
- pour tout x € Q la fonction t — f(x, t) est continue par morceauz sur I ,
- pour tout t € I la fonction x +— f(x,t) est continue sur €,
- il existe une fonction ¢ : I — R continue par morceaux et intégrable sur I telle que :

| f(x,t)|<@(t) pourtout (z,t) e QxI.
Alors la fonction I est définie et continue sur €.

Théoréme 4 Théoréme de Leibniz On suppose que :
- pour tout x € Q la fonction t — f(x, t) est continue par morceauz et intégrable sur I ,
- pour tout t € I la fonction x + f(x, t) est de classe C* sur 0 : on note O, f sa dérivée,
- pour tout x € Q la fonction t — O, f(x, t) est continue par morceaux sur I ,
- il existe une fonction ¢ : I — R continue par morceaux et intégrable sur I telle que :

|0z f(z, t)| < @(t) pourtout (x,t) € A xI.

Alors la fonction F est définie et de classe C' sur Q et on a :
F'(x) = / O f(x, t)dt  pour tout x € Q.
I

Exercice 6 Soit h : [0, 1] = R* une fonction continue. Pour tout réel > 0 on pose :

1
F(z) = / (h(t))* dt .
0
Montrer que la fonction F' est continue sur Ry .

Exercice 7 Pour tout réel x, on pose :
1 67:132(1+t2) x )
F(x) :/ ————dt et G(z)= / e Vdt .
0 1+t 0

a) Montrer que les fonctions F et G sont de classe C! sur R et que la fonction F + G? est
constante.

“+o0o
b) Montrer que : lim F(z) = 0. En déduire la valeur de / e dt .
T—r+00 0

Exercice 8 La fonction Gamma d’Euler est définie par :

+o0
I(z) = / tr e tat .
0

a) Montrer que T est de classe C! sur RY .

b) Montrer que pour tout réel z > 0, on a: I'(x+1) = 2T'(z). En déduire la valeur de I'(n)
pour tout n € N*.

c) Montrer que I'(3) = /7.



