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Question de cours

Soit x un point de I, et (xn)n∈N une suite d’éléments de I convergeant vers x. On a, par définition de
la dérivabilité

lim
n

f(x)− f(xn)

x− xn

= f ′(x).

La suite
(

f(x)−f(xn)
x−xn

)

n∈N

est donc convergente, et par conséquent bornée (par une constante M). On

obtient donc
|f(xn)− f(x)| ≤ M |xn − x| → 0,

de sorte que (f(xn))n∈N converge vers f(x). La suite (xn)n∈N étant arbitraire, la fonction f est donc
continue en x.

Exercice 1

On trouve

esin(x) = 1 + x+
x2

2
+ o(x2),

tan(x) = x+
x3

3
+ o(x3)

et

ln(x) = ln(2) +
x− 2

2
−

(x− 2)2

8
+

(x− 2)3

24
+ o

(
(x− 2)3

)
.

Pour le dernier développement, écrire ln(x) = ln(2 + (x − 2)) = ln(2) + ln(1 + x−2
2 ), et utiliser le

développement de ln(1 + h) en h = 0.

Exercice 2

1. La fonction x 7→ 1
x
est de classe C1 sur R\{0}, de sorte que la fonction f est de classe C1 sur R\{0}.

Par ailleurs, on a |f(x)| ≤ |x|2 →
x→0

0, de sorte que f tend vers 0 en 0. On peut donc prolonger f

en une fonction f̃ continue sur R en posant

f̃(x) =

{

0 si x = 0,

f(x) sinon.

2. Le calcul du taux d’accroissement donne, pour h 6= 0,
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f̃(h)− f̃(0)
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h2 sin
(
1
h
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− 0

h
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(
1

h
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≤ |h| →

h→0
0,

On a donc f̃(h)−f̃(0)
h

→
h→0

0, de sorte que la fonction f̃ est dérivable en 0, avec f ′(0) = 0.

3. La dérivée de f̃ en x 6= 0 se calcule explicitement :

f̃ ′(x) = 2x sin

(
1

x

)

︸ ︷︷ ︸

|·|≤|x| →
x→0

0

− cos

(
1

x

)

︸ ︷︷ ︸

pas de limite en x→0

,

mais on n’a pas f̃(x) →
x→0

f̃ ′(0). La fonction f̃ ′ n’est donc pas continue, et f̃ n’est pas de classe C1.


