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Corrigé du TP 1: Equations aux dérivées partielles elliptiques

En complément de cette correction, des scripts Scilab correspondant a chaque exercice sont téléchargeables
a l'adresse suivante :
http://proba. jussieu.fr/pageperso/roux/enseignements/1314/ifma/meth_det.html

Exercice 1.
On discrétise le segment [0, 1] en {0, 6z, 20z, ...,1}, ot dz = ﬁ est le pas de temps. On va donner une
approximation de u(ndx), notée u,. La méthode des différences finies s’écrit ici, pour f(x) = x.

{“"+1+"g;12“" =ndx, ne{l,...,N} 1)

ug = uny1 =0,

Les valeurs ug et uny1 étant fixées, les inconnues du probléme sont les (uy,)n
récrit alors matriciellement comme

1,...N- L’équation (1) se

u 1
1 ' 2
unN N
ou 'on a noté
-2 1 0 0
1 -2 1
0 1
AN = (2)
1 0
: .01 =2 1
0 -+ --- 0 1 -9
On obtient alors le vecteur des (U )n=o,... N+1 €n inversant la matrice Ay.

La solution exacte de I"équation u”(z) = x est u(x) = % + ax + b, et on obtient les constantes a et b
a l’aide des conditions au bord, ici u(x) = ”?’T_’”.

En tragant sur un méme graphique la solution approchée et la solution exacte, on remarque que les
deux courbes sont extrémement proches (sous Scilab, 'erreur est de I'ordre de 10717). En fait, on a vu
en cours que la méthode des différences finies est exacte pour un second membre linéaire, ce qui est le cas
ici. L’erreur obtenue est donc uniquement due aux erreurs d’arrondi (qui sont bien de I'ordre de 107

sous Scilab).

Exercice 2.
On pose dx = ﬁ et on définit

IP}V = {’U € C([Oa ]-Dv Vn € {Oa ceey N}a Ulnéz,(n+1)dz] afﬁnev U(O) = U(l) = 0}7 (3)

I'espace des fonctions de H}(]0,1[) affines par morceaux sur la subdivision 0 < dz < 20z < ... < 1. La
méthode des éléments finis consiste & trouver I'unique fonction uy de P, vérifiant

— 1 wy (z)v' (x)dz = 1 f(x)v(z)dz. (4)
/ /

L’espace P} étant de dimension finie, il suffit de vérifier que la fonction uy vérifie (4) si v parcourt une
base de P};. La base la plus naturelle pour P}, est la base (¢,)n=1. . n, Ol @, (mdz) vaut 1 si m =n et 0

: - N
sinon. En écrivant uy = >

n—1 An®n et en écrivant I’équation (4) pour v = ¢,,, on obtient ’égalité



N

“Son [ = [ st

n=1

ou encore, matriciellement

W) Ay = (L f@e@de e fae(@)dr)

On calcule (exactement ou numériquement), pour chaque second membre z2, —6 ’x — %

» L3/a1) — 2 %
111/2,3/4) €t 612, le vecteur des fol f(x)pn(z)dz. On peut vérifier que la solution exacte est, pour chacun
de ces quatre cas, donnée respectivement par

4 3 5z sur [0, 1]
¢t —x 1 9 L 1
u@) = =5 w@) = g—|o— 5|, B2u(@) = § =320 + 372 =8 sur [5, 3] et u(z) = 7(120-1]-1)
162% — 352 +19  sur [3,1]

(les coefficients de la troisieme fonction sont plutot a calculer numériquement).
Pour les éléments finis P2, on introduit 1’espace

P% = {v € C([0,1]), Vn € {0,...,N}, Vlnéz,(n+1)sz] Polynomiale de degré <2, v(0) = v(1) = 0}.
Cet espace est de dimension 2N + 1, et un base naturelle est la base des (¢y,),,c (&, 1<k<an41y tels
que Y, (mdz) =1 si m = n et 0 sinon, pour m de la forme m = g, avec 1 < k < 2N + 1. On vérifie

que ces conditions définissent bien une unique fonction de P%;, en utilisant les deux polynomes 4x(1 — ),
nul en 0 et 1 et valant 1 en %, et x(2xz — 1), nul en 0 et % et valant 1 en 1. On vérifie alors que la
matrice ( fol Y () om (2)dx)1<n,m<N est une matrice pentadiagonale.

Exercice 3.

La formulation variationnelle s’obtient en multipliant par une fonction v quelconque de H(]0,1[), en
intégrant sur ]0, 1], puis en intégrant par parties.

_/}uwmm+/www@mzfumm.

0 0 0

On peut bien appliquer Lax-Milgram ici, en notant que la forme bilinéaire a utiliser ici n’est pas symétrique
(& cause du terme en [ u/v).

La méthode des éléments finis revient ici & trouver la fonction uy = Zi\;l Anpn de 'espace IP’{V vérifiant
pour tout m € {1,..., N},

i n (= [ i [ d@enwi) = [ ontas

Matriciellent, cette équation se récrit

0 -1 0 0
1 0 -1
1 110 1
()\1 >\N) aAN + 3 = 0x (1 1) ,
-1 0
: o1 0 -1
0 -+ -~ 0 1 0

et on obtient les (A,)p=1,..,n en résolvant le systéeme.
On peut remarquer que les solutions exactes de v (z) + v'(z) = 1 sont donnée par x + ae™* 4+ b. Les

el= "¢

e—1

conditions au bord donnent ici u(z) = = +

Exercice 4.
On discrétise lespace [0, 1] x [0, 1] en {0, §z, 26z, ..., 1} x {0, oz, 20x, ..., 1}, avec dx = ﬁ La méthode
des différences finies s’écrit ici

(51‘2 (un,m+l + Un,m—1 + Un+1,m + Un—1,m — 4un,m) + un,m = 0,



pour 1 < n,m < N, avec les conditions au bord

uO,mZOa 1SmSNa
UN+1,m = 1, 1<n <N,
Up,0 = NOT, 1 <n <N,

Up, N1 =10z, 1<n<N.

Les inconnues sont ici les uy, n, avec 1 < n,m < N, ce qui donne un systéme linéaire de taille N 2, Plus
précisément, on a

(691c2BN —|—IN2> U+ éF: 0
ou
e By est la matrice définie par blocs par
Cy In 0 -+ -+ 0 -4 1 0 -+ -+ 0
In Cn In - : 1 -4 1 ;
By = 0 I - o e : , avec Cy = 0 !
Iy O : - - o1 0
: In Cn Iy : oL
0 -+ -~ 0 Iy Cu 0 -+ --- 0 1 -4
et ou Iy est la matrice identité de taille N ;
o Iy> est la matrice identité de taille N2 ;
e U est le vecteur inconnu
U = ()=t N5 (Un,2)nmt e N oo (Nt )5

e F' correspond au termes de bord apparaissant dans le calcul du Laplacien discret :
F=06z((1,...,N),0,...,0,(1,..., N)" +((0,...0,1),...,(0,...0,1))" .
Dans le fichier .sci joint, on a résolu le probleme —u”(z) + 20u(z) = 0 dont la solution est plus visuelle
que celle de I’équation proposée initialement.

Exercice 5.
On note U = (u;)i=1,..,n le vecteur des valeurs approchées de la fonction w en idz. La méthode des
différences finies donne ici

ox?

ou A, est la matrice définie en (2), Iy est la matrice identité et F' = (f(idx));=1
éléments finis s’écrit

1
( AN—i—IN)U:F,

~. La méthode des

.....

1 .
<AN + JN> U=F
ox

ou Jy est définie par

2 5 0 - 0
1 1
3 2 3 0
1 .
dz |0 1L
In = (/ @i(x)wj(x)dx) =3 2 )
0 1<i,j<N 0
1 1
: 3 2 3
0 0 3 2
et F = (fol ¢i(z)f(z)dz). On remarquera que Iy ~ s-Jy (du moins si on applique ces matrices &

des vecteurs dont les coefficients varient peu, ce qui doit étre le cas de U) et F ~ éﬁ‘ . On voit que
le terme correspondant a la dérivée seconde est le méme pour les deux méthodes (outre un facteur dx
entre les deux équations), mais que le terme d’ordre 0 et le second membre sont différents (mais proches
asympotiquement).



