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Corrigé du TP 2 : Equations aux dérivées partielles paraboliques

En complément de cette correction, des scripts Scilab correspondant a chaque exercice sont téléchargeables
a ladresse suivante :
http://proba. jussieu.fr/pageperso/roux/enseignements/1314/ifma/meth _det.html

Exercice 1.

1. Le schéma d’Euler s’écrit

ot
n+1 _
ultt =y +6 5 (U +uf_y —2uy).
On a vu en cours que ce schéma est stable pour 5‘572 < 0.5. Quand cette condition est réalisée, la
solution approchée est proche de la solution exacte. Dans le cas contraire, la solution approchée

présente vite de grandes oscillations, et finit par exploser.

2. Les schémas d’Euler implicite et de Crank-Nicolson s’écrivent respectivement

ot
e

(W0 + 0y = 20) = )

et

n 5t n n n n 6t n n n
uj = 5 (Ui Fujy = 2uf) = uf + oo (ufyy +ujy — 2uf).
La solution se calcule en inversant la matrice I + AA, ou A est la matrice tridiagonale de taille N
avec des —2 sur la diagonale et des 1 sur les sur- et sous-diagonales, et ol A est donné par 55 (Euler
implicite) ou 5255 (Crank-Nicolson).

Exercice 2.

1. La fonction u étant paire, on peut en écrire un développement de Fourier sous forme de somme de
sinus. Les coefficients sont donnés par

1 [ . 1 (™ . 1 . /nm 1 (™.

) sin(na)ug(dz) = ;/0 sin(nx)ug(dz) = ;sm( 5 ) - ;/0 sin(nax)dx
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2. Les coefficients de Fourier de f” valent —n2c, (f) ol ¢, (f) désigne le n®¢ coefficient de Fourier
de f. Par conséquent, on obtient ’équation

T (t) = =1y (1), t>0,nez
Y (0) = L sin (&F) — )n, n € Z.

. . (=)™ _p2
3. On obtient v, (t) = (% sin (7)) — %) e "t
4. La fonction u peut s’obtenir par une somme tronquée de la série

oo

u(t,z) = % Z (sin (%) - 1_(71_1)71) 67"2tsin(m:). (1)

n=1

5. On voit que le terme dominant de la série (1) est le terme de rang n = 1. Ce terme est équivalent

a Lsin(rz)e .



Exercice 3. En dimension 2, le schéma d’Euler explicite est donné par

ot
n+l _  n n n n n o n
Uij T Uit ss (uihrj + il +uiyy + iy — duily).
, . 1oL s 1z ) o . . n | _— |,n
Pour démontrer la stabilité du schéma dans I.°°, on remarque que, si (io, jo) est tel que max |uf ;| = [u}! ; |,
alors
ot ot
n+1l; __ n+l| __ _ n n n n n
max [ug | = gy, | = (1= doa)uil g, + 55 (Wigt1,jo T Wig jotr1 T Uip—15o + Uiy jo—1)
J T x
Sil-— 46—2 > 0, on peut alors écrire
oz ’
n+1 n+1 ot n ot n n
max |u; 7| = ul | = (1 — 44— )max |ul ;| + 4— max |ul’ ;| = max |ul’;
v a1 = ] = (1 405 s |+ 400 ma | = ma

et le schéma est stable. La condition de stabilité L est donc 46t < §z2.



