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Introduction

On appelle équation aux dérivées partielles, en abrégé EDP une équation dont I'inconnue est une
fonction u, définie sur un ouvert de R", et faisant intervenir les dérivées successives de u par rapport
aux différentes variables. Formellement, une équation aux dérivées partielles prend donc la forme

(I)(ZI;’ ’LL([E), (ai(x))i=l,...,n7 (aiju(x))i,jzl,...,na .. ) =0 (001)

ol x est une variable appartenant a un ouvert Q C R", 0; représente la dérivation par rapport a la
variable x; et ® est une certaine fonction de plusieurs variables & valeurs réelles.

Les équations aux dérivées partielles sont tres étudiées car elles permettent de modéliser de nombreux
phénomenes issus de domaines variés tels que la physique, la finance, la dynamique des populations, etc.
Dans ce cours, on s’intéressera principalement a des équations aux dérivées partielles qui seront :

— linéaires, c’est-a-dire que la fonction ® dans (0.0.1) sera linéaire (ou plutdt, affine) par rapport
a u pour tout x fixé,

— d’ordre un ou deuz, c’est-a-dire que les dérivées partielles apparaissant dans 1’équation seront
uniquement des dérivées simples (9;) ou doubles (9;;).

De maniere générale, ces équations prennent la forme

n

Z Z a;j(2)0;u(z) + Z bi(z)0;u(x) + c(x)u(x) = f(x).

i=1 j=1 i=1

On peut donc diviser les termes de ’équation en quatre catégories :

— Le terme d’ordre deux, >, y ai;0;;u. Quitte a remplacer le coefficients a;; par le coefficient
on peut supposer que la matrice (a;;) est symétrique. Il est donc possible de la diagonaliser dans
une base orthonormale, avec des valeurs propres réelles.

Si la matrice (a;;) est constante, on pourra donc, quitte & changer la base de l'espace considéré,
écrire le terme d’ordre deux sous la forme

i&‘aﬁu(ﬂ?)a
i=1

oug; € {—1,0,1}. Le cas ol g; vaut 1 quel que soit ¢ est un cas particulier important. L’opérateur A
associé

aijtaji
2 ?

Au(z) = Z Oiiu(z)

est appelé opérateur Laplacien.
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— Le terme d’ordre un, donné par ), b;0;u, qui peut aussi s’écrire b - Vu, ot Vu = (01u,...,0u)
désigne le gradient de u.

— Le terme d’ordre zéro, cu.

— Le second membre f. Une équation dont le second membre est nul est dite homogéne. Pour une
équation homogene, la fonction nulle sera toujours solution. Par linéarité, ’ensembl des solu-
tions d’une équation homogene constituent un espace vectoriel, et ’ensemble des solutions d’une
équation non-homogene est un espace affine dirigé par l'espace des solutions de 1’équation ho-
mogene associée. Par conséquent, I’étude d’'une équation non homogene commence souvent par
I’étude de I’équation homogene correspondante.

Par ailleurs, pour assurer ['unicité des solutions de I’équation, on aura en général a rajouter une ou
plusieurs conditions supplémentaires fixant la valeur de la fonction u ou de sa dérivée sur le bord de
Pouvert considéré. On parlera de conditions au bord ou, si une des variable s’interprete naturellement
comme la variable de temps, de condition initiale (ou finale).

0.1 Classification des équation d’ordre deux

Les équations aux dérivées partielles linéaires d’ordre deux sont souvent classées en trois grandes
catégories distinctes : les équations elliptiques, paraboliques et hyperboliques. Cette terminologie vient
de la classification des coniques en dimension 2 :

— les ellipses, dont les équations peuvent se ramener par changement de variable a

22+ = 1.

Les termes d’ordre deux dans cette équation consituent une forme quadratique définie positive.
— les paraboles, dont les équations peuvent se ramener par changement de variable a

24y =1

Ici, le terme d’ordre deux, consitue une forme quadratique positive, mais dégénérée : il y a un
coefficient nul dans la décomposition en somme de carré.
— les hyperboles, dont les équations peuvent se ramener par changement de variable a

mQ—y2:1.

La forme quadratique correspondant au terme d’ordre deux n’est plus positive : les deux carrés
ont des signes opposés.
De la méme manieére, on va classer les EDP d’ordre deux en fonction de la signature de la forme
quadratique associée a la matrice (a;;) du terme d’ordre 2 :
— si la matrice (a;;) est définie positive (ou définie négative), I'équation sera dite elliptique ;
— si la matrice (a;;) est dégénérée, 'équation sera dite parabolique ;
— si la matrice n’est ni postive ni négative, on dira que 1’équation est hyperbolique.

0.2 Quelques exemples d’équations aux dérivées partielles

On va maintenant donner quelques exemples de telles équations, afin de montrer la richesse de ces
objets.
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Déformation d’une membrane

L’équation

u(z) =0, x € 09,

modélise la position d’équilibre d’un fil (pour d = 1) ou d’une membrane (pour d = 2) elastique sur
le/laquel(le) s’exerce au point = une force f(z) et dont Delasticité au point x est donnée par c(x).
L’ouvert {2 représente la forme de la membrane non-soumise & des forces extérieures, et la solution u(x)
représente le déplacement du fil ou de la membrane entre sa position d’équilibre sans force extérieure
et sa position d’équilibre sous la force f. La condition au bord u(z) = 0 signifie que les bords de la
membrane sont liés & un point fixe, et par conséquent ne peuvent se déplacer.

On remarque que cette équation est elliptique.

{—Au(x) +c(x)u(x) = f(z), x€Q,

Propagation de la chaleur

L’équation (Mote 2)
owu(t,x) — V- (6%(z)Vu(t,z)) = f(t,z), t€]0,0[, z € Q,
u(0,z) = ug(), z€Q,
u(tvx):g(tax)v te [0,00[, IE&Q,

modélise la propagation de la chaleur dans un solide de forme {2 dont la conductivité au point x est
donnée par o(z) € R, et mis en contact avec une source de chaleur de température f(t,z) au point ¢ et
au temps z. La fonction ug désigne la température initiale du solide. De plus, le bord du solide est en
contact avec un thermostat de température g.

On a ici une équation parabolique, puisque les dérivées d’ordre deux ne concernent que la variable x
et non la variable ¢. Pour cette raison, il y a un dissymétrie entre la variable x et la variable ¢, ce qui
justifie I'utilisation de deux notations différentes pour ces variables. Cette dissymétrie a souvent un sens
dans le probleme modélisé : ici la variable ¢ désigne le temps alors que la variable x désigne 1’espace.

Supposons que la fonction g ne dépende pas du temps. Si on cherche une position d’équilibre pour
léquation de la chaleur, ¢’est-a-dire une solution u(t, ) = us () indépendante du temps, alors la dérivée
temporelle de la solution s’annulle, et la solution stationnaire vérifie une équation parabolique :

-V (02(1')vuoo(taw)) = f(tax)a z € Q,
Uso(x) = g(x), x € 0N.

Vibration d’une corde
On peut modéliser la vibration d’une corde par ’équation
Otu(t,z) — 202u(t,z) = 0,t €]0,00[, x €]0,1][,

munie des conditions au bord suivantes

(note 2). On note Vu = (d;u);=1,...,q le gradient d’une fonction & valeurs réelles, et V - w = Z‘le O;w; la divergence d’un
champ de vecteurs.
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ainsi que des conditions initiales

{u(&m) =uo(z), =z €0,1],
0u(0,x) = uy(z), =z €10,1].

Les fonction ug et u; désignent la position et la vitesse initiale de la corde. Les conditions u(t,0) =

u(t,1) = 0 signifient que la corde est fixée en ses deux extrémités. Le parametre ¢, qui dépend des

caractéristiques physiques de la corde, désigne la vitesse a laquelle les ondes se propagent dans la corde.
On a ici affaire a une équation hyperbolique.

Evolution du trafic routier

Si on assimile une autoroute a une droite infinie et qu’on I'observe a grande distance, on peut supposer
qu’en chaque point = le nombre de voiture par unité de distance est donné par une densité u. De plus
on peut supposer que la vitesse des automobilistes va dépendre de la densité du trafic. La vitesse va
donc prendre la forme v(u(t, x)). L’évolution de la densité du trafic est alors décrite par 1’équation

(0.2.1)

Opu(t, ) + Oz (v(u(t, z))u(t,xz)) =0, t€]0,0], x €R,
u(0,2) = up(x), z € R

Ce type d’équation est appelé équation de transport.
Cette équation est assimilée a une équation hyperbolique. En effet, si v est choisi constant, on voit,
en appliquant Popérateur 9; — vd, a 1’équation (0.2.1), que la fonction u vérifie I’équation

D2u(t, x) — v202u(t,x) = 0,

qui est 'équation des ondes décrite précédemment, qui est bien une équation hyperbolique.

Dynamique des fluides

Les équation de Navier-Stokes

V- u(t,z) =0, t €]0,00[, * € R,
owu(t, ) + (u(t,x) - V) u(t,z) — vAu(t,z) = —Vp(t,z) + f(t,z), t€]0,00], x € RY,

modélisent ’écoulement d’un fluide incompressible dans un champ de pression p et soumis & une force f.
Plus précisément (¢, z) modélise la vitesse du fluide au point = et & I'instant t.

On a ici une compétition entre le terme de viscosité vAu et le terme de transport non-linéaire (u-V)u.
En fonction de la valeur de v et de la vitesse typique du fluide, le terme qui dominera la dyna-
mique de I’équation pourra étre I'un ou lautre de ces deux termes. Si il s’agit du terme de viscosité,
I’équation présentera les caractéristiques des équations paraboliques, si il s’agit du terme de transport,
elle présentera les caractéristiques des équations hyperboliques.

Evolution du prix d’une option

En finance, le prix d’une option peut s’exprimer comme une espérance, par exemple, pour une option
d’achat (ou call) sur un actif (S;)¢>0 valant z a l'instant ¢, le prix est donné par

u(t,z) =E [(ST - K)+6_T(T_t)‘5’t = a:} )
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ou r représente le taux d’intérét sans risque. Si I’actif (S;)¢>0 est un mouvement Brownien géométrique
de coefficient de diffusion o, il se trouve que la fonction w vérifie une équation aux dérivées partielles,
dite équation de Black-Scholes

Opu(t,x) + "22”’2 Au(t,z) + redyu(t,z) —ru(t,z) =0, =z €]0,00[, ¢t €]0,T7,
w(T,z) = (z — K)T, x €]0, 00l
On a ici affaire a une équation parabolique, avec une condition finale.
De maniere générale, I’espérance d’un processus stochastique vérifie une équation aux dérivées par-
tielles. La résolution numérique de ces équation permet de remplacer 'utilisation d’'une méthode de
Monte Carlo.

0.3 Objectifs

Pour une équation donnée, plusieurs question naturelles, fortement liées les unes avec les autres,

peuvent se poser.

— Cadre fonctionnel : les équations considérées portent sur des fonctions dont on calcule des dérivées.
On pourrait donc supposer que 1'on cherche des fonctions de classe C2. Il se trouve que cette
hypothese est en général beaucoup trop forte pour pouvoir étre utilisée en pratique.

Par exemple, si on a une suite de fonctions vérifiant une équation approchée, on s’attend a ce que
leur limite vérifié ’équation. Cependant, la convergence de la suite de fonctions a généralement
lieu en un sens faible, par exemple en norme L2, alors qu’il faudrait une convergence uniforme de
la fonction et de ses dérivées premieres et secondes pour assurer que la limite est de classe C2.
On va donc chercher des espaces de fonctions dont la structure est préservée par I’équation.

Les espace typique dans lesquels on se placera seront les espaces de Sobolev, qui correspondent
aux fonctions dont les dérivées sont dans ILP, pour un certain 1 < p < co.

— FEuxistence de la solution : une fois un cadre fonctionnel choisi, la premiere question est de savoir si
on peut trouver une fonction de cette espace qui soit solution de ’équation. Pour avoir existence
d’une solution, il faut que I’espace fonctionnel soit suffisament grand. Plus I'espace est petit, plus
Iexistence sera difficile & montrer.

— Unicité de la solution : si 'espace fonctionnel est choisi trop grand, il est possible que ’équation
ait plusieurs solution. Or, on s’attend a ce qu’une seule de ces solutions ait un sens physique.
Il faut donc rajouter des conditions (autrement dit, rétrécir I’espace fonctionnel considéré) pour
selectionner la bonne solution.

— Régularité de la solution : une fois que ’on est assuré de ’existence et de I'unicité de la solution dans
un certain espace fonctionnel, il est possible que la solution de ’équation ait plus de régularité que
les fonctions typiques de cet espace. Une situation classique est par exemple de montrer ’existence
et I'unicité dans un espace de Sobolev, puis de montrer que la solution est en fait de classe C*°.

— Continuité par rapport aux parameétres : pour une équation fixée dont on a montré existence
et 'unicité des solutions, différents jeux de coefficients vont donner différentes solution. Par
conséquent, on peut voir la solution comme une fonction des parametres de 1’équation. Une
propriété agréable pour une équation est que cette fonction soit continue, autrement dit que la
résolution de ’équation avec des parametres légerement différents donne une solution légerement
différente. Pour quantifier ce “légerement”, on sera alors amener & définir également un cadre
fonctionnel sur les coefficients.
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— Approximation numérique : en pratique, les solutions de la plupart des équation considérées n’ont
pas d’expression explicite et on ne peut avoir que des représentation approchées des solutions.
Ces solutions approchées sont calculées par un ordinateur, qui par nature, ne peut traiter que des
données en quantités finies. Pour donner une solution approchée a I’équation, on va donc chercher
a discrétiser ’équation, de sorte a obtenir une solution approchée, pouvant étre décrite par un
nombre fini de parametres.

Il faudra alors étre capable d’estimer I'erreur entre la solution et la solution approchée, au sens
d’une norme adaptée a 1’équation.



Chapitre 1

Equations aux dérivées partielles
elliptiques

Dans cette partie, on va s’intéresser aux équations aux dérivée partielles elliptiques, c’est-a-dire dont
le terme d’ordre deux est non-dégénéré. Le prototype d’équation elliptique est I'équation de Poisson,
qui s’écrit

Au(z) = f(z), = € Q. (1.0.1)

1.1 L’opérateur A en dimension un

Pour comprendre le comportement de cette équation, on va commencer par considérer le cas de la
dimension 1. On se place donc sur un intervalle, ]0, 1[ pour fixer les idées, et I’équation s’écrit alors

Autrement dit, u est simplement une primitive seconde de f, qui peut s’obtenir par deux intégrations
successives, pour peu que la fonction f soit suffisamment réguliére (continue sur [0, 1] par exemple). On
remarque toutefois que la solution n’est pas unique, puisque si u est solution, alors v est solution si et
seulement si (v —u)” = 0, autrement dit si u — v est affine. Par conséquent, la solution est unique & une
fonction affine pres, et elle deviendra unique si on fixe deuz conditions. L’équation étant posée sur un
segment, un exemple simple de couple de conditions est de fixer la valeur de u au bord.

Finalement, on a démontré le résultat suivant :

Théoréme 1.1.1. Si f : [0,1] est une fonction continue, alors il existe une unique fonction u de
classe C? sur [0,1] telle que

u”(x) = f(x) pour x €]0,1],

De plus, si f est de classe C*, avec s > 0, alors u est de classe C512.

11



12 CHAPITRE 1. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ELLIPTIQUES

Les conditions u(0) = u(1) = 0 s’appellent les conditions de Dirichlet homogénes. Le méme théoréme
serait valable si on remplagait ces conditions par des condition de Dirichlet générales, & savoir u(0) = «
et u(1) = 8 pour deux réels a et § donnés.

On peut aussi remarquer que les conditions de Neumann, de la forme u/(0) = « et u/(1) =  ne
permettent pas en général d’avoir une unique solution. En effet, étant donné une solution de u” = f,
les autres solutions sont de la forme w + ax + b, dont les dérivées en 0 et 1 sont données par u'(0) + a
et v/(1) + a. Par conséquent, si il existe un solution pour des dérivées au bord données, alors il y a une
infinité de solutions, qui se déduisent les unes des autres par ajout d’une constante.

Pour passer en dimension supérieure, il va falloir considérer l'opérateur A comme une application
linéaire entre deux espaces de fonctions. Pour comprendre quelle forme devrait prendre cet opérateur,
nous allons chercher les valeurs propres de A. Autrement dit, on cherche & résoudre, en (u, A) ’équation

u’(x) = du(z). (1.1.1)

Comme précédemment, on va avoir deux degrés de liberté sur la solution, puis qu’on a affaire a une
équation différentielle du second degré. Les solutions de I’équation (1.1.1) sont de la forme

aeVAT 4 56*\5“” siA>0;
axr + 3 siA=0;
acos(v/=Az) + Bsin(v/=Azr) si A< 0.

Si on rajoute des conditions du type u(0) = 0 et u(1) = 0, on n’a donc, outre la solution nulle, des
solutions que dans le cas A < 0 et sin(v/—\) = 0, autrement dit que si A = —72n?, avec n > 1.

Théoréme 1.1.2. Soit C3([0,1]) l’espace des fonctions deuz fois continument dérivables et nulles en 0
et en 1. Les valeurs propres de lopérateur A

A C3([0,1]) — €°([0,1])
u— u
sont les —m?n?, pour n > 1, associées aux vecteurs propres sin(mnx).

On a la propriété suivante, qui signifie en quelque sorte que 'on a “diagonalisé” lopérateur A, si
l'on se place dans I'espace L2(]0,1[) :

Propriété 1.1.3. La famille (v/2sin(nmz)),en est une base Hilbertienne de 1.2(]0,1[) constituée de
fonctions propres de A.

Démonstration. On vérifie d'une part, pour n,m > 0,

L . R B
/0 sin(mnz) sin(rmez)dx = 3 /0 cos(m(n —m)x) — cos(m(n + m)z)dr = {

D’autre part, la famille (sin(mnz)),en engendre un sous-espace vectoriel dense de 1L2(]0, 1[). Pour le
voir, on remarque tout d’abord que la théorie des série de Fourier (et plus exactement le théoreme de
Dirichlet) montre que si ¢ est une fonction C* nulle en 0 et en 1, la fonction @, 2-périodique définie par

. o(z) siz € [0,1],
o() {w(x) siz €] —1,0],
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est approchée uniformément par sa série de Fourier, en tant que fonction C'. De plus, la fonction ¢ étant
impaire, sa série de Fourier est une somme de termes de la forme sin(nnz). Comme la convergence uni-
forme implique la convergence dans L2, cela implique que I’'adhérence dans I.2(]0, 1]) de I’espace engendré
par les (sin(n7x)),en contient 'espace des fonctions C! nulles en 0 et en 1. On conclut remarquant que
les fonctions de classe C! nulles en 0 et 1 constituent un sous-espace dense de L2(]0, 1[). O

La propriété 1.1.3, nous permet de définir formellement la “solution” de (1.0.1) dés que le second
membre f est dans L? :

Propriété 1.1.4. Si f s’exprime dans L?(]0,1[) comme
(o)
f(z) = Z AnV2sin(mnz) (1.1.2)
n=1

alors la série

m2n2

u(z) = — Z An V2sin(rnx) (1.1.3)

définit bien une fonction de L2(]0,1[).

La fonction u devrait correspondre & la solution de I’équation (1.0.1) : en effet, si on dérive deux fois
chacun des termes de la somme définissant u, on obtient la somme définissant f. Cependant u peut tres
bien ne pas étre deux fois dérivable, car l'intervertion de la somme infinie et de la dérivation peut ne
pas étre autorisée.

Démonstration. La somme (1.1.2) définit une fonction de L2(]0, 1[) si et seulement si la suite (A, )nen
vérifie la condition

> Al < o0 (1.1.4)
n=1
On remarque alors que
o) _)\n 2 1 [eS) )
D || S g 2l <o,
n=1 n=1
de sorte que la série (1.1.3) définit bien une fonction de L2(]0, 1[). O

Au vu des calculs précédents, il est donc naturel de poser I’équation (1.0.1) non pas dans C?, mais
dans L2 : on ne cherche plus la solution sous la forme d’une fonction deux fois dérivable dont les dérivées
secondes vérifient en chaque point une certaine équation, mais sous la forme d’une fonction de carré
intégrable qui vérifie une formulation “intégrale” de I’équation. Nous allons maintenant déterminer quelle
doit étre cette formulation.

Si on multiplie les deux membres de I’équation (1.0.1) par une fonction donnée ¢ (supposée pour
Pinstant aussi réguliere que nécessaire) et que 'on fait une intégration par parties, on obtient, au moins
formellement, 1’équation

_/0 u'(z)p (x)dxz/o f(@)p(z)de. (1.1.5)

Cette équation est appelée formulation variationnelle de ’équation (1.0.1), car la fonction ¢ est ici une
variable. 1’égalité (1.1.5) a un sens si les deux fonctions u'¢’ et fo sont bien définies et intégrables
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sur |0, 1[. Il s’agit donc de choisir u, f et ¢ dans le bon espace de fonctions pour que tout ceci ait un
sens. Pour cela, on va définir un espace de fonctions plus grand que 'espace des fonctions C2, dans lequel
on pourra définir la dérivée d’une fonction, mais qui présentera une structure Hilbertienne.

Définition 1.1.5. On appelle espace de Sobolev H!(]0, 1[) I’espace

0,1 = { € °(00.1), 36 €L2(0.1D, Je€ R, Vo 0.1l o) =+ [ v
0
On définit également ’espace HE(]0, 1) comme le sous-ensemble de H!(]0, 1[) constitué des fonctions ¢ €
H' ()0, 1]) telles que p(a) = p(b) = 0.

L’espace H'(]0,1[) correspond donc & l'espace des fonction de L2(]0,1[) admettant une dérivée
dans L2(]0, 1]).

D’apres la proposition suivante, la fonction v apparaissant dans la définition de H!(]0, 1[) est en fait
entierement déterminée par ¢ et sera notée ¢’. Si ¢ est de classe C!, la fonction ¢’ correspond bien i la
dérivée de ¢ au sens classique.

Propriété 1.1.6. Si ¢ et ¥y sont deuzx fonctions de L2(]0,1[) et ¢1 et ca sont deur constantes telles
que pour tout x de [0,1] on ait

c1 + /0‘ Y1(y)dy = co +/0 Va2 (y)dy, (1.1.6)

alors on a ¢y = co et 1 = 19 presque partout.

Démonstration. En prenant = 0 dans (1.1.6), on obtient ¢1 = ¢z, de sorte que [ (¢1(y) —th2(y))dy = 0
quel que soit z € [0, 1]. Cette égalité implique que 11 = 15 presque partout. O

On peut caractériser les fonction de H(]0, 1) parmi celles de IL?(]0, 1[) en observant leurs coefficients
dans le développement en série de sinus :

Propriété 1.1.7. Soit ¢ une fonction de 1L%(]0,1[), que l’on décompose en
o(x) = Z A V2sin(mnz).
n=1
La fonction ¢ est dans H(]0,1]) si et seulement si la suite (\,) vérifie
oo
Z:n?|/\n|2 < 0. (1.1.7)
n=1

On remarquera que la condition (1.1.7) est bien une condition strictement plus forte que la condi-
tion (1.1.4), de sorte que H(]0, 1[) est bien un sous-espace strict de L2(]0, 1[).

Démonstration. On admettra que la famille

{101} U {\/icos(mm), n > 1}
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est une base Hilbertienne de L2(]0,1[), la preuve étant essentiellement la méme que dans le cas de la
famille (v2sin(nmz)),>1.

On commence par une remarque : comme L2(]0, 1[) est inclus dans }Ll(]O 1)), si une fonction ¥ est
dans L2(]0, 1[) on peut définir une fonction ¥, continue sur [0, 1], par ¥(z) = [ 1(z)dz. Comme ¥ est
continue, elle est notamment dans L?(]0, 1[). Le calcul suivant montre que la decomposmon de ¢ en
série de sinus se déduit de la décomposition de ¥ en série de cosinus par dérivation :

<\/§C05(n7rx / V2 cos(nmx)¥(z)ds = /01 /Ow V2 cos(nma)ih(y)dyda

_ /0 1 /y * cos(nm)(y)dady
= /01 (/yl cos(mrx)dx) P(y)dy

-1
=— [ sin(nmy)y(y)dy
T Jo
= ;—ﬂl_ < ZSin(mrx),w> . (1.1.8)

Autrement dit, on peut développer 1 et ¥ sous la forme

Z AV 2sin(nrz) et U(z Z \[cos(mrz) (1.1.9)

Maintenant, supposons que ¢ soit dans H(]0,1[). On écrit alors o(x fo ¢ (y)dy, ol ¢ est la
fonction de L2(]0,1[) dont I'existence est assurée par la définition de Hl(]O 1)). On remarque que, ¢
étant dans H}(]0, 1[),

0=0(1)= /O ¢ (y)dy = (Lo ¢')

de sorte que ¢’ est orthogonale au vecteur 1jg ;. On peut donc écrire

(@) = 3 j1nv/Z cos(nma),

n=1

ot la suite y,, vérifie Y 07| |un|? < oo. Les coefficients de la série définissant ¢ sont, d’apres (1.1.9),
les A\, = —£2, qui satisfont bien (1.1.7).

Pour la réciproque, on considere une fonction p(z) =3 < A\nV/2sin(n7e) telle que la suite (A,)n>1

vérifie (1.1.7) et on définit une fonction v de L2(]0, 1]) par la formule

= Z A2 cos(nmz).

n>1

La serie définissant ¢ est bien convergente dans LL2(]0,1[), en vertu de (1.1.7). En notant W¥(z)
Jy ¥ (y)dy, le calcul (1.1.9) montre que ¥ = ¢, de sorte que ¢ est dans H'(]0, 1[), avec ¢’ = 1.

Ol
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1.1.1 Le théoreme de Lax-Milgram

Maintenant que le cadre fonctionnel dans lequel nous allons nous placer a été défini, on va énoncer
un théoreme permettant de montrer ’existence et 'unicité d’une solution pour une formulation de
léquation (1.0.1) dans ce cadre fonctionnel.

On rappelle le théoreme de Riesz, selon lequel un espace de Hilbert est isomorphe a son dual. Dans
toute cette partie, on désignera par H un espace de Hilbert, dont le produit scalaire sera noté (-, -).

Théoréme 1.1.8 (Riesz). L’application de H dans son dual H', qui & un vecteur u associe la forme
linéaire

v = {u,v)
est un isomorphisme. Notamment, si l est une forme linéaire, il existe un unique vecteur de H tel que,
pour tout v de H, on ait

I(v) = (u,v).

Démonstration. Si | est la forme linéaire nulle, il est clair que v = 0 est 'unique vecteur de H
vérifiant I(v) = (u,v) pour tout u de H. On va donc supposer que [ # 0.

Le noyau Ker(l) de la forme linéaire ! est un hyperplan fermé de H. Son orthogonal est donc une
droite, dont on note n un vecteur directeur. Soit alors

de sorte que

On a alors, pour tout v de H

I(v) :l<v— w) o <U’“>u) :l(v— <v’“>u) + (v, ).

(u, u) (u, u) (u, u)

(= fiage) o

u est orthogonal & u, et donc dans le noyau de I. On a donc monté i(v) = (u,v). O

(v,u)
(u,u)

de sorte que v —

Un corrolaire important du théoreme de Riesz est le suivant, qui va nous permettre de traiter certaines
équations elliptiques.

Corollaire 1.1.9 (Théoréme de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert dont on notera {-,-) le
produit scalaire, et soit a(-,-) une forme bilinéaire sur H. On suppose que a est coercive et continue,
c’est-a-dire qu’elle vérifie, pour certaines constantes c et C, les inégalités

la(u, v)] < Cllullllv]| et a(u,v) > clul?,

pour tous u et v de H. On considere également une forme linéaire continue | sur H. On a notamment,
pour une certaine constante C,
vu e H, li(w)| < Cllul.
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Alors, pour il existe un élément u de H tel que pour tout v de H, on ait [’égalité

a(u,v) = 1(v).

De plus, si a est symétrique, u est 'unique solution de la formulation variationnelle

veH

%a(w) —I(u) = min (;aw,v) - l(v>> :

Remarque : dans le cas ou a est symétrique, la continuité et la coercivité de a font que a est un
produit scalaire sur H, équivalent au produit scalaire initial. Par conséquent dans ce cas, le théoréeme
de Lax-Milgram correspond simplement au théoreme de Riesz.

Démonstration. On peut définir, par le théoreme de Riesz, un opérateur A de H dans lui-méme qui a
un vecteur u associe 'unique élément Au de H tel que

Yo e H, a(u,v) = (Au,v).
On doit alors montrer que A est bijectif. L’injectivité découle de la coercivité de a. Pour montrer la
surjectivité, on remarque d’abord que I'image de A est dense dans H puisque si (Au,v) = a(u,v) =0
pour tout v € H, alors u est nul. D’autre part, son image est fermée car si (Aup)nen converge, la

coercivité de a montre que (uy,)nen converge également.
Pour la représentation de u comme solution d’un probléme d’optimisation, on écrit

1 1 1
§a(u +h,u+h) —l(u+h) =-alu,u) — l(u) + (a(u, h) = I(h)) + (2a(h, h))

2
- (atuw - 1) +0+ (Fath)
> (Jatuw - 1w) + S10,

ce qui montre que u est 'unique minimum de . O]

Pour donner une formulation de 1’équation (1.0.1) dans H'(2), on va appliquer le théoreme de
Lax-Milgram aux formes

a(u,v) :/0 o (z)v'(z)dx et I(v) :/0 f(x)v(x)dz.

On doit tout d’abord montrer que la forme bilinéaire a est coercive, ce qui est exprimé par le résultat
suivant.

Théoréme 1.1.10 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de RY. Il existe une constante C
telle que

/Qlu(:r)Ideg C’/Q|Vu(x)|2dx,

pour toute fonction test u dans Hy((2).



18 CHAPITRE 1. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ELLIPTIQUES

L’inégalité de Poincaré est bien évidemment fausse pour une fonction quelconque de H!(Q) : il suffit
de prendre ¢ constante et non nulle, on a alors |¢[|L2(q) # 0 mais [|[Ve||L2) = 0. On se limite donc
aux fonctions nulles au bord : une fonction constante et nulle sur le bord de € est uniformément nulle.

Une conséquence de I'inégalité de Poincaré est que la quantité

est une norme sur H}(Q).

Démonstration. Soit ¢ une fonction C* sur €2 a support compact. On peut prolonger ¢ par 0 hors de €
et obtenir ainsi une fonction réguliere sur R%. On note x = (2/,24), * € R4, 24 € R. En intégrant par
parties selon la derniere coordonnée, on trouve

/<P($/7$d)2d$ = 2/ zqp(a’, 24)0p,0(x, xq)da.
Q Q

Les termes de bord sont nuls, puisque ¢ est a support compact. Comme {2 est un ouvert borné, on
a |zq| < C sur le support de £2. On a donc

/ (e, ) P <2 / (2al (@’ 2a) |Ony ol 2a))
Q Q

1/2 1/2
<c ( / |¢<x’,xd>|2dw) ( / |axdso<xc:cd>|2dx) ,
Q Q

par Cauchy-Schwarz, soit encore
1/2 1/2 1/2
([l wapas) <o [loetbas) <o [ 1veaaPa)
Q Q Q

On est donc maintenant capables de montrer le résultat suivant :

Théoréme 1.1.11. Soit f une fonction de L%(]0,1[). Il existe une unique fonction u de H}(]0,1[) telle
que

- /01 o ()0 (z)dr = /01 f(x)v(z)dz

pour toute fonction v dans H}(]0, 1[). De plus la fonction u est l'unique minimum de la fonctionnelle ®
définie sur H3(]0, 1[) par

1 1
d(v) = %/0 |v'(:r)|2dm+/0 f(x)v(x)dz.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram sur H{(]0, 1]) & la forme bilinéaire

a(p.)) = / o (@) (z)da
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et a la forme linéaire .
1) = - [ bl@)f(e)da.
0
La forme a est coercive en vertu de I'inégalité de Poincaré. O

En fait, on voit dans la preuve du théoreéme 1.1.11 précédent que 'on a pas utilisé le fait que f soit
dans IL2(]0, 1[), mais seulement que la forme linéaire

1
v [ @t
soit définie et continue sur H'(]0,1[). Par conséquent, on peut généraliser le théoréme 1.1.11 & des
seconds membres plus généraux. On définit donc un espace plus grand que L2(]0, 1]).
Définition 1.1.12. On notera H=1(]0,1[) le dual de l’espace H}(]0, 1[).
On est en fait dans la situation suivante :
Hj ¢ L? = (L?) c (Hp)'.

En effet, le théoréme de Riesz permet d’identifier L2 et son dual. Ensuite, une forme linéaire continue
sur L2 définit, par restriction, une forme linéaire sur Hj. Par conséquent, on peut identifier (L?)" & un
sous-espace de (H})'. En revanche, ces inclusions sont strictes. Par exemple, la forme linéaire

69;0 : ’L/) = w(xO)
n’est égale a aucune forme linéaire de la forme
1
v [ U@l
0
Plus généralement, toutes les mesures finies sur ]0, 1[ vont définir des éléments de H~!. Par ailleurs,

certains éléments de H~! ne sont pas définis par des mesures.
On peut en fait caractériser les éléments de H™! de la maniére suivante :

Propriété 1.1.13. Pour tout p dans H=1(]0, 1) il existe une fonction ® dans L2(]0,1[) et une constante
réelle c telles que pour tout ¢ dans H}(]0,1[), on ait

Par abus de notation, on se permettra d’écrire

o)) = / @)z et &' = p.

Autrement dit, les éléments de H~!(]0, 1[) peuvent se comprendre comme les “dérivées” des éléments
de L2(]0, 1[).
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Démonstration. Soit ¢ un élément de H~1(]0, 1]). 1 s’agit donc d’une forme linéaire sur H(]0, 1[).
L’application T' qui & ¢ associe la fonction ¥(z) = foz Y(y)dy est une isométrie surjective entre le
sous-epace de L2(]0, 1[)

1
L300.1) = {v e 2200.1). [ w(oao =0}
0
et H}(]0,1[). La réciproque de T est 'application v ~— 1’. Par conséquent, la composition ¢ o T~! est

une forme linéaire continue sur LZ(]0,1[). Le théoréme de Riesz donne alors I'existence d'une unique
fonction @ de 1.3(]0, 1[) telle que pour toute fonction 1 de L2(]0, 1[), on ait :

eoT ' (w) = [ B@pi@ada.

On écrit alors

1
o) = (po T™)(TY) = (po TN = / B(a)y (x)da.

On peut également définir une décomposition en série de sinus pour les éléments de H™! :

Propriété 1.1.14. Pour tout élément u de H=1(]0,1[), il existe une unique suite (\,)nen vérifiant

o0
)\2

E |n2| < 00
n

n=1

telle que si (un) est une suite vérifiant

oo
> |nl*n® < oo,
n=1

alors . -
| @ = A
0 n=1

On a, dans H=1(]0,1[),
u(z) = Z AoV 2sin(nz).

Démonstration. Soit u dans H~1(]0, 1[). On pose
1
An :/ u(z)V2sin(nmz)dz.
0
On considere ensuite v dans H(]0, 1]), que l'on écrit sous la forme

v(z) = Z iV 2sin(nmz).

n=1
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Comme la série précédente converge dans H'(]0, 1[) vers v, on a I'égalité

1 1 N N 00
/ v(z)u(z)de = lim Z iV 2sin(nmz) | w(z)de = lim )\nun Z Anbin.
0 N—oo /g — N—o00 —
n=1 = n=1
Par conséquent, la série > A,pu, converge, pour toute suite (u,) vérifiant Y -, n?|u,|* < co. En
2
écrivant A\, pu, = /\7 X Ny, on voit que la série Y % est convergente. O]

De la méme maniére, on peut en fait définir un espace H§(]0, 1[) pour toute valeur de s > 0 par
I’expression :

H;(]0, 1[) {Z/\ V2sin(nrz) € L2(]0, 1]) Zn25|)\ 2 <oo} (1.1.10)

n=1

1.2 La dimension supérieure

La plupart des résultats de la partie précédentes peuvent se généraliser au cas multidimensionnel.
On va donc considérer un ouvert Q de R%. Certains des résultats ne seront valides que pour des ouverts
réguliers. Nous ne définiront pas rigoureusement cette notion. Un ouvert régulier est a comprendre
comme pouvant, en chaque point de son bord, étre localement envoyé sur ]0, co[xR?~! par une fonction
réguliere (de classe C*°, par exemple).

On peut généraliser la décomposition en série de sinus au cas d’un ouvert quelconque.

Théoréme 1.2.1. Soit Q un ouvert borné de Re. Il existe une base Hilbertienne (e, )nen de L2() telle
que les fonctions e, soient de classe C*° dans 2, s’annullent sur 002 et vérifient

Aep = Open,
ot (0n)nen est une suite croissante de réels positifs tendant vers co.

Démonstration. Admis.
O

Ce théoréme permet notamment de définir les espace H®(£2) comme on I’a fait avec la formule (1.1.10).

Définition 1.2.2. Pour s > 0 et Q un ouvert borné, on définit l’espace H*(Q) par la formule

{Z Anen € L2(9), ZaQS\AnF < oo.}

n=0

Maintenant on peut donner un résultat permettant de définir la restriction d’une fonction de H* ()
sur le bord de €. En effet, cette opération est évidente pour une fonction continue, mais on peut trouver
dans H*(€2) des fonctions qui ne sont pas continues. On se ramene donc au cas des fonctions continues
par densité.

Propriété 1.2.3. Il existe une unique application continue T de H*(Q) dans H*~1/2(9Q) telle que si u
est dans H*(Q) et est continue, alors T(u) = ujgn. On appellera 7(u) la trace de u sur le bord de Q2. Pour
simplifier, on écrira en général, par abus de notation uan, méme si la fonction u n’est pas continue.

De plus, toute fonction de H*~/2(0Q) est la trace d’une fonction de H*(Q).



22 CHAPITRE 1. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ELLIPTIQUES

Démonstration. On ne fera la preuve que dans le cas ou  =]0,00[xR?~1, et alors 9Q = {0} x RI~1,
pour lequel on montre qu'une fonction H' admet une trace L2. Soit v une fonction de classe C*> &
support compact dans £2. On a I’égalité

||u||i2(89) = / lu|? = / |u(0, 2, ..., 2q)2dzs . .. dzg
a0 Rd—1

= / (/ Or, |u(sc)|2da:1) day...dag
Ra-1 \Jo

=2 /Q w(z)dy, u(z)de

([ |u<x>2)1/2 (f |Vu<x>2)1/2

< 2)|ullfn (g)-

IN

Par densité de I’ensemble des fonctions de classe C*° & support compact dans H!(), cette derniere
inégalité montre que ’application

Co(Q)  — C=(00)
U = UjpQ

se prolonge en une application linéaire continue de H!(Q) dans L2(99).

Le cas d’un ouvert régulier plus général se traite en envoyant localement le bord de 2 sur le bord du
demi-espace |0, co[x R4~

On ne démontrera pas que 'image de cette application est exactement H'/2 Q). O

On a alors tout les ingrédients pour montrer un résultat d’existence et unicité pour I’équation (1.0.1).

Théoréme 1.2.4. Soit f une fonction de H=1(2). Il existe une unique fonction u de H'(Q) telle que

pour tout v de H}(2), on ait
/ Vu(z) - Vo(z / f(z

De plus, si f est dans H*(Q), alors u est dans H*+2(Q)

On ferra attention au fait que la derniere partie de 1’énoncé n’est pas évidente en dimension > 2.
En effet, pour d > 2 le fait que Aw ait une certaine régularité ne donne a priori pas d’information sur
toutes les dérivées secondes 0;0;u.

Démonstration. La preuve de la premiére partie est essentiellement la méme que celle du théoreme 1.1.11.
Pour la régularité de la fonction u, on remarque que si le développement de f est donné par

o0
f = E anena
n=1
alors celui de u est donné par

o0
-2
f= E 0, “Qpen,.
n=1
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1.2.1 Différentes conditions au bord
Conditions de Dirichlet

On appelle condition de Dirichlet une condition portant sur les valeurs prises par la fonction sur le
bord de l'ouvert.

Théoreme 1.2.5. Soit g une fonction de H'Y/2(99Q) et f une fonction de H='(Q). Alors il existe une
unique fonction u de H(Q) telle que

— pour tout v de H§(Q), on a
/ Vu(z) - Vu(z / flx

— la trace de u sur 0N) est donnée par g.

Démonstration. Tout d’abord, on choisit une fonction g de H*(2) telle dont la trace soit donnée par g.
Cette fonction existe en vertu de la proposition 1.2.3.

On va alors s’intéresser au probléme résolu par @ = u — §. Si u est une solution du probleme énoncé
dans le théoréme, alors d’une part @ vérifie la formulation variationnelle

Yo € Hy(Q), /QVE(J;) -Vo(z)der = /Q (—f(z) + Ag(z)) v(z)dx ;

et de plus, la restriction de u sur le bord est donnée par g — g = 0. La fonction @ est donc dans H(£2).
La fonction § étant dans H'(Q2), on en déduit que Ag est dans H~1(Q).
O

1.3 Dépendance par rapport aux parametres

Une question naturelle est de savoir si la solution de ’équation (1.0.1) dépend continument de ses
parametres, ou autrement dit, si une petit erreur sur la valeur de f ou g se traduit par une petite erreur
sur la valeur de wu.

1.3.1 Continuité L*®

On considere ’équation

u(x) = f(r), reQ,
{ (z) = g(x), z € 09. (1.3.1)

On suppose que g est la trace sur dQ d'une fonction de H!(Q). Par conséquent, il existe une unique
solution a la formulation variationnelle de cette équation.
On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Siv € H'(Q), la fonction v = max(0,v) est une fonction de H'(Q) dont le gradient
est donné par Vot = 1,50Vv.

Démonstration. Admis. O
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Théoréme 1.3.2. Soit u la solution de (1.3.1). Si f <0 et g >0, alors u > 0.

Démonstration. La solution u de (1.3.1) est dans H'(£2). De plus, comme g est positif, la fonction u~,
qui est également dans H!(Q) est nulle sur 952, de sorte que u~ est dans H}(€2). On peut donc appliquer
la formulation variationnelle de 1’équation a la fonction ™~ pour obtenir

/QVu(ac) -Vu~ (z)de = /Qf(;v)u_(a:)dm,

ce qui se récrit
/ 1u<o|Vul?(z)dz = / f(z)u™ (z)de.
Q Q
D’apres les hypotheses sur le signe de f, le membre de droite est négatif, de sorte que les deux membres

de T’égalité sont nuls. On en déduit donc que fQ |[Vut(x)|dz = 0, ce qui signfie que la fonction u™ est
nulle sur €2, autrement dit, que u est positive. O

Corollaire 1.3.3. Pour g dans H'/?(Q), on note u la solution de

{Au(z) =0 stz € (),

u(z) =g(z) siz e .

St g est borné, alors u l’est également, et de plus on a l'inégalité

[ullLes @) < lgllLes (a9
Cette inégalité signifie que la fonction qui d g associe u est continue pour la topologie IL>°.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoreme 1.3.2 aux fonctions v — min g et v — maxg. O

On peut obtenir une autre version de cette continuité, pour une autre équation. Par le théoréme de
Lax-Milgram, on vérifie que, pour f une fonction de H=1(£2), ’équation

fl@) sizef
u(z) =0 six € 002 (13.2)

est bien posée, au sens ot il existe une unique fonction de H}(Q2) telle que

Yo € Hy(Q), /

Q

Vu(z) - Vv(:z:)dz+/ﬂu(:1:)v(x)dx = /Qf(:c)v(z)

Théoréme 1.3.4. Pour f dans H™1(2), on note u la solution de (1.3.2). Si f est positive alors u est
positive.

De plus, si f est bornée, alors u est également bornée, et il existe une constante C telle que pour
tout f, on ait

ullLe (22) < Ol fllLe=(0)-
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Démonstration. La fonction u~ est dans H(Q), on peut donc écrire la formulation variationnelle de
I’équation avec u~ comme fonction test. On obtient alors

—/Q\u*(x)|2dx7/Q|Vu*(x)|2d:v:/Qf(x)u*(:c)dx.

Par hypothese, la fonction u~ étant positive, le membre de droite est positif, et le membre de gauche
est négatif. Par conséquent, les deux membres sont nuls, et on en déduit que u~ est la fonction nulle,
autrement dit, que u > 0. O]

1.3.2 Continuité 1.2

Ensuite, la formulation variationnelle de I’équation permet de donner une stabilité dans L? de la
solution.

Propriété 1.3.5. L’application de H™1(Q) dans H'(Q) qui a f associe la solution de

Au(z) = f(z) sixzeqQ,
u(z) =0 st x € 08,

est continue. Plus précisément, il existe une constante C' telle que pour tout f dans H=(Q), on ait
ullm @) < Cllflla-1()-

Démonstration. On écrit la formulation variationnelle de ’équation, avec v comme fonction test :

[ wuttar = - [ fenutar

On a donc

lulZs ey < C / V() Pde < Ol s s -

1.4 Résolution numérique

On a présenté dans la partie précédente un cadre théorique permettant de s’assurer qu’'une équation
elliptique admet une solution. On va maintenant présenter différentes méthodes numériques permettant
de donner une estimation de cette solution.

Les exemples étudiés ici seront des exemples “simples”, par exemple sur un sergment ou un carré. La
généralisation en dimension plus grande, ou a des ouverts plus complexes, peut se faire quitte a obtenir
des expressions plus longues, mais sans réelle difficulté théorique supplémentaire.
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1.4.1 La méthode des différences finies

On va discrétiser l'intervalle Q = [0, 1] sous la forme Qx = {0, dz, 20z, ..., (N +1)dz}, ot dx = ﬁ
On cherche alors un analogue a ’équation (1.0.1) sur ’ensemble Q. Deux approximations naturelles

de la dérivée de u en un point sont données par

u((k +1)0z) — u(kdzx)
ox

u(kox) —u((k — 1)dx)
ox

dnu(kdr) = et Syu(kdx) =

Il est donc naturel d’approcher la dérivée seconde par

uw((k+1)0z) + u((k — 1)dx) — 2u(kdx)
dx?

6N5Nu(k6x) = SN(SNU(/C(S?L’) =
On cherche alors & résoudre I’équation suivante, ot 'inconnue est (u;)i=o,... N+1 :

detitueo1—20e — f(kéx)  pour k€ {1,...,N},

Uy = O, (141)

UN+1 = 0.

Cette équation peut se récrire sous la forme matricielle suivante :

-2 1 o ... ... 0
1 -2 1 c. . U f((sx)
o PR B A T (%5
2 . - .
51' 1 0 : :
uN f(Néz)
: w1 =2 1
0o ... ... 0 1 -2

Pour que cette équation définisse bien une solution approchée (uy)n=o.... nv+1, quel que soit le second
membre f, il faut que la matrice Ay de taille N définie par

-2 1 0 0
1 -2 1
1
Av=ga ||
1 0
: 1 =2 1
o ... ... 0 1 -2

soit inversible. On présente deux maniere de montrer 'inversibilité de cette matrice. Tout d’abord, on
peut calculer explicitement le spectre de la matrice.

Propriété 1.4.1. Les valeurs propres de An sont les ﬁ (1 — cos (2wkdx)), pour k variant de 1 ¢ N,
et les vecteurs propres associés sont les (sin (2kwq0x)) e 1 ny-
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Démonstration. C’est un simple calcul, utilisant les formules trigonométriques. O

Comme 0 n’est pas valeur propre, la propriété 1.4.1 assure l'inversibilité de la matrice Ay. On
peut de plus remarquer que les éléments propres de Ay tendent, quand N tend vers l'infini vers les
éléments propres du Laplacien calculés précédemment. En effet, & k fixé, la k®™¢ valeur propre tend,
quand N — oo, vers —4m2k? et le k'®™¢ vecteur propre tend vers sin(27kx).

Une autre maniére de montrer I'inversibilité de la matrice Ay est de montrer un équivalent discret
au principe du maximum 1.3.2 qui permettra de montrer 'injectivité de la matrice.

Théoréme 1.4.2 (Principe du maximum discret). Soit (un)n=1,... v un vecteur de taille N tel que les
coefficients du vecteur (fp)n=1,... N définit par (fn) = An(un) soient positifs. Alors les coefficients du
vecteur (Up)n=1,...N sont négatifs.

Démonstration. On considere le plus petit entier ng € {1,..., N} tel que u,, = max)_; u,. Si ng = 1,
on a, par positivité de fi, et comme w1 > us

Uy — 2U7 1 —U7
0<fi=—"——%—=—(uw—u)—wm) < —,

= fl 6332 5.232 (( 2 1) 1) = 5.’132
de sorte que u, < u; < 0, pour tout n. Le méme raisonnement marche pour ng = N. Enfin, si ng est
différent de 1 et de IV, on a alors up,—1 < up,, de sorte que

Upot+1 + Un,—1 — 2u 1 1
0< f"o = ot (;‘;)2 = @ ((uno—l - uno) + (uno-i-l - uno)) < ﬁ(uno+l - uno) <0,
ce qui est contradictoire. O

La proposition suivante montre que le principe du maximum discret donne I'unicité pour la solution
du schéma. Comme on a affaire & une équation linéaire en dimension finie, on a aussi l’existence :

Propriété 1.4.3. La matrice Ay est inversible. Autrement dit, il existe, pour un vecteur (fp)n=1,... N,
il existe une unique solution (up)n=o,... N+1 au probléme (1.4.1).

Démonstration. Soient (un)n=1,...~N €t (Vn)n=1,. N deux solutions de '’équation (1.4.1). Par linéarité,
on a

An(u—v)=f—f=0,

qui est un vecteur positif. Par conséquent, le principe du maximum discret nous donne l'inégalité
Vne{l,...,N}, u, < vp.

Par symétrie du raisonnement, on a l'inégalité inverse, de sorte que les vecteurs u et v sont égaux. [

Convergence du schéma

Maintenant que l'on sait que le schéma numérique (1.4.1) définit bien une solution approchée, la
question a se poser est de savoir si cette solution va effectivement étre proche de la vraie solution de
I’équation (1.0.1).
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Définition 1.4.4. — On appelle erreur de consistance la valeur obtenue en remplacant la “vraie”
solution de l’équation a résoudre dans le schéma. Dans notre cas, cette erreur est donnée par
~u((i — 1)0x) + u((i + 1)0x) — 2u(idx)
;=
ox?

— f(idx), pourie {l,...,N},

ot u est une solution de (1.0.1) ;
— On dit que le schéma est consistant si [’erreur de consistance tend vers 0 :

N
max [1i] =N 00 05
i—
— On dit que le schéma est consistant d’ordre p si l’erreur de consistance vérifie :
N P
max [nil = Nooo= O(62P).
i
Il faut comprendre qu’un schéma consistant est simplement un schéma qui résoud la bonne équation.

On s’intéresse a la consistance du schéma (1.4.1).

Propriété 1.4.5. Si la fonction f est de classe C* sur [0,1], alors le schéma (1.4.1) est consistant
d’ordre 1.

Si la fonction f est de classe C* sur [0,1], alors le schéma (1.4.1) est consistant d’ordre 2.

Enfin, si f est une fonction affine, alors le schéma (1.4.1) est exact (on a u, = u(ndx)).

Démonstration. Si le second membre f est de classe C! sur [0, 1], alors la solution u est de classe C? et
on peut effectuer un développement de Taylor-Lagrange de u autour du point ¢dx & 'ordre 3 :

) ) _ §z% 5 dx® 5 .
u((i 4+ 1)0z) = u(idz) + dxd,u(idx) + 783011(@53:) + ?awu(ac)

et
) ) _ §z? 5 o 4
u((i — 1)dx) = u(idx) — dxdu(idx) + 781.11(15@ - ?azu(x),
olt ¥ et Z sont deux éléments de [(i — 1)dz, (i + 1)dz]. De plus, on a I'égalité 9u = f. On a alors

u((i 4+ 1)0z) + u((i — 1)dx) — 2u((i + 1)dz)

mi| = 5 — f(ibx)
9 . ) 0x g .. 0T _.q ,_
= |0Zu(idx) — f(idx) + Faxu(x) - Faxu(:c)
< %x sup [ f'].

[0,1]

Si la fonction f est de classe C2, on peut pousser le développement un terme plus loin, et les deux
termes en +dx02u(idz) se compensent, et on obtient

2

ox
i| < =—sup |f”].
il < S sl

Si la fonction f est affine, la quantité supy, ;) |f”| est nulle de sorte que la solution exacte est solution
du schéma numérique. O
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Définition 1.4.6. On dit qu’un schéma numérique est stable (pour une certaine norme) si la solution
du schéma est continue par rapport auz données. Le schéma (1.4.1) est donc stable pour la norme || - ||
st il existe une constante C' > 0 telle que pour tout f, on ait

[(ui)i=1,.. Nl < CI(f(id2))i=1,..N]-
Propriété 1.4.7. Le schéma (1.4.1) est stable pour la norme L. Plus précisément, on a, pour tout f
borné, linégalité
N 1
max [u;| < = sup |f].
=1 8
Démonstration. On va utiliser le principe du maximum discret 1.4.2. Tout d’abord, on remarque que la
solution approchée obtenue si le second membre est la constante 1 est e; = —%(idx)(1 — idx). En effet,
le second membre est alors affine, et 'on a vu en proposition 1.4.5 que le schéma était exact pour un
second membre affine. On a donc |e;| < max |z(1 — z)| = §.
Passons maintenant au cas d’un second membre quelconque. On a I'inégalité —sup | f| < f < sup|f].

Le principe du maximum discret montre que ’application qui au second membre associe la solution
approchée est décroissante, de sorte que I'on ait I'inégalité

e;sup |f] < u; < —e;sup|f].

Comme les coefficients e; sont majorés par %, on a bien la majoration annoncée. O

Définition 1.4.8. — On appelle erreur de convergence, ou erreur de discrétisation la différence entre
la “vraie” solution de l’équation et la solution approchée donnée par le schéma. Dans notre cas,
cette erreur est donnée par

g; = u; — u(idx) ;

— On dit que le schéma est convergent si [’erreur de discrétisation tend vers O :
N
max |&;] = n—o0 03
1=
— On dit que le schéma est convergent d’ordre p si l'erreur de discrétisation vérifie :
N P
malx|5i| — Nooo= O(d2P).
=

Propriété 1.4.9. Si la fonction f est de classe C* sur [0,1], alors le schéma (1.4.1) est convergent
d’ordre 1.

Si la fonction f est de classe C* sur [0,1], alors le schéma (1.4.1) est convergent d’ordre 2.

Enfin, st f est une fonction affine, alors le schéma (1.4.1) donne la solution exacte.

La preuve de ce résultat va se baser sur le principe général selon lequel un schéma stable et consistant
est convergent.

Démonstration. L’erreur de discrétisation est donnée par

g; = u(idx) — u;.
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Le vecteur (u;)i=1,.. .~ ¢étant solution du schéma, on a 1’égalité
An(ui)i=1,.. .~ = (f(i6x))i=1,...N-

Par définition de ’erreur de consistance, on a donc

On en déduit, a I’aide de la propriété de stabilité énoncée en proposition 1.4.7
1
max |g;| < gmax|17i|.

On en déduit que le schéma (1.4.1) est convergent avec les mémes ordre de convergence que les ordres
de consistance donnés en proposition 1.4.5. O

La dimension supérieure

En dimension supérieure, les résultats présentés a la section précédente resteront toujours vrais,
pour peu que l'on prenne un domaine €2 se laissant suffisamment bien approcher par une grille de
discrétisation.

En revanche, écrire le probléme devient plus complexe, surtout si la dimension est “grande” (c’est-a-
dire essentiellement d > 4). Par ailleurs, le colit de discrétisation est d’autant plus grand que la dimension
du probléme est grande : pour un pas de discrétisation dx, le nombre de points de discrétisation a
considérer est de I’ordre de dz 7.

On va donc se limiter ici au cas du carré en dimension 2 : Q = [0,1]2. On va approché le carré par
la famille des couple

x; =idx, y; = joz, 1€ {0,...,N+1}, j€{0,...,M +1},

avec x = . L'opérateur A = 92 + (‘35 est naturellement approché par I'opérateur discret Dy qui au

N+1°
vecteur
(Un,m)nzo,...,NH, m=0...,N+1

associe le vecteur

1
<5 D) (un-i-l,m + Un—1,m + Un,m+1 + Un,m—1 — 4un,m) .
€ n=1,...,N, m=1,....N

La condition au bord s’écrit
v1 < n,m < N7 Ug,m = UN+1,m = Un,0 = Un,N+1,

de sorte que les inconnues de I’équation sont les coefficients (unm)n=1.....N, m=1,...,.N, qQui ne sont pas
immédiatement donnés sous la forme d’un vecteur colonne. En assimilant ces coefficients au vecteur

(U1,1,U1,2» ce, UL N, U1, U2,2, - - o s U2 Ny oo oy UN Ty - - - 7UN,N)7
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on vérifie que le schéma numérique a pour matrice la matrice composée de N x N blocs de taille N x NV

T 1 0o ... ... 0
1 T 1
1
A:ﬁ 0 1
r 1 0
: o1 T 1
0o ... ... 0 1 T

ol I est la matrice identité de taille N et T  est la matrice tridiagonale donnée par :

-4 1 o ... ... 0
1 -4 1
T — 0 1
1 0
1 -4 1
0 0 1 —4

1.4.2 La méthode des éléments finis

Dans cette partie nous allons présenter la méthode des éléments finis. Le principe de cette méthode
est de discrétiser, non pas l'espace des variables x, mais directement 1’espace de fonction dans lequel on
travaille, ici, principalement H?.

Formellement, on cherche a résoudre le probleme

Vv € H, a(u,v) =1(v),
et on va pour cela résoudre le probleme approché
Yo € Hy, a(u,v) =1(v), (1.4.2)

ou Hj, aura vocation a étre un sous-espace de H, de dimension finie, et “tendant” vers H lorsque h — 0.
L’espace Hj, étant de dimension finie, le probléme (1.4.2) a avantage de pouvoir étre représenté et
résolu informatiquement de maniére exacte (aux erreurs d’arrondi preés) : en effet ce probléme revient a
celui d’une inversion de matrice.

Dans la suite, on va faire les hypotheéses suivantes sur la famille (Hp,)pso :

— L’espace Hj, est un sous-espace de H de dimension finie ;

— pour tout v dans H, on a la propriété

lim inf |ju—upllg =0.
h—0up€Hy

Lemme 1.4.10. On se place sous les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram. Les deux probléemes

Yo e H, a(u,v) =1(v)
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et
Yoy, € Hy, a(uh,vh) = l(’l}h)

ont alors des solutions uniques. Il existe une constante C' telle que ces solutions vérifient

lu —up|| < C inf |jlu— v
vh€Hp

Démonstration. Pour v, dans Hy, on a
a(u,vp) = U(vp) et alupn,vp) = 1(vy)
de sorte que a(u — up,vp) = 0. Notamment on a
a(u — up,u—up) = alu —up,u—vp) + alu —up, v —up) = alu — up, u — vy).
En utilisant la continuité et la coercivité de a, on trouve, pour deux constantes c; et co

cl||u—uh||2 <a(u—up,u—up) =alu—up,u—ovp) < callu— upll||u— vl

ce qui acheve la démonstration, avec C' = ‘é—i O
Etudions maintenant la forme que prend le probléme (1.4.2). On considére une base (eﬁ)nzl,,,,, N,

, _ h _ h

de H,. On a alors, pour u =Y, " upe; et v=">3" " v,ep

a(u,v) = Z Unvmalel el )

1<n,m<Ny

et
Nh

(0) =) wvul(el).

L’équation a(u,v) = I(v) se récrit donc

vtav = L7V,
ou U et V sont les vecteurs colonnes dont les coefficients sont donnés par (u,)n=1,... N, €t (Vn)n=1,... N, , 4
est la matrice définie par A, = a(el,el) et L est le vecteur de coordonnées (I(el!))n—1,. n,. Le

vecteur u est donc solution de (1.4.2) si et seulement si ATU = L. La résolution de ce systéme dépend
donc de l'inversibilité de la matrice A.

Propriété 1.4.11. La matrice A est inversible.

Démonstration. La matrice A étant la matrice de la forme quadratique a dans la base (eg)nzl,m,Nh,
¢’est une matrice symétrique définie positive (puisque a est coercive). Elle est donc inversible. O
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Un exemple

Pour résoudre le probleme

e

—
-

=
I

on va utiliser les espaces suivants. On note Hy 'espace des fonctions continues sur [0, 1], nulles en 0 et

en 1 et affines sur chaque intervalle | kL = _k ],avec k = 1,..., N+1. On posera dans la suite dz =

N+1> N+1 N+D
de sorte que les fonctions de Hy sont affines sur les [(k — 1)z, kdx].

L’espace Hy est bien un sous-espace de H}(]0,1[), de dimension finie (elle vaut N). De plus la
suite (Hy) “tend” vers H{(]0, 1[) au sens ou Uy>1 Hy est dense dans H}(]0, 1]).

Une base simple de Hy est donnée par la famille (e,lcv)kzly__wN, ou eiv est nulle en chaque gdox
pour 0 < g < N+1,et g# ket vaut 1 en kdx. On peut calculer les dérivées de ces vecteurs de base.
On a en effet .

(ex) = 5z (Lo, (ot 1)50] — L[(h—1)62,k64]) -

Il reste a calculer la matrice A du probleme (1.4.2). On trouve

2 1 0 ... ... 0
1 -2 1
1
A=l 0o 1
v 1 0
: .1 -2 1
0 ... ... 0 1 -2

Comme montré dans les propriétés 1.4.1 ou 1.4.3, cette matrice est inversible, ce qui correspond bien au
cas général donné par la propritété 1.4.11.
Le second membre du probleme va étre donné par le vecteur de coordonnées

1 (k+1)6x
| s = [ s
0 (k—1)6x
On voit que si f est continue, ce vecteur vaut approximativement (dz f(idx)), et que le systéme d’équation
a résoudre est proche de celui obtenu par la méthode des différences finies.

Estimation de I’erreur

En vertu du lemme 1.4.10, il suffit de majorer la quantité inf,, cm, || — vp| pour obtenir une
majoration de l'erreur dans la méthode des éléments finis. Dans le cas de la dimension 1 et pour un
espace d’élément finis Hg, défini comme 'espace des fonction affines par morceaux sur la subdivision 0 <

1

or <...< Ndoz <1 (avec dx = §77) et continues, on a le résultat suivant.

Propriété 1.4.12. Soit u une fonction de H}(]0,1[) NH2(]0, 1[). Alors on a l’estimation

véjt’r:'l}f':](;w lw = sz lla go,1p) < Ol|wllmzgo1p-
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Démonstration. Considérons une fonction u de classe C2. On note

N
Ihu= Z u(kdxz)ely
k=1
I'unique fonction affine par morceaux sur la subdivision 0 < dx < ... < Ndx < 1 coincidant avec la

fonction u en les points kdx. On a alors

u((k+ 1)ox) — u(kdz)
ox

(Iszu)'(x) =
si x €]kdx, (k + 1)dz[, de sorte que

(4 — Isou) (z) = o' (z) — u((k + 1)6632 - u(kém).

La fonction u étant supposée de classe C2, un développement de Taylor au voisinage de 2 donne

(k+1)6z
(ke + 1)dx) = u(e) = (4 Doz = o))+ [ " (0)(k+ 162~ 9)dy

T

et
kdéx

w(kdzr) —u(z) = (kdx — x)u'(z) + / o’ (y) (kdx — y)dy.

xT
On obtient donc

kéx
u((k + 1)6x) — u(kdx) = dau'(x) + / u’(y)((k +1)0x — y)dy — / u’(y) (kdz — y)dy.

x xT

(k+1)dx

Enfin, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

2
k+1)0x — g [RFD
< —|( ) | / [u" (y)|*dy

(k+1)6x
[ @ o - ey < R

et

2
x —kéx|® [*
<= [ wpay

kéx
[ v wse -y
T 3 dx

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient

k+1)x) — u(kox)
ox

2 2633 (k+1)6x
< —

() — [ (y)dy.

-3 kéx

En intégrant sur [0, 1], on obtient

1 2 1
20x
/ [(u = Towu) () dy < =5 / " (y)Pdy.
0 0

Par densité de l'espace des fonctions de classe C? dans HZ2(]0,1[), on obtient la méme majoration
dans H2(]0, 1[).
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On conclut avec I'inégalité de Poincaré :

wonf lu = vsellsgop < llu = Lssullm goap < Clltu — L) 2oy < Cdzllullmzgoap-

O

On peut généraliser la proposition 1.4.12 de la fagon suivante : on considére une partition 7, de
I'ouvert {2 par des polygones de diamétre inférieur & h. On note PF 1’espaced des fonction polynémiales
de degré k par morceaux sur la partition 7y,.

Propriété 1.4.13. Soit 0 <1 < m < k+ 1. Il existe une constante C telle que, pour toute fonction u
de H™(Q), on ait

. - . m—1
Jnf =l @y < O ulln o,

ey = 3 X [ 10nuta)a.

KeTh |al=l

ot l'on a noté

Par exemple, pour une fonction de H?, 'approximation par les polynémes de degré 1 est d’ordre 1
dans H' et d’ordre 2 dans L2 :

inf |Ju—up|lm < Chl|ullgz, et inf |ju—upllL: < Ch?||jul|m:.
up €PF up €PF
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Chapitre 2

Equations aux dérivées partielles
paraboliques

Nous allons nous intéresser a un exemple typique d’équation aux dérivées partielles : 1'équation de
la chaleur, ou équation de diffusion. Cette équation s’écrit

Owu(t, ) — Au(t,x) = f(t,z), (2.0.1)

ol A = Z?Zl 8%1 est Popérateur Laplacien, et le couple (t,z) est dans [0, 00[x2, ou © est un ouvert
de R?. La fonction f est une donnée du probleme. Cette équation est de plus assortie d'une condition
initiale

u(0,x) = v(x), pour z € Q,

et d’une condition aux limites
u(t,z) = g(t,z) pour (t,z) €]0, T[xIQ

ou v et g sont des fonctions données.

Cette équation est le prototype des équations dites équations parabolique. Le terme “parabolique”
vient du fait que le membre de gauche s’écrit en dimension 1 comme (9; — 82)f, & rapprocher de
I’équation y — 22 = 0 de la parabole.

Une des interprétations possibles de I’équation (2.0.1) est la modélisation d’un flux de chaleur dans
un corps. Voici I'interprétation de chaque terme de 1’équation :

— le terme O;u permet de décrire I’évolution de la distribution de chaleur au cours du temps. No-
tamment, on s’attend a pouvoir définir la valeur d’une solution a un temps t > 0 quelconque en
connaissant la distribution a I'instant ¢ = 0.

— le terme Aw correspond a une variation de w par rapport a sa moyenne locale. Un point z
ot Au(x) > 0 est un point plus froid que son entourage direct (et dont la température va augmen-
ter), et inversement. Ce terme correspond donc & un phénomeéne de moyenne, et va avoir tendance
a rendre régulieres les solutions de ’équation.

— le terme v correspond a la distribution de chaleur & l'instant initial.

— le terme g correspond a un thermostat situé sur le bord de I'ouvert et imposant sa température a
la frontiere du systeme.

37
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La premiere question a se poser avant la résolution du probleme (2.0.1) est de savoir quel sens
donner & cette équation. Le sens le plus naturel est de considérer qu’une fonction w : [0,00[x — R
est solution si elle est dérivable par rapport a t en tout point, qu’elle admet une dérivée seconde par
rapport & chaque z; en tout point et que les dérivées soient reliées par la relation (2.0.1) quel que soit
le point (¢, x). Il apparaitra que cette définition est trop restrictive, car elle ne permet de considérer que
des fonctions régulieres car cette approche est trop “ponctuelle” : on considere une par une les valeurs
prises par la fonction. Une meilleure fagon de faire est de considérer la solution u comme un tout et non
comme une collection de valeur u(t, ).

La notion de solution que ’on va considérer s’obtient en considérant les valeurs prises par la quan-
tité [, u(t, z)p(x)dz, pour une certaine collection de fonctions test ¢. On dit que 'on considére des
solutions faibles. Pour étudier ces quantités, il suffit de multiplier I’équation de la chaleur par ¢, puis
d’intégrer par rapport & x. On obtient alors

/Qatu(t,x)go(x)dx—/QAu(t,ac)go(x)dx:/Qf(t,x)go(x)dx.

En intégrant par partie, on obtient, si I’on suppose ¢ nulle sur le bord 012,

A@tu(t,x)¢(x)dx+/§2VU(t,1)~Vg0(:c)dx:/ﬂf(t,x)<p(m))dx. (2.0.2)

On définira donc une solution de ’équation (2.0.1) comme une fonction vérifiant 1’égalité (2.0.2) pour
toutes les fonctions ¢ d’une certaine classe. La question importante est donc de choisir les bons espaces
dans lesquels doivent vivre les fonctions wu(t,.), Owu(t,.) et ¢ pour que l'égalité (2.0.2) ait un sens.
L’esquisse de définition (2.0.2) fait intervenir des intégrales sur Q du produit de deux fonctions. Un cas
ou ces intégrales sont bien définies est le cas ot 'une des fonctions est dans l’espace LP(Q) et lautre
est dans l'espace L4(2), ol p et ¢ satisfont la relation 1/p + 1/¢ = 1. Si on veut avoir une expression
symétrique ot1 ces deux espaces seraient égaux, il suffit de considérer I'espace L2(f2) des fonctions de
carré intégrable. En effet, si u et v sont deux fonctions de L?(Q2), lintégrale [, u(z)v(z)da est bien
définie.

L’expression (2.0.2) fait également intervenir I'intégrale [, Vu(x) - Vo(z)dz. Au vu de ce que l'on
vient de dire, ’hyptohese naturelle est donc que les fonction Vu et Vv soient des fonctions de 1.2(€2).

On a donc besoin d’objets qui sont des fonctions dans L2(£2) et dont le gradient est dans L2(£2). Ces
objets ne peuvent pas étre définis & I’aide de dérivée ponctuelles, car les fonctions de L?(Q2) peuvent
trés bien ne pas étre dérivables en tout point (loin de la!). La théorie des espaces de Sobolev est le bon
cadre pour définir ces objets.

2.1 Equation de la chaleur sur R

On va s’intéresser a la résolution de ’équation de la chaleur sur R. Dans ce cas, on a un outil puissant,
qui va avoir le méme réle que les séries de Fourier dans le cas périodique : la transformée de Fourier.
La transformée de Fourier d’une fonction f de L!(R) est donnée par

f(6) = /R f(@)eda.

Le role de la transformée de Fourier dans I’équation de la chaleur est du a la propriété suivante :
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Propriété 2.1.1. Si f est une fonction de L*(R) telle que x — xf(x) soit aussi dans L*(R), alors f

est de classe C' et on a ) .
() (&) =iz f(&).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréeme de dérivation sous l'intégrale : en effet la fonction £ —
f(z)e'™s est de classe C! et sa dérivée est donnée par la fonction intégrable (en ) iz f(x)e'®S. Par
conséquent f est de classe C! et sa dérivée est donnée par

(f)(€) = /]Rag (f(m)eifx) dx = /Rixf(w)ei&dx = z;jf(g)

Par conséquent on a, pour f intégrable telle que =2 f soit intégrable, I'identité

Af(€) = —€f(€).

2.2 Formulation variationnelle

On va considérer dans cette partie 1’équation de la chaleur dans un ouvert borné Q de RY, sur
un intervalle de temps [0, 7], avec condition nulle au bord (ou conditions de Dirichlet homogéne). On
cherche donc une solution au probleme

Owu(t,x) — Au(tz) = f(t,z) pour (¢, z) €]0,T] x Q
u(t,z) =0 pour (t,z) €]0, T[x00 (2.2.1)
u(0,x) = v(x), pour x € Q.

Une étape importante pour la résolution d’'une équation aux dérivées partielles est de choisir le bon
espace dans lequel les éventuelles solutions vont étre cherchées. Pour l'instant, nous allons faire les
calculs de maniere formelle, puis nous allons observer dans quel espace doit étre chaque terme pour
donner un sens rigoureux au calcul.

Vu que Pon cherche une solution nulle sur le bord, I'espace naturel & considérer est I'espace H}(€2).
La formulation variationnelle de ce probleme s’obtient en multipliant I’équation par une fonction test ¢
de H}(Q) en intégrant en espace et en intégrant par parties. En effet, la formule d’intégration par parties
s’écrit dans un ouvert {2 comme

—/ Au(z)v(z)dr = / Vu(z) - Vo(z)dx + Opu(x)v(z)de.
Q Q 0

La formulation variationnelle associée au probleme (2.2.1) est alors la suivante.

Définition 2.2.1. Supposons que f est un élément de L2(J0,T[,H=*(Q)) et que v est un élément
de IL2(Q). On dit qu’une fonction u est solution variationnelle au probléeme (2.2.1) si elle vérifie

— w est dans L2(]0, T[,H§(2)) et Oyu est dans L2(]0, T[,H~1(Q)) ;

— pour toute fonction ¢ de H(Q), on a pour presque tout t €]0,T|

/Qé)tu(t,x)go(:c)der/QVu(t,x)~Vga(x)dx:/gf(t,x)<p(x)dx; (2.2.2)
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— la condition initiale de u est
u(0,.) = v.

Quelques remarques :
— Pour un espace de Hilbert H, l'espace L2(]0,T[, H) est défini comme l'ensemble des (classes
d’équivalence de) fonctions u de ]0,T[ dans H telles que

T
[ ol < oo
0

— Si H est un espace de Hilbert, et H' est son dual, pour deux fonctions u et v appartenant respec-
tivement aux espaces 1.2(]0, T[, H) et L2(]0,T'[, H'), on peut définir la quantité

T
/0 (), 0(t)) g ot

— La formulation variationnelle prend cette forme apres intégration par parties car la quantité

Opu(z)v(z)de
o0

s’annule pour u € H{(Q);

— La troisiéeme condition & un sens en vertu du lemme 2.2.2 suivant ;

— Les hypotheses de régularité sur chaque terme correspondent a des hypotheses naturelles pour
donner un sens a la formulation (2.2.2).

Lemme 2.2.2. Soit u une fonction de L2(]0,T[,H(2)) telle que dyu soit dans L2(]0, T[,H~*(Q)).
Alors u s’identifie a une fonction de C([0,T],1L%(Q)) vérifiant

T
a2y — 1000, )2y =2 / / ult, z)dyu(t, z)dadt.

Démonstration. Admis. O]

Le lemme 2.2.2 permet d’obtenir de la régularité par rapport au couple (¢, x) a partir d’hypothese de
régularité en x et en t. En effet, lespace L2(]0, T[, H}(£2)) est un espace de fonctions régulieres en espace
mais pas forcément en temps, alors qu'une fonction vérifiant dyu € L2(]0, T[,H1(Q)) est réguliere en
temps mais pas forcément en espace. La conclusion du lemme donne une régularité modérée en chacune
des variables.

Théoréme 2.2.3. Le probléme (2.2.1) admet une unique solution variationnelle u au sens de la

définition 2.2.1. De plus, si la fonction f est dans 1L2(]0,T[,IL2()), alors la fonction u vérifie, pour
une certaine constante C > 0, l'inégalité suivante, appelée estimation a priori,

t t
(e, )2 + / IVu(s, )25 ds < 020y +C / 175, )12 ds. (2:2.3)
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Démonstration. On commence tout d’abord par montrer l'estimation a priori (2.2.3) dans le cas ou le
second membre f est dans L2(]0, T'[,L(£2)). Soit u une solution de la formulation variationelle. On peut
prendre, pour tout ¢, ¢ la fonction wu(¢,.) comme fonction test. On obtient alors la relation

%Bt/ﬂ|u(t,:n)|2dac—&—/ﬂ|Vu(t,ac)\2dgc:/Qf(t,:n)u(t,x)dac7

vraie pour presque tout t. Or on a, par Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Poincaré, (la valeur de C' > 0
change de ligne en ligne)

[ sttt e < ([ iroras [ eopar)

<C (/Q |f(t,m)|2da:/Q Vu(t,x)|2dx>1/2

1
g§/Q|u(t7x)|2dm+C/Q\f(t,x)|2dac.

On a donc

2 2 2
5t/Q|u(t,x)\ dx+/ﬂ|Vu(t,z)| deC’/ﬂ|f(t,a:)\ dz.

En intégrant cette inégalité entre O et ¢, on obtient

t t
”u(tv‘)”]%?(Q)"_/o IIVU(8,~)|\Ez<Q)dSScllvl\iz(nﬁ/o 1 (s, )E2 (g ds-

Montrons maintenant I'unicité de la solution. Si u; et us sont deux solutions, alors u; — ug est
solution variationnelle de 1’équation de la chaleur avec v = 0 et f = 0. La fonction nulle f est bien
dans L2(]0, T[,L2(£2)) et I'estimation a priori est donc vérifiée dans ce cas, ou elle se récrit

t
lur (¢, ) = ua(t, )20 +/O IVu(s, ) = Vua(s, )| Z2()ds < 0,

pour tout ¢ > 0. Donc wuy (¢,.) = ua(t,.) pour tout ¢ > 0.

Il reste maintenant & montrer I'existence de la solution. On va tout d’abord prouver ’existence d’une
solution sous I'hypotheses f € L2(]0, T'[,L?(€)). On va pour cela utiliser une méthode de Galerkin, c’est
a dire que l'on va utiliser un probléme approché de dimension fini, qui aura une unique solution, et on
va montrer que la solution du probleme approchée converge. La limite obtenue sera une solution du
probleme initial.

L’espace H}(2) étant un espace de Hilbert séparable, il admet une base Hilbertienne (e,)nen. On
peut alors considérer les espaces V;, = Vect(eo, . .., €,), qui sont des approximations de I'espace H}(£2).
Notamment 1'union J,, V,, est dense dans H{(€2).

On s’intéresse alors une solution w, au probleme approché suivant, qui a le bon golt d’étre de
dimension finie :

/ Opun (t, z)p(z)dz +/ Vuy(t,x) - Vo(z)dz = / f(t,z)p(z)dz, pour tout p € V, (2.2.4)
Q Q Q
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avec uy,, dans C([0,T7],V,,) et u,(0,.) = v,, ol (v,) est une suite telle que v, € V,, et v, — v dans L?(Q).
En réalité, comme 'espace V,, est de dimension finie, u,, est une solution du probléme approché si et seule-
ment si (2.2.4) est vérifiée pour ¢ = eg, €1, ..., e,. En décomposant u,(¢,.) sur la base (eg,e1,...,ey,),

n
t,) =Y crter,
k=0
on obtient le systeme de n équations différentielles linéaires a n inconnues suivant :
Z O (t / ei(z)eg(z)dx + Z e (t / Ve(x) - Veg(x)de = | f(t,x)e(z)dx, pour I =1,...,n,
1 Q

dont les conditions initiales sont données par la décomposition de v, sur la base (e, ...
prend la forme

,€n). Ce systéme

My, (t) + Aca(t) = £(2). (2.2.5)

On constate que la matrice M est définie positive, en effet, pour A dans R

NMMa= Y )\i)\j/ﬂei() dx_/<z/\eZ )2 dz,

0<i,j<n

qui est positif, et nul si et seulement si Z?:o Aie; = 0, c’est a dire si A = 0.
Par conséquent, on peut récrire le systeme (2.2.5) sour la forme

Oren(t) = —M 1 Ac,(t) + M),

qui admet une unique solution par le théoréeme de Cauchy-Lipshitz.

1l reste maintenant & montrer que la suite (u,) a une limite quand n tend vers Uinfini, et que cette
limite est solution du probléme initial. De la méme maniere que 1'on a prouvé 'estimation a priori, on
montre

t t
tn(t, )220y + / [Vn (5, )22y ds < o]y + C / 1£(5, )2 ds.
0 0

La suite u,, est donc bornée dans les espaces L>°([0,T],L?(Q)) et L2(]0, T[,H}(€2)). On peut donc en
extraire une sous-suite (u,, )ren telle qu’on ait les convergences

/8tun t,x) dx—>/3tut x)p(x)de et /Vun(t,x)~Vgo(x)dx—>/Vun(t,x)~Vgo(m)dx (2.2.6)
Q n Ja

quelle que soit la fonction ¢ de H{(Q2), pour un certain u de L?(]0, T[, H}(£2)) dont la dérivée tempo-
relle O;u soit dans L2([0, 7], H1(Q)). Le raisonnement est basé sur le théoréme de Banach-Alaoglu, slon
lequel d’une suite bornée ¢,, dans un espace dual E’ on peut extraire une sous-suite (@, ) telle que,
pour un certain ¢, la suite de réels ¢, (z) converge vers p(x) pour tout x de E (on dit que ¢,, converge
faiblement vers ). Ici, les espace considérés peuvent étre vus comme des duals :

]LOO([O,T],]Lz(Q)) = (Ll([O’T]aLz(Q)))/ et Lz(]ovT[v Htl)(Q)) = (L2(]07T[7 H_I(Q)))/'
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la convergence souhaitée (2.2.6) n’est pas exactement celle obtenue a partir du théoréeme de Banach-
Alaoglu. En passant & la limite dans la formulation variationnelle, on voit que la limite est également
solution du probléme initial.

Il reste enfin & montrer l'existence dans le cas général v € L?(Q) et f € L2(J0,T[,H *(Q2)). Pour
cela, on considére une suite (v, ) de fonctions de H{(£2) convergeant dans IL?(Q2) vers v, et une suite (f,,)
d’éléments de L2(]0, T[,L%(2)) convergeant vers f dans L2(]0,T[,H~1(£2)). Le probleme associé a v,
et f,, a une unique solution u,,.

O

Le point & retenir de cette démonstration est que, I'équation étant linéaire, il suffit de montrer que
les solutions approchées restent bornées (dans un bon espace de fonctions) pour pourvoir en extraire une
sous-suite (faiblement) convergente, par le théoreme de Banach-Alaoglu. C’est 1a tout 'intérét d’avoir
une formulation faible au probleme, puisqu’on peut ensuite passer a la limite dans la formulation faible.

L’estimation du théoreme 2.2.3 permet de montrer que l’équation de la chaleur est dissipative,
autrement dit, si f = 0 (absence de source de chaleur), alors la température décroit. Plus précisément :

Corollaire 2.2.4. Soit u une solution de (2.2.1) avec f = 0, et t; > 0 tel que u(t1,.) ne soit pas
uniformément nulle. Alors |lu(tz,.)|lL2q) < [[u(t,.)llL2(q) pour tout 0 <ty < t.

Démonstration. |lu(tz,.)[f2qy < llults, )lIF2q) — :12 IVu(s, )| 2(qyds- On a donc I'inégalité large. De
plus, si on suppose ||u(t1,.)|L2) = |u(t2,.)|lL2(0), on a

IVu(t, V2@ =0

pour t; < t < to. La fonction u(t,.) est donc constante pour tout ¢t; < t < tg, et est donc nulle puisque
elle est dans HJ(Q). Ceci contredit u(t1,z) # 0. O

2.3 Le principe du maximum

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que les solutions variationnelles de 1’équation de
la chaleur présente naturellement des stabilités au sens des normes Hilbertiennes || - || 2(qy, || - |z (o), et
Il 0.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que ’équation de la chaleur a également de bonne propriétés
vis a vis de la norme || - || (), définie par

lullio (@) = sup|£(x)

Propriété 2.3.1 (Positivité). Soit v une fonction de L2(Q) et f une fonction de L2(]0,T[,L%(9))
qui soient strictement positives respectivement sur Q0 et 10, T[xQ. Alors, la solution variationnelle u
de (2.2.1) est positive presque partout dans Q x [0,T].

Démonstration. On note u™ (t,z) = min(0,u(t,z)) la partie négative de u et @) = supp u~ le support
de u~ qui est le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel v~ = 0 presque partout. Notre but est
donc de démontrer que v~ est nul.

Tout d’abord, comme u est dans l'espace L2([0,7],H(Q)) par la définition 2.2.1, on peut voir
que u~(t,.) est dans H{(Q) pour presque tout ¢t > 0 (voir feuille d’exercice) et le gradient de u~ est
donné par

Vu~ = 1gVu,
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qui est bien dans L2(£2). De méme, on a
ou~ = lQé‘tu.

Pour tout v de H}(£2), on a pour presque tout t

/Qatu(t,a:)v(x)dx—l—/QVu(t,x)-Vv(m)dx:/Qf(t,a:)v(x)dx.

En prenant successivement v = u™ (t,-) pour ¢t > 0, on obtient pour presque tout ¢ > 0
Owu(t,x)u™ (t,x)de + | Vu(t,z) - Vu~ (t,z)de = [ f(t,2)u” (¢, x)dx,
Q Q Q
ce qui se récrit
1
Yoo [t o)Pda + / Vu (t,0)Pde = | f(t,o)u (8, 2)de.
2 Q Q Q

On en déduit
15‘t/ |u7(t,z)|2dz:f/ |Vu7(t,a:)\2dx+/ flt,z)u™ (t,z)dz <0
2 Ja Q 0

En intégrant en temps, on obtient

/ = (¢, )2 g/ o= (¢, 2)[2dz = 0
Q Q

car v > 0. Donc u™ (¢t,z) = 0. O

Théoréme 2.3.2 (Principe du maximum). Dans le probléme (2.2.1), on considére un second membre
f nul . Alors la solution variationnelle vérifie

min(0, inf v(z)) < u(t, z) < max(0, sup v(z))
ze TEQN

presque partout dans 2 x [0, T].

Démonstration. On pose K = max(0,sup,cqv(z)) et w = K — u. La fonction w est alors dans H' ()
mais pas dans H}(Q). En revanche, la fonction w™(¢,2) = min(0,w(t,z)) est bien dans H{(2), car
ujpo = 0 et la constante K est positive, on a donc wjpq = (K — u)jpq = K > 0. Notre but est de
montrer que la fonction w est positive, c’est a dire, que w™ = 0.

On peut appliquer la formulation variationnelle avec la fonction w™ (, -), et on obtient, pour presque
tout ¢ > 0, (on a Vw = —Vu et dyw = —dsu)

/ Opw(t, x)w™ (¢, z)dx —I—/ Vuw(t,z) - Vw™ (¢, z)dz = 0,
Q Q

%at (/ﬂ |w|2(t,x)d:c) = f/ﬂwwf(t,x)ﬁdm <0.

ce qui se récrit
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En intégrant, on obtient
/ = (¢, ) |2de g/ o= (0, )2 = 0,
Q Q

par construction. On a donc w~ = 0. C’est & dire u(t,z) < max(0,sup,cq v(z)). Par un raisonnement
symétrique, on prouve 'autre inégalité.
O

Ce résultat donne la stabilité pour la norme || - || (o) de I’équation de la chaleur.

Corollaire 2.3.3. Siv est dans L>(Q), alors v € L*>°(]0,T[xQ) et

lu(t, )L~y < |vllLe (), VE>0.

2.4 Approximation numérique

Dans cette partie, on présente des schémas de discrétisation pour ’équation de la chaleur.

2.4.1 Meéthode des différences finies

On considere le probleme

u(0,2) = v(x) pour z € R. (24.1)

{atu(t,x) — 2u(t,x) =0 pour (t,z) € [0,00[xR
On suppose que la condition initiale v est continue et bornée.

On discrétise [0,00[xR en une grille N x Z de pas k en temps et h en espace. On note x; = jh
et t" = nk pour j dans Z et n dans N. Les méthodes de différences finies consistent a calculer une
approximation u} de u(t”,z;) en remplagant les dérivées partielles par des taux d’accroissements. On
utilise notamment les différences progressives (en anglais, forward)

n _ ,n
Opu” = Ui — Y
x ) h b

et les différences rétrogrades (en anglais, backward)

De méme, on va discrétiser le temps a 1’aide des opérateurs

ntl _gn n n—l
n_ Y "% som T
druyi = 3 et dpu = ? .
La dissymétrie entre les deux directions du temps fera que les schémas définis a I’aide d’une discrétisation
progressive en temps auront des propriétés différentes de ceux définis par une discrétisation rétrograde.
En revanche, il n’y a pas de direction privilégiée en espace, de sorte que ’on préférera utiliser un schéma
symétrique en espace.
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Schéma d’Euler explicite

La méthode d’Euler explicite (ou progressive) consiste & approcher la solution de 1’équation de la
chaleur par le schéma
0 (2.4.2)

ul = v(z;), pour j dans Z.

{&u? = 6m5zu}’, pour (j,n) dans Z x N
J

L’utilisation de la discrétisation 6,0, est justifiée par le fait que le Laplacien est invariant par retourne-

ment de I'espace; il est donc naturel de I'approcher par un opérateur symétrique en espace, ce qui est

bien le cas de lopérateur §,0,. On remarque notamment que §,0, = ,0,. Le schéma (2.4.2) se récrit
l(unJrl _ n) —

1 n n n
7 (U uj) = ﬁ(uﬂ'H —2uf +uj_y).

On note A = k/h?; on obtient alors

+1 _ def
i = Aufg + (1= 20)uf + Auf_y = (Ex(u"));
La suite u"*! est obtenue en appliquant un opérateur Ey linéaire & la suite u™. C’est la signification
du terme ezplicite : on sait calculer pas a pas la solution approchée u}, sans faire d’approximation
supplémentaire. De méme, on obtient la suite ©™ en itérant n fois opérateur Ey & partir de la suite u°.
On a donc u™ = E/’\luo. On peut controler 'opérateur Ey. En effet, si on suppose A < 1/2, pour une

suite bornée w on obtient

[(Exw;)| <Awja| 4 (1 = 2X)|w;| + Mw; 1]
<(A+1—2 4+ A)sup |w|
l

<sup |wy].
l

On a donc l'inégalité
[Exwlliee < [Jwllies,

en notant [w|;~ = sup, |w;|, pour une suite bornée (w;). L'opérateur E) envoie donc continument
lespace des suites bornées muni de la norme || - ||;~ dans lui-méme.
La solution du schéma d’Euler vérifie donc

[ lioe < flurec.

On dit que le schéma numérique est stable. On retrouve I'analogue de la stabilité dans I.°° de la solution
du probléme continu (le principe du maximum).
Si en revanche on suppose A > 1/2, le schéma n’est plus stable comme le montre 1’exemple suivant.
0

Choisissons u) = (—1)7. Aprés une itération, on trouve

wj = A=) 4 (=20 (=17 + A1
= (A +1-2X—=N)(-1)
= (1 —4)\)(—1)%.
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La suite u° est donc un vecteur propre de l'opérateur E) associé & la valeur propre 1 — 4\, et on
auf = (1 —4\)"(=1)7. Comme 1 —4X < —1 la suite [|u" || tend vers co. Le schéma est dit instable.
Nous allons maintenant étudier la convergence du schéma (2.4.2) vers la solution de ’équation de la
chaleur. On suppose que la vraie solution u est suffisamment réguliere (de classe C* par exemple). On
va faire un développement de Taylor de la solution pour contréler I’erreur de discrétisation, c’est-a-dire
la quantité
e = du(t", x7) — 5.0, u(t", x5).

On a, puisque u vérifie ’équation de la chaleur,

g? = 6tu(t",xj) - 5151u(tn7x])

= (Su(t", z;) — Ou(t™, z;)) — (8.0,u(t”, z;) — D2u(t™, z;)) .

x

En faisant des développement de Taylor, on obtient

1 ko, -~
Seu(t”, z;) = z (w(t™ ) —u(t”, z;)) = Ou(t™, z;) + §8f(t",xj),

pour un certain " dans [t", "] et
h? h3 ht
u(t",le) = u(t",mj) + haru(tnvxj) + 7331;(1&",.%-) + Eaﬁu(tnvxj) + ﬂ@iu(t",.%j)

t
’ h? h3 h*
w(t™, zj_1) = u(t", ;) — hoyu(t”, z;) + ?aiu(t”,xj) - Kagu(t",xj) + ﬂaiu(t”,fj)

pour un certain &; de [z;,2;11] et un certain Z; de [z;_1, ;] de sorte que

1

0adzu(t®, @j) = o (u(t", zj41) = 208", ) +u(t", 2j-1))
h2

= OJu(t", x;) + 2 (Oqu(t™, Z;) + Opu(t”, z;)) .

Obtient donc 'expression

2

ko -
8? = 5815 (tnaxj> + ﬂ

(8§u(t”, 573‘) + (’);lu(t”, 5?3)) .

En conséquence,

2
sup  |Qpu(t",.)]
Tj—1,Tj41]

<Cah? sup [|0qult, )l (z),
te[t"7t"+1]

k h
Moo < = 2ul.. x.
"l < 5 sup 10Fu.2)l + 5

ou l'on a utilisé le fait que u est solution de I’équation de la chaleur.
On peut maintenant prouver le théoreme suivant :
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Théoréme 2.4.1. Soit u une solution de ’équation de la chaleur (2.4.1) et soit u™ la solution approchée
obtenue par le schéma (2.4.2). Supposons que le rapport X = k/h? vérifie la condition de stablité X < 1/2.
Si la condition initiale v est de classe C* sur R, et que v et ses dérivées sont bornées, alors, il existe
une constante C' telle que

[u™ =" < CER2 {0 [0 ),

ot u} = u(t",z;) est la solution exacte a l'instant t".
On a donc une erreur d’ordre 2 en espace.

Démonstration. On a

En conséquence

s+l _

u u Tt =gt — u} + kéy(u} —uf)

J J 7?
= uf —ufl + k6 (u] —uf) — k0p0y (0] — uf) + kb0, (u] — uf)

= E,\(a" — u")j + ]{?8?

Par récurrence, on a donc
n n
o om =0 0y, a0 n—ay _ q(n—q
uy —uj = Ex(u fu)]Jrkg EN (g5 )fkg EN(e; ™).
g=1 g=1

Sous la condition de stabilité A < %, on a montré que 'opérateur E vérifiait, pour une suite bornée (v;),
I'inégalité || Ezv|[jec < ||v||;ee. On en conclut

n
[a" — u™||jee < kz €™ 9|1 < Cankh? sup |02u(t, )| < CAt"h2|\v(4)||Loo(R),

po (t,2)€[0,t+1] xR

puisque Jtu vérifie Péquation de la chaleur, et donc le principe du maximum.
O

Une suite (w;);jen peut se voir, au moins formellement, comme la suite des coefficients de Fourier de

la fonction
w() = ije”f.
JEL
n

Comment un schéma de la forme u"*! = Fu" = ZpGZ apuy,,, se comporte-t-il vis a vis de cette

transformation ? On a

m(g) = Z(Ew)]ewg = Z Z apwj+p eij5 = Z Z apwjei(j_P)f

JEZ JEZ \pEZL JEZ p€EL
_ § RAI3 § —ip§
= wje ape
JEZ pEL

=w(§E(),
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ou l'on note par F la fonction suivante, appelée coefficient d’amplification, ou symbole du schéma :

E@) = Z ape”'PE.

PEZL

Par conséquent, la tranformation w — Fw se comporte sur la fonction @ comme une simple mulitplica-
tion par une fonction . Dans le cas du schéma d’Euler explicite, on a

Ex(€) = Xe™ 4+ (1 —2X\) + Ae ™ =1 — 2X\(1 — cos(€)).

La forme simple que prend 'opérateur E sur la transformée de Fourier permet d’étudier sa stabilité,
par le lemme suivant.

Propriété 2.4.2. Si le schéma associé a E stable (au sens ou |[Ew|[j= < |lwli=, pour une suite
bornée w), alors son coefficient d’amplification vérifie |E(€)| < 1. pour tout réel &.

Démonstration. Supposons qu’il existe un & tel que |E(§0)| > 1. Alors, en appliquant F & la suite (v;) =
(€¥%0), on trouve

(Bv);| = | apeéo] = |eiito]
PEL

E(&))‘ > 1.

Le schéma n’est donc pas stable. O

On retrouve bien que le schéma d’Euler explicite (2.4.2) est stable si et seulement si A < 1/2,
puisque maxgcr 1 — 2A(1 — cos(§)) = 1 et minger 1 — 2A(1 — cos(§)) =1 — 4X. Or 1 — 4\ est supérieur
a —1 si et seulement si A < 1/2.

Stabilité >

On considere la norme discréte [[w[|7 = 3 ;<7 |w;]?. On notera I 'ensemble des suites (w;) indexées
par Z telles que ||w||;2 soit fini.

Théoréme 2.4.3. L’opérateur E vérifie la condition (dite de stabilité )
[Ewllz < w2
si et seulement si |E(§)\ < 1 pour presque tout §.

Corollaire 2.4.4. La condition A\ < 1/2 est nécessaire et suffisante pour avoir la stabilité du schéma
d’Euler explicite dans I2.

Démonstration. Sila suite w est dans [2, la fonction w est dans L2((0,27)), et on a I'égalité des normes

(dite égalité de Parseval)
2m

[ (€)[*de.

2 | -
e e =

En conséquence, on a

1Bw|f = 1B
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Si

E(f)’ <1 pour tout £, on a donc

1 27 . 1 2T
1Byl = 5= [ EEPa© R < 5= [ oo = .

ce qui entraine la stabilité du schéma.

Si l'inégalité |E(§)| < 1 n’est pas vérifiée presque partout, alors il existe un réel € tel que A, =
{&, |E(€)] > 14 ¢} soit de mesure strictement positive.

On considere alors la fonction 14_, qui est une fonction de L2((0,27)), et qui peut donc s’ecrire
comme W, pour une certaine suite wy de 2. On considere alors

1
27'(' A,
1+e¢
d¢.
27T Ae E
(1 + o)1 a 20,7
= (1+&)[lwollfz

[E()IPde

[ EBwolf = | EWolIF2((0,20y) = 1B A 20,27 =

Y

Schéma d’Euler implicite

Que se passe-t-il si 'on veut définir le schéma (2.4.2) en utilisant la discrétisation &; au lieu de &; ?

24.3
u? = v(x;), pour j dans Z. ( )

{5tu? = (L;Swu;", pour (j,n) dans Z x N
j

Se schéma se récrit

1
= ﬁ(u;ﬁrl = 2u +uj_q),

on obtient donc

k
n _ ,n+l n+l n+1 n+1ly _ n+1
ui = uj 72 (ujly —2uj™ +uiTy) = E_\u"",

ou A= %, et Popérateur E_ ) est défini comme précédemment.

Ici, le probleme est que 'on connait u™ & partir de u™*!, et non l'inverse. Pour pouvoir calculer u”
pour tout n > 0 & partir de la connaissance de u°, on doit étre capable d’inverser Iopérateur E_y. En
passant a la transformée de Fourier, on obtient

—

ut(€) = E\(§urtL(€).

ol encore

La fonction E\,)\(f ) est donnée par

EA(€) = 14+ 2A(1 - cos()),
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_ -1
par conséquent, la fonction (E,A(f)> est majorée par 1. C’est donc une fonction de L2(0, 27), qui peut

donc s’exprimer sous la forme ane™ pour une certaine suite (a,) de [2. L’opérateur F : 12 — [?
nez
est donc inversible, et son inverse est donné par

E:/l\ LW (Z anﬂ,wp) .
nez

neZ

N
De plus, la fonction (E_ ,\) prend ses valeurs dans ]0, 1], et ce quel que soit A, de sorte que le schéma

est toujours stable.

f-schémas, schéma de Crank-Nicholson

On a considéré les deux schémas

nt+l _ . n n

uit —uf ufyy ugg — 2uf
k N h?
et +1 +1 +1 +1
u; " —uy _ Ui +uyly — 2y
k h?
Il est tres naturel de prendre un barycentre de ces deux schémas et de considérer le schéma
n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
w; T —ul wry Ful T = 2u ullyy +ull | —2u”
J J_plitl Jj—1 J 1 — )2+t j—1 J 2.4.4
k h2 +( ) h2 ) ( ° )
ou 6 est un réel de [0, 1]. On obtient alors
E_gyu"t = E_p\u”,
ou l'opérateur F est défini comme précédemment.
Le coefficient d’amplification de ce schéma est
Eq_on(§)  1-=2(1—0)\(1 — cos(&)) 1—cos(§) 1
— = =1-2A =1- T .

Cette quantité est minimale pour 1 — cos(§) = 2, auquel cas, on a

Eq_ox(§) 1 1

— T
E_gx(§) Fyeald
et cette quantité est inférieure & —1 si et seulement si
1 1 1
— <=, — <\
4/\—|— 5 ou encore 2(1— 20)

Finalement, on a prouvé le résultat

Propriété 2.4.5. Le 0-schéma (2.4.4) est stable si et seulement si A < ﬁ. Notamment, il est stable

sans conditions pour 6 > %
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2.4.2 Différences finies pour un probléeme aux limites

On va désormais s’intéresser & 1'équation de la chaleur sur l'intervalle borné [0, 1], c’est & dire au
probleme
Owu(t,z) = Au(t,x)

ZZ (3 z g (2.4.5)
u(0,2) = up(z).

On va discrétiser I'espace en un nombre fini M de pas, de sorte que le pas de temps est h = 1/M,
et x; =j/M.

Schéma d’Euler explicite
Le schéma d’Euler explicite s’écrit dans ce cas

Siuff = 6,0,uf, pour (j,n) dans {1,...,M —1} x N

u = v(z;), pour j dans {0,..., M} (2.4.6)
ug =y, = 0.

Des calculs semblables a ceux faits en 2.4.1 montrent que, de méme que précedemment, ce schéma est
stable si et seulement si le rapport A = h—kz est inférieur a %, et erreur est d’ordre 1 en temps et 2 en
espace.

Schéma d’Euler implicite

On s’intéresse maintenant au schéma d’Fuler implicite, obtenu en remplagant la dérivée partielle en
temps par une différence finie rétrograde.

gtu;.‘“ = 6153071?“, pour (j,n) dans {1,...,M — 1} x N

u? = v(z;), pour j dans {0,..., M} (2.4.7)
=ufy, =0.

On peut récrire se schéma sous la forme

(L4 20)u = Mulf +uf ) =wuf, jed{l,...,M — 1},

soit encore
A}\un+1 — "

)

ou la matrice Ay est donnée par
1422 =X 0 0
A 142X :
Ay = 0 : . (2.4.8)

: -2 1-2X —-A
0 0 -2 1-2\
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On doit donc, & chaque pas de temps, inverser un systéme linéaire pour pouvoir calculer ©™*!. On ne
peut donc pas donner une expression exacte de la famille u7, mais seulement une valeur numérique
approchée, d’ou le qualificatif d’implicite pour le schéma. On remarque toutefois que le systeéme linéaire
a inverser est toujours le méme. La méthode a employer est donc de calculer une fois pour toutes I'inverse
de la matrice Ajy.

Propriété 2.4.6. La matrice Ay est inversible, quelle que soit la valeur de .
Démonstration. En effet, Ay est a diagonale strictement dominante, c’est a dire qu’elle vérifie I'inégalité
Jaiil > ) lai].
J#i

De telles matrices sont inversibles, car si Az = 0 pour une matrice a diagonale strictement dominante,
si i est tel que |z;| soit maximal parmi les |x;|, on a

ZAijxj = 0,
J

d’out
[Avi] = | =D Ay <Y Aila| < il D [ Ayl-
J#i J#i J#i
On en déduit |z;]| (|A“| — D i |A¢j|) > 0. Comme [A;;| — 3, [A4ij| <0, on en déduit z; = 0. O

N X s ) P _ _
On va s’intéresser a la stabilité du schéma pour la norme définie par |[wl|;= = max;cqo,... a1} [w5l-
Il existe un indice jg tel que

o e = e <

jo (ATl S5 T+ G ) + s ) <

+1
Jo+1 Jo—1 = 142X\ (2)\||un HOO + HunHOO) :

142

On en déduit [|u"*!||s < ||u"| s Le schéma est donc stable dans [° sans conditions sur \.
Etudions 'erreur de discrétisation. On définit

e} = Sru(t™Th 25) — 6, 0,u(t™ x)).

Des calculs semblables & ceux effectués dans la partie 2.4.1 montrent que

let] < Ok + h*)  sup sup lu(t, z)]
tetn it aw€lrj_1,2541]

pour une certaine constante C.

Propriété 2.4.7. Soit u une solution du probléeme et u™ la solution du schéma implicite. Alors

sup [|a? — ullie < O™ (k + h%)[[uolles (o,1)-
q=0,...,n
On a donc un schéma d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace. On n’a cette fois plus de condition
sur le rapport A = h% pour avoir stabilité, mais il est toutefois préférable d’avoir k et h? de taille
comparable pour optimiser en méme temps l'erreur et le temps de calcul.
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Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que précédemment.
On a
A)\(ﬂ"+1 _ un-l—l) _ (an _ un) + kE;—l,

de sorte que

n—1
a" —u" = (@’ —u®) + k Z (AH"? ef.
q=0

Or on a supposé @° = u? et par stabilité du schéma, on a
n—1 n—1
_1\n—q
YA el <k e < Cr (k4 h%) sup [0kult, )| (m)-
q=0 q=0 te[0,tn]
On conclut par le principe du maximum. O

Schéma de Crank-Nicholson
Ce schéma est en quelque sorte le milieu des deux schéma précédents. Il est défini par
n+1 n
_— - U; U
6uj+1 = 6,0, <j21> . (2.4.9)

L’intérét de ce schéma est que sur un pas de temps, le Laplacien est calculé aussi bien au temps "™ qu’au
temps t"*!. Par conséquent, on obtient un expression plus symétrique en temps, ce qui fait que ’ordre
du schéma est plus grand en temps.

On peut récrire (2.4.9) comme

ko< n+l __ ﬁ N n
<I - 2603596) U = <I+ 25m6z))u

A,\/zU"Jrl = Af,\/2un,

ou encore

olt Ay est encore défini par la formule (2.4.8). Le schéma s’écrit donc u"+! = A;}QA,)\/Qu".

Etudions la stabilité de ce schéma : On a vu dans la partie 2.4.2 que la matrice A;l vérifiait
-1
(AN wlliee < [lwlliee,

quel que soit \. De plus, dans la partie 2.4.1, on a vu que ||A_\w||;~ < ||w]|; dés que A est inférieur ou
égal & 1/2. Par conséquent, si A < 1, le schéma de Cank-Nicolson vérifie || (AA/Q)f1 Ay pwllie < lwl|zee.
Intéressons-nous maintenant a l'erreur de discrétisation. On pose

n —n < ﬂ? +ﬂ?+1
&) = S} — 0,0, | 5 .

Comme u est solution de I’équation de la chaleur, on peut récrire €/ comme

a”? +a" _
J 5 J _ u;_z+1/2> _ (5153071?“/2 _ 83u(t"+1/2,xj)) ]

(2.4.10)

ey = (5tuy - atu(t”+1/2,$j)) — 020, (
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Nous allons utiliser des développements de Taylor pour estimer chacun des trois termes dans le second
membre de (2.4.10). Pour le premier terme, on a

1 h h
Syl — 8tu(t"+1/2,xj) = (u (tn+1/2 + 27%) —u (t”+1/2 _ 27%)) _ 8tu(t"+1/2,xj)

1 nt1/2 k n+1/2 E* n+1/2 A
=z u(t L) + §8tu(t ,Tj) + gat u(t ,xj) + ﬁat u(t, ;)

1 n+1/2 k n+1/2 k% o )2 ks o
- u(t L Tj) — §3tu(t L) + gat u(t L) — @@ u(t, ;)
— ("2 ;)
k? .
:ﬂaf’u(t,xj),

ot £, t et  appartiennent a [t",¢"+1].
Pour le second terme de (2.4.10), le développement donne

_ _ntl
A ET e w4 Sag) fu@? - 5 ap)
2 J 2

1 n+1/2 k n+1/2 k% o
== u(t ,xj) + §8tu(t ,xj) + g@tu(t,xj)

_ U(tn+1/2,$]’)

2
+ % (u(t’”l/z,xj) - g@tu(t”+1/2,xj) + %28t2u(f, xj)>
—u(t"? x;)
K tu(i.z,).
ot , T et  sont dans [t", "] #*¥4% Enfin pour le troisieme terme de (2.4.10),

59551@?“/2 — PPu(t" T2 2))

1
=13 (u(t"+1/2,xj +h)+ u(t"+1/2,xj —h)— 2u(t"+1/2,xj)) — agu(t""’l/z,xj)
1 h? h? Rt
=13 (u(tn+1/27 25) + hOgu(t™ 2, ) + - O2u(t™ 2, ) + Eai’U(t"H”,xj) - Mﬁﬁu(ﬂ“”,x))
1 h2
+ 72 (u(t”H/Z,xj) — RO u(t™ Y2 2 + ?3§u(t"+1/2,xj)

h3 3 n+1/2 h4 4 n+1/2 ~
—gﬁxu(t L) + ﬂaxu(t ,T)

2
- ﬁu(f”“/27 wy) — Oqu(t" /% z;)

h2
= SOt ),

ou &, ¥ et T sont dans [z; — h,z; + h]. On a donc

€] <ok ok x (k? + h?) max [0Su(t, z)|
te,xe
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En fait on a le résultat suivant :

Théoréme 2.4.8. Supposons que ug soit de classe CO et que sa dérivée 6°™¢ soit bornée. Alors, on a,
pour une certaine constante C,
sup [[u? — a?|li < Ct"(k* + h*)[[05uo]lL= (j0,1))-
q=0...,n

En conséquence, ce schéma a un ordre de convergence supérieur en temps, pourvu que la condition
initiale soit suffisamment réguliere.

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques résultats sur les équations au dérivées partielles
dans le cas plus simple des fonctions définies sur R et 27-périodique. Dans toute la suite, on assimilera
les fonctions 2m-périodiques aux fonctions définies sur le tore T = R/27Z.

Ce cadre est plus simple pour plusieurs raisons :

— tout d’abord, on est dans un espace de dimension 1, notamment la notion de primitivisation est

simple ;
— ensuite 'espace T est compact. De nombreux résultats vont se généraliser au cas d’un ouvert borné
de R";

— enfin, 'espace T n’a pas de bord. Quand on voudra généraliser nos résultats a un ouvert €2 de R™,
il faudra bien souvent prendre en compte I’ensemble 92, par exemple en spécifiant la valeur de la
fonction sur le bord de I’ensemble.

L’intérét de se placer dans ce cadre est que 'on peut (sous certaines hypotheses) décomposer ces
fonctions en séries de Fourier de la forme ) cne™®. Le point clé est que les fonctions exponentielles
complexes x — €™* se comportent bien pour la dérivation, notamment vis & vis de I'opérateur Laplacien
A = 92, puisque

Aeinaz _ 7n26inm.
Ainsi la décomposition en série de Fourier peut étre vue comme une diagonalisation de l'opérateur
Laplacien.

De plus, la plupart des résultats présentés dans cette partie vont se généraliser & des domaines ou

des opérateurs plus généraux.

2.5 L’équation de la chaleur

On va s’intéresser aux solutions de I’équation de la chaleur
Opu(t, x) = Au(t, x) (2.5.1)

qui sont des fonctions 27-périodiques par rapport a la variable x. Cherchons tout d’abord une solution

par séparation des variables, c’est-a-dire une solution de la forme wu(t,z) = f(x)g(t), ou f sera une

fonction 27-périodique. L’équation (2.5.1) se récerit f(z)g'(t) = f”(x)g(t). Autrement dit, on trouve
(@) _g'(t)

flx) — g(t)

pour une certaine constante C. On a donc g(t) = Ae®* et f(x) = ae® + Be™** ol A est une racine
carrée dans C de C. Comme on veut que les solutions soient 27-périodiques, A soit étre un multiple
entier de 7. Finalement, les solutions a variables séparées sont les

=C

e—n2t(aeinw 4 56—inw).
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On a donc toute une famille de solutions de la forme
on(t,z) =e "t ne . (2.5.2)

On remarquera que ¢, (0, z) = e"®.
Nous allons maintenant chercher & résoudre 1’équation (2.5.1) munie d’une condition initiale ug que
I'on suppose décomposable en série de Fourier :

ug(z) = Z cne'™®.

ne”z

On a vu que la fonction ¢,, définie par (2.5.2) était solution de 1’équation (2.5.1) munie de la condition
initiale €"™®. Par linéarité de 1’équation (2.5.1), on peut obtenir formellement la solution issue de la
condition ug par la formule

Z cpe " teine, (2.5.3)

ne”Z

On notera que les calculs précédents ne sont pas totalement justifiés. On va désormais s’inspirer des
calculs précédents pour faire une analyse plus rigoureuse.

2.6 Séries de Fourier

On rapelle quelques résultats d’analyse de Fourier. Le tore T est muni de la mesure induite par la
mesure de Lebesgue sur R. On est donc en présence d’'un espace mesuré, sur lequel on peut définir
I'espace de Lebesgue L2(T).

Définition 2.6.1. L’espace L?(T) est l’espace de toutes les fonctions de T dans C mesurables et de
carré intégrable, quotienté par la relation d’égalité presque partout.

De maniére équivalente, 1L2(T) est l'espace des fonctions de R dans C qui sont 2w-périodiques et de
carré intégrable sur une période (considérées o égalité presque partout prés).

Propriété 2.6.2. L’espace L?(T) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

1 2m

(e, ¢>]Lz(qr) o(x)y(z)de.

:50

inm)

La famille de fonctions (e™"*),cz est une base Hilbertienne de l’espace 1L?(T). Notamment, I’appli-

cation

(cn)nez — Z cne'™®

nez

définit un isomorphisme en l'espace de Hilbert 1*(Z) des suites de carré intégrable avec L*(T).

Cela signifie notamment que l'on a 1’égalité de Parseval

[elds =S leat@l et [ paiEds =3 eupient) (26.1)

nez nez
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Le facteur (2m)~! devant lintégrale est simplement une normalisation agréable (par exemple les
fonctions €*™* sont de norme 1). La proposition 2.6.2 nous permet donc de décomposer n’importe quelle
fonction ¢ de IL?(T) en série de Fourier sous la forme

_ § inx inT
¥ = <(P; € >]L2 ('ﬂ*) € I
neZ
ott la somme infinie est & comprendre comme une limite au sens de I'espace L?(T) :

M

©— Z <(p7€in:v>]L2(T) einm

n=—N

=0.
L2(T)

lim
N,M— oo

Les <<p, eim>L2 (1)’ sont appelés coefficients de Fourier de ¢ et sont notés ¢, (). Ils valent

1

en(p) = <<p’€inz>ﬂd2(m = b

/ o(x)e” " d.
T

2.7 Régularité d’une fonction définie par une série de Fourier

On peut exprimer la régularité de la fonction a partir de ses coefficients de Fourier par la propriété
suivante :

Propriété 2.7.1. Si une fonction ¢ de L2(T) est de classe C* alors ses coefficients de Fourier vérifient
en(p) = O(n~F).

Inversement, si une suite (c,)nen Vérifie
cn = O(n7F%)

pour un certain € > 0, alors il s’agit de la suite des coefficients de Fourier d’une fonction de classe CF~1.
En conséquence, une fonction ¢ de L2(T) est de classe C* si et seulement si ses coefficients de
Fourier vérifient
Vk €N, cn(p) = o(n™").

Démonstration. Soit ¢ une fonction définie sur T de classe C*. Les coefficients de Fourier de ¢ vérifient,
par intégration par parties successives, en utilisant la périodicité de ¢ :

1 o —inx
o) =57 [ pla)e oo

1 27 .
0

2min

1 27 .
_ (k) —inT
27 (in)k /0 v (w)e o
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Comme la fonction ¢ est de classe C¥, la fonction ¢*) est bornée, et on peut écrire

sup |¢(k)| 27 Lo —

sup ||
2mnk nk

len ()] <

Inversement, si la suite (c,)nen Vérifie ¢, = O(n~F7¢), alors chacune des suites (n'c,)nez, pour I
variant de 0 a k — 1 constitue le terme général d’une série absolument convergente, et le théoreme de
dérivabilité sous la somme montre que la fonction ¢, donnée comme limite

o) = 3 caem

neZ

est de classe CF~1, ses dérivées successives étant données par

™) (x) = Z(in)mcneinz.

nez

2.8 Un résultat d’existence

La propriété 2.7.1 nous montre que la solution formelle (2.5.3), ayant des coefficients de Fourier
& décroissance rapide (par rapport & n) devrait étre une fonction de classe C*° par rapport & = dés
que t > 0. Nous allons nous servir de cette observation pour donner une version rigoureuse des calculs
faits formellement au début de cette partie.

Théoréme 2.8.1. Soit f une fonction L?(T). Il existe une unique solution au probléme suivant : trouver
une fonction u dans lespace C*°(]0,00[xT) N C°(]0, 0o[, L?(T)) satisfaisant

Owu(t, x) = Au(t,x), sur]0,o0[xT

et
lim u(t,-) = f dans L*(T).
t—0
Ce résultat montre que I’équation de la chaleur est bien posée pour une large classe de conditions
initiales, et que 1’équation transforme instantanément une fonction admettant tres peu de régularité
(une fonction de L2(T)) en une fonction tres réguliere.

Démonstration. Pour 'existence, il suffit de remarquer que la fonction définie par

u(t,z) =Y eal(f)e e,

neZ

est bien solution du probléme et vérifie la régularité demandée. Tout d’abord, le facteur et fait que
la série, ainsi que toutes ses dérivées en ¢ et en x converge uniformément sur l'ouvert |e, co[x T, quel que
soit € > 0. Par conséquent, u est de classe C* sur |e, oo[xT pour tout € > 0, donc sur |e, co[xT. On voit
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que u vérifie le probléeme en dérivant sous le signe somme. Il ne reste qu’a prouver que u(t,-) converge
vers f dans IL?(T) ce qui se revient & montrer

7?7,2
S lealHPle™ =1 = 0,
—0

ne”Z

ce qui est vrai par le théoreme de convergence dominée.

Pour I'unicité, donnons nous u et v deux solutions de 1’équation vérifiant les hypotheses de régularité
de I’énoncé. On remarque que la fonction u — v est solution du probléme, avec une condition initiale
nulle. De plus la fonction u(t,-) — v(t,) étant continue, elle est de carré intégrable pour tout ¢ €]0, oo].
Par le théoreme de dérivabilité sous l'intégrale, la quantité

/ lu(t, ) — vt 2)2dz
T
est dérivable et on a :
u(t,z) —v(t,z)|?dz = [ (u(t,z) —v(t, )0 (u(t, ) — v(t, z))dx
atA\(t») (t,z)["d /T((t») (t, )0 (u(t, z) — v(t, 2))d
= /T(u(t,x) —v(t,x))A(u(t,z) — v(t,z))dx
= —/ |05 (u(t, z) — v(t, z))|*dz
T

On peut voir que 'unicité a été démontrée en utilisant la quantité
/ |0,u(t, z)|*dx. (2.8.1)
T

Il semblerait donc que 1’on puisse obtenir 'unicité de la solution de I’équation (2.5.1) dans un espace un
peu plus grand. En effet, pour définir la quantité (2.8.1), on a seulement besoin que la dérivée de u(t, -)
soit dans L?(T), notamment, il est inutile que d,u(t,-) soit continue. La définition de 1’espace des fone-
tions “dont la dérivée est dans IL?(T)” est assez simple dans notre cadre, en utilisant les développement
des fonctions en séries de Fourier. En effet, la dérivée d’une fonction ¢ a pour coefficients de Fourier

1 —inx
en(y’) = %/ﬂ‘@'(z)e dz (2.8.2)
= %/Ega(x)efimdx

= incy,(p).

On remarque que si la suite (inc,(¢))nez est de carré intégrable, alors la suite (¢, (p))nez est aussi
pusique l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1/2 1/2 2
> len()? < (Z nl) (Z |ncn<so>|2> sc(chn(@P) .

nez neZ nez nez
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On définit donc I'espace des fonctions “dont la dérivée est dans L?(T)” par

HY(T) = {<p eLX(T), Y n’lenl)l < oo} .

neZ

On peut munir 'espace H!(T) de la norme

el () = 2(1 +n?)|en (),

neEZ

qui dérive du produit scalaire (¢, ¥)g:(py = 2,,e7(1 + n?) e, (0)en (V).

Propriété 2.8.2. Muni de ||- ||m: (1), H'(T) est un espace de Hilbert. De plus, linjection H'(T) C L2(T)
est continue, et 'image de cette injection est dense dans IL?(T).

Démonstration. L’injection H!(T) < L!(T) est continue car pour ¢ € H!(T), on a

lellzery = Y len(@) < Y1+ 0)leal@)l® = lollu ry-

nez nez

On va montrer que H'(T) est un espace de Hilbert. On considére donc une suite (¢p)pen d’éléments
de H'(T) de Cauchy dans H'(T). On a, pour tout n, |¢,(¢)| < [|¢|lm (1. Par conséquent, pour tout n,
la suite (c,(¢p))pen, indexée par p, est de Cauchy (dans C), et converge donc vers une limite ¢,. Le
lemme de Fatou nous donne alors

PR BINEDY lim(1 + n?) e ()

neZ neEZ

< liminf Y (1 +n?)|eq ()] < o0,
p
nez

car, la suite (¢p)pen étant de Cauchy dans H'(T), elle est bornée dans H'(T). Montrons maintenant
que la convergence a lieu dans H*(T). 11 suffit de remarquer que, toujours par le lemme de Fatou,

lim sup Z(l +n?)|en(ep) — cnl® = limsup Z li;n(l +n?)|en(ep) — cnlpg)?
p nez p nez

< lim sup lim sup Z(l +12)[en(p) = enlig)
P -

::07

la suite étant de Cauchy dans H*(T).
Pour montrer que H'(T) est dense dans L*(T) pour la norme || - || 2, il suffit de remarquer que
si ¢ est dans L2(T), alors la suite (¢, )nen définie par

on(z) = > cnlp)e™ (2.8.3)

est dans H'(T) et converge vers ¢ dans L?(T). O
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Propriété 2.8.3. L’espace C*(T) des fonctions indéfiniment dérivables sur T est dense dans H(T).

Démonstration. Pour une fonction ¢ de H'(T), il suffit de considérer la suite (¢, )nen définie par (2.8.3).
On vérifie que (o, )nen converge vers ¢ au sens de l'espace H'(T). De plus, les fonctions ¢,, étant des
polyndmes trigonométriques, elles sont de classe C*°. O

Les fonctions de H!(T) ont effectivement une dérivée qui est dans LL2(T) au sens suivant.

Propriété 2.8.4. Si ¢ est dans H'(T), on pose ¢'(z) = Y, o inca(@)e™. La fonction ¢ — ¢ est
alors une fonction continue de H'(T) dans L?(T) qui coincide sur C*(T) avec la dérivation usuelle.

Démonstration. La fonction ¢ + ¢ est bien continue de H!(T) dans L2(T) en vertu de I'inégalité

19 [E2ery = D nPlen(@)l® < D (1 +n)en(@)* = el cry-
neL neE”Z

Le fait que ¢’ corresponde a la dérivée usuelle si ¢ est de classe C! est clair par I'équation (2.8.2). [

Propriété 2.8.5. Si ¢ et ¢ sont deuz fonctions de H(T), elles vérifient la formule d’intégration par
parties suivante :

/T () (2)de = — /T o (2)0(z)da.

Démonstration. On peut procéder de deux manieres : une méthode utilisant les coefficients de Fourier
et une méthode utilisant la densité des fonctions régulieres dans H'(T). Nous présentons ici les deux
manieres.

— En utilisant les coefficients de Fourier, il suffit de remarquer que, puisque ¢, (¢') = inc,(v)

et ¢, (V') = inc, (¢)

— Par densité, on remarque que si ¢ et 9 sont de fontions de classe C!, I’égalité est vraie : il suffit
d’écrire
0= [ (@) @ds = [ @piaide+ [ o) @
T T T

Si ¢ et ¥ ne sont pas de classe C!, on considere (d’aprés la propriété 2.8.3) deux suites (i )nen
et (¥n)nen de fonctions de classe C! qui convergent respectivement vers ¢ et ¢ dans H*(T).
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On a alors
[+ Tsow" - ‘/w’w/ww’—/w;wﬁ/
¥ " — wnwn wﬁ
—n—so00 0

puisque les suites (¢y,), (#4), (¥n) et (1],) convergent respectivement vers p, ', 9 et 1’ dans L?(T).
O

On va maintenant montrer le résultat suivant, qui précise le théoreme 2.8.1, puisqu’il montre que
léquation (2.5.1) admet une unique solution dans un espace de fonctions plus grand que ce qui avait
été énoncé dans le théoreme 2.8.1.

Théoréme 2.8.6. Pour f € L?(T), il existe une unique fonction u telle que pour tout T > 0, u soit
dans L2((0,T), HY(T)) N C°([0, oo, L3(T)) et vérifie,

Yo € HY(T), / u(T, x)dz —/f x)dx —/ /(‘3 u(t, x)¢' (z)dzdt. (2.8.4)
Cette fonction coincide avec la solution de (2.5.1) définie par le théoréme 2.8.1 (elle est notamment de
classe C* sur]0,00[xT).

L’espace L2((0,T),H!(T)) est défini comme ’espace des fonctions f de [0, 7] dans H!(T) telles que
pour tout ¢ de H*(T), la fonction ¢ — (f(t), p)m () Soit mesurable et telles que

T
/0 1£ (12 iyt < oo

Autrement dit, ce sont les fonctions de la forme
_ Z cn (t)einw
neE”Z
ott les ¢, (t) sont dans L2((0,T)) et vérifient
> P lea®lz o,y < oo
neZ

Démonstration du théoréme 2.8.6. Considérons la solution u de (2.5.1) donnée par le théoréme 2.8.1.
On va montrer que u vérifie bien le probleme de I’énoncé. On a déja vu que la fonction u était dans
I'espace C°([0, 0o[,L?(T)), et comme elle est de classe C*° sur ]0, 00[xT, elle est dans L?(Je, T'[, H!(T))
quel que soit € > 0. De plus, en multipliant (2.5.1) par u et en intégrant sur |e, T[XT, on trouve

1 (T T
f/ /8t|u(t,x)\2dscdt:/ /u(t,x)asu(t,x)dxdt
2 € T € T
T
:/ /u(t,m)Au(t,x)dxdt
€ T
T
7/ /|8xu(t,:c)|2dxdt,
€ T
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soit encore

T 1 1
/ /|8wu(s,x)|2dxds: —f/|u(T,x)|2da:+f/ (e, ) 2ds
5 T 2 T 2 T
=5 [ @ a)Pde 5 [ )P (285)
7o) u(T,z)de + 3 ] x)|*ds. 8.

En faisant tendre e vers 0, on voit que dyu(s,z) est de carré intégrable sur [0,7T] x T, ce qui montre
que u est dans L2((0,T), H'(T)).

Montrons maintenant que u vérifie 'équation (2.8.4). On considére donc une fonction ¢ de H*(T).
En multipliant ’équation (2.5.1) par ¢ et en intégrant sur le domaine T, on obtient, pour ¢ €]0, T,

/6tu (t, 2)p(z)dz = /Tga(x)Au(t,z)dx.

Les fonctions u(t,-) et ¢ étant toutes les deux dans H'(T), on peut appliquer la formule d’intégration

par parties pour obtenir :
/@u(t,w)gp(m)dx = - / o' (2)0u(t, z)dx.
T T

En intégrant sur [, T], on obtient

/T (T, 2)p(x)dz = /T u(e, 2)p(x)de — / / 2)0pu(s, )dadt.

Le fait que u soit dans C°([0, T],L?(T)) permet de passer & la limite ¢ — 0 dans le membre de gauche,
et le fait que u soit dans L?([0,7],H!(T)) permet de passer a la limite dans le membre de droite. On
obtient finalement 1’équation (2.8.4).

Pour l'unicité, on considere deux fonctions u et v dans ’espace de fonctions considéré et vérifiant la
relation (2.8.4). On a alors, pour tout T' > 0,

T
Vo € HY(T), / (u(T,z) —v(T,z)) p(x)dr = —/0 /Tam (u(t,z) —v(s,x)) ¢ (z)dadt. (2.8.6)

T

On peut décomposer v — v en série de Fourier :

u(t,z) — v(t,x) Zc eine,

nez

et équation (2.8.6) se récrit alors, en prenant successivement pour ¢ la fonction e®

T
en(T) = / iney (t)dt.
0
La fonction ¢ + ¢, (t) est continue et s’écrit comme la primitive d’une fonction intégrable ot 1) elle

est donc dérivable presque partout, et on a

¢ (t) = —n’c,(t), pour presque tout t, et ¢,(0) = 0. (2.8.7)

n

(note 1). cn(t) est dans L2((0,T)) qui est inclus dans L1((0,T)).
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En multipliant (2.8.7) par ¢, () (ce qui revient & prendre p(z) = u(t, x) —v(t, z) dans (2.8.4)), on trouve
alors

1 /
(31en0P) = ca(0(t) = ~rient0P
ce qui donne, en intégrant :
1 2 2 g 2
0< §|cn(T)| =-n len(8)]7dt <0
0
On en déduit alors que la fonction u — v est nulle presque partout sur [0, 7] x T, puisque ces coefficients

de Fourier sont identiquement nuls. O

L’équation (2.8.5) qui apparait dans la preuve montre notamment 1’estimation a priori

/T|u(T,x)|2dx+/OT/T|8¢u(t,x)|2dxdt:/OT|f(a:)|2da: (2.8.8)

Le terme de gauche de (2.8.8) s’interpréte comme 1’énergie contenue dans la solution. L’équation (2.8.8)
traduit donc le fait que, le systéme étant isolé, I’énergie incluse dans la solution est des le début présente
dans la condition initiale.

L’équation (2.8.4) est appelée formulation faible ou variationnelle de I’équation (2.5.1).

2.9 Ajout d’'un second membre

Que se passe-t-il si 'on veut rajouter un second membre a I’équation (2.5.1) 7 On considére donc
I’équation
{&gu(t,x) — Au(t,z) = g(t,x) pour (t,z) €]0,00[xT (29.1)

u(0,2) = f(x) pour z € T.

On va procéder comme dans le cas sans second membre, et comprendre comment évoluent les coefficients
de Fourier d’une solution. On décompose donc la condition initiale f et la condition au bord g en séries
de Fourier, et on suppose que la solution u se décompose elle aussi en série de Fourier :

f(x) = Z ane™, gt z) = Z Bn(t)e™ et wu(t,z) = Z cn(t)e™.
nez neZ nez
L’équation (2.9.1) se récrit sur les coefficients comme :
{c;(t) +n2e,(t) = Balt)

Cn (O) = Qp.

On a donc une équation différentielle ordinaire avec condition initiale dont la solution est donnée
par (note 2)

t
cn(t) = efnztan —|—/ e"z(sft)ﬁn(s)ds.
0

(note 2). Puisque <e”2tcn(t)>/ =en’t (ch(t) +n2cn(t)) = e"%ﬁn(t).
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. . _n2 . I e e .
Si on oublie le terme e~ tay, issu de la condition initiale °t¢ 3) et que 'on suppose que les coefficients 3,

de g sont dans IL.2((0, T)), on voit que (en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis en intervertissant

les deux intégrales)
¢ , 2 1/2
/ =g (s)ds| dt

T
llenllLz (o)) = (/
. 1/2
( n®(s—t) ds/ n®(s—t) |/8n(3)2d5) dt)
0
T , 1/2
— n (s—t) - dsdt
( / - B (s) s )
1

IN

T 1/2
Iﬁn 5) / 6”2(3_t)dtds>

< o) I BnllLe m) - (2.9.2)

Par conséquent, les coefficients de Fourier du second membre ont été divisés par n? dans la solution.
D’une certaine maniere, au vu de la proposition 2.7.1, cela signifie que la solution u est aussi réguliere
que la primitive seconde du second membre. En quelque sorte, ’équation a fait gagner deux crans dans
la régularité de la fonction. Nous allons maintenant donner un sens précis a cette régularisation de “deux
crans”.

2.10 Espaces de Sobolev

On a vu dans la partie 2.7 que la décroissance des coefficients de Fourier d’une fonction permet de
caractériser sa régularité. Nous allons donc définir des espaces de “fonctions”, basés sur 'espace L?(T),
qui seront indexées par un parametre réel s correspondant au degré de “régularité” des fonctions qu’ils
contiennent. Il s’agit des espace de Sobolev H*(T) définis par

_ {cheinz’ Zn23|cn|2 <OO}.

nez nez

On a clairement les inclusions H*(T) C H* (T) si s > s’ et H(T) = L2(T).

Si s est positif, I'espace H*(T) est un sous-espace de L?(T), et ses éléments s’identifient donc & des
fonctions, la série ) | cn(f)ei™® € H*(T) étant convergente dans 'espace IL?(T). En revanche, si s < 0,
I'expression ) -, cn( f)ei"® est & prendre en un sens plus formel, qui peut étre rendu rigoureux en
travaillant par dualité.

En effet, 'espace L?(T) étant un espace de Hilbert, on peut 'identifier & son dual (note 4) par ap-

(note 3). Par exemple en considérant une condition initiale nulle.
(note 4). On rappelle que le dual d’un espace vectoriel normé E est I’ensemble des formes linéaires continues sur E, noté E’.
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plication suivante :

{L2 (T) — (LA(T))

¥ (1/1 = (@, 1) L2(T fT o(x dCC — ZnEZ Cn(@)m) . (2.10.1)

Le théoréme suivant montre que 1’espace H*(T), pour s < 0, peut se voir naturellement comme le
dual de I'espace H™*(T), pour la dualité (2.10.1).

Théoréme 2.10.1. L’espace H*(T), muni de la norme ||y, o7 cne™||2 =3, c7(1 4+ n?)2|c,|? est un
espace de Hilbert.
Pour tout s réel, l'espace H*(T) s’identifie au dual de H*(T) par

{HS(T) — (H*(T))’ .
v = (= frp@)d@de €S en(@)en(®))

Démonstration. La preuve que H?*(T) est un Hilbert est semblable & la preuve de la proposition 2.8.2.
Pour montrer que H™*(T) est le dual de H*(T), on remarque que pour ¢ dans H*(T) et 1) dans H=*(T),
les suites nc,, () et n~*c,(¢)) sont dans L?(T). Par conséquent, la somme

Yo cal@en(®) =Y (n°calp)) (n*cn(¥))

nez neZ

est bien définie, et on a

1/2
ch(w)cn(w)‘ < (Z n*en () |nscn(¢)|2> < llellas (m 1¥ [l (T)-

nez nez nezZ

O

Théoréme 2.10.2 (Rellich-Kondrachov). Si s < s, Uinjection H* (T) C H*(T) est compacte, c¢’est-a-
dire que de toute suite bornée d’élement de H® (T), on peut extraire une sous-suite qui converge au sens
de lespace H*(T).

Démonstration. On considere une suite bornée (¢,) d’éléments de H*'(T). Quitte & multiplier par une
constante, on peut supposer que la norme des ¢, est majorée par 1. On a donc

enlenll <12 3w ()2 < =2,
ne”Z

Chacune des suites (¢, (¢p))pen est donc bornée, et on peut en extraire des sous-suites convergentes
(dans C). Par un procédé d’extraction diagonale, on peut supposer que la méme suite extraite convient

a tous les indices n et on a donc, pour tout n € Z, ¢, (p,) — c,. Montrons maintenant que Y _, ¢, e™*
p—ro0

nez

est la limite dans H*(T) de la suite (¢,)pen-
Tout d’abord, le lemme de Fatou montre que

ans\cn\z thlnfn Slen(pp))? < 11m1nf2n2 len(op)|? = 1.

neZ neZ nez
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Ensuite, on a

lim sup Z 7 |en(©p) — cn|? < limsup Z 7 |en(pp) — €n? + limsup Z 7 |en(@p) — cnl?

P ez PN PN
<0+ N**limsup Z n* e, (pp) — cnl?
P >N
< 2N5’75
— 0.
N

Par ailleurs, on a la situation suivante :
Propriété 2.10.3. Pour tout s < s', l'espace H* (T) est dense dans H*(T).

Démonstration. Puisque C>°(T) C H*(T) pour tout s, il suffit de montrer que 'espace C*°(T) est dense
dans H?*(T) pour tout s, ce qui se fait comme dans la preuve de la proposition 2.8.3. O

On peut donner un résultat sur la régularité ponctuelle des fonctions de H*(T).

Propriété 2.10.4. Sis €)%, 3], les fonctions de H*(T) sont s — §-Holderienne. C’est-a-dire qu’il existe
une constante C > 0 telle que pour tout ¢ de H*(T), on ait

VeeT, Yy €T, [u(z) —u(y)] < Cllg|

eyl — Y72

Notamment, les fonctions de H*(T), s > % sont continues.
Si s €k + 1,k + 2] pour un certain k € N, alors les fonctions de H*(T) sont de classe C* et leur
dérivée k"™ sont dans H*~*(T).

Démonstration. Montrons tout d’abord que si s > é, alors les fonctions de H?(T) sont continues. On
considere donc s > 1. Soit ¢ une fonction de classe C* (qui est donc dans H*(T)). La fonction ¢ étant

réguliere, sa série de Fourier converge uniformément, et on peut écrire, pour tout € T

2
E znm § § 2s 2
nez nez

ne”Z
ou Cy est une constante (finie puisque s > %) ne dépendant que de s. Par conséquent, cette inégalité
étant vraie pour tout x, on a

llellLee (m) < Csllool

ce qui montre que la convergence dans H*(T) implique la convergence uniforme. Si maintenant ¢ est
une fonction quelconque de H*(T), il existe une suite de fonctions (¢, )nen de classe C*° convergeant
dans H*(T), et donc uniformément, vers . Une limite uniforme d’une suite de fonctions réguliere étant
continue, on a montré que ¢ est continue.

Montrons maintenant la régularité Holderienne des fonctions de H?*(T). Soit ¢ dans H?(T). L’inégalité

de Cauchy-Schwarz donne
1/2
nT __ zny 2
(Zn%lcn > (Z le | ) )
nez nez

H* (T)

o) = ()| = | Y enlp) (€™ — ™)

nez
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On va maintenant séparer la deuxiéme somme en deux suivant la taille de I’eniter n considéré. Pour x
et y fixés, on note N la partie entiere de ‘x%

yl*
|ezn$ _ ezny‘Q ‘einw _ einy|2 |einw _ einy‘Q
Sy e e
2s 2s

nez In|<N " n|>N "

_ n’lz —yP 4

- Z n2s Z n25

[n|<N In|>N
~C (]\73—23|.,17 _ y|2 4 N1—2s)
~ C‘I o y‘2sfl.

Dans 'avant-derniere équivalence, on a utilisé les propriétés

n ka+1 0 k,8+1
Sre K0 S
k=1 o+ k=n /6 +
valables pour a > —1 et § < —1. O

2.11 Formulation variationnelle pour I’équation de la chaleur

En multipliant I’équation (2.9.1) par une fonction test, en intégrant en temps et espace et en intégrant
par parties, on obtient la formulation variationnelle suivante :

Y0 <t<T, Vo € H(T),

/T w(t, ) p(x)dz + /O t /T Duu(s, 2)¢ (z)dadt — /T F@)o(z)de + /O t /T o(s, 2)p(s, 2)dads.  (2.11.1)

On a en fait le résultat suivant.

Théoréme 2.11.1. Soit f une fonction de L?(T) et g une fonction de L2([0,T],H1(T)) vérifiant

/Tg(sc)dx =0.

Il eziste une unique fonction u dans lespace C°([0,T],L*(T)) N L2([0,T],HY(T)) vérifiant la formu-
lation (2.11.1). De plus, si g est dans L*([0,T],H*(T)) pour un certain s > —1, alors u est dans
lespace L2([0, T], H¥+2(T)).

Remarquer que les conditions sur la fonction u correspondent a la régularité nécessaire pour donner
un sens a la formulation (2.11.1) pour ¢ dans H*(T).

Démonstration. Comme 1’équation est linéaire, quitte & “dériver s — 1 fois”, c’est a dire a multiplier les
coefficients de Fourier des fonctions en jeu par n®~!, on peut supposer que s = 1 et s —2 = —1. Dans
ce cas les deux espace H!(T) et H™1(T) sont en dualité.

Pour montrer I'existence d’une solution a cette équation, on va considérer la solution formelle calculée
dans la partie 2.9.
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inT

Pour une condition initiale f(z) = ) ., a,e™* et un second membre g(t,z) = ), ., Bn(t)e™* on
avait trouvé formellement comme solution la fonction

u(t,x) = Z cn(t)e™,

nT

ou les ¢, sont définis par
t

cn(t) = e o, —|—/ e"g(s_t)ﬁn(s)ds.
0

Montrons que cette fonction vérifie bien les hypotheses de I’énoncé. La fonction u peut s’exprimer comme
la somme des fonctions uy et uy définies par
t, ‘
/ e” (St)ﬁn(s)ds) e,

ul(tvgj) = Z efnztaneinw et u2(t,l’) = Z <
0

neZ neEZ

La fonction u; correspond a I’équation sans second membre, dont la régularité a été démontrée dans la
partie 2.8. Montrons que la fonction uy vérifie les conditions de ’énoncé, c’est a dire qu’elle est dans
'espace C°([0, T, L?(T)) NL2((0,T),H(T)). Pour cela, nous devons d’abord vérifier que ses coefficients
de Fourier sont continus. Les coefficients de uy sont donnés par

t
/ e’ (503, (s)ds. (2.11.2)
0

Comme g = Y ., Bn(t)e™® est supposée étre dans L2((0,T),H'(T)), les fonctions 3, sont dans
'espace L2((0,T)) et donc dans L' ((0, 7)) par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Par conséquent la fonction
définie par (2.11.2) est continue.

Nous devons de plus montrer que la fonction

t— < t e"Q(St)Bn(s)ds) eine (2.11.3)
>

(& valeurs dans IL?(T)) est continue. Par définition, cela signifie que pour ¢ — ¢, on a

D

nez

2

— 0 %k k% % ok ok k% X,

t t'
/ enz(sft)ﬁn(s)ds _ / enQ(s*t/),Bn(S)ds
0 0

Enfin, on a vu en (2.9.2) que ||c, [[L2(0.1)) < 77(1BnllLz((0,1))- Comme on a g € L2((0,T), H-1(T)),
cela montre que u € L2((0,7), H'(T)). O

2.11.1 Estimation d’énergie

Propriété 2.11.2. [Inégalité de Poincaré] Si ¢ est une fonction de H'(T), telle que [, o(x)dz = 0,
alors
lellizery < 119 Lz cm.-
Le résultat est bien entendu faux si on ne suppose pas fT o(z)dz = 0, comme le montre le contre-
exemple ¢ =1, ¢’ = 0.
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Démonstration. La condition [ p(z)dz = 0 s’écrit ¢o(¢) = 0. On a donc

lellizemy = D len(@P = D len(@) < Y~ nPlea(@)® = ¢l (),

neZ n#0 nez
puisque 1 < n? sin # 0. O

La propriété 2.11.2 implique notamment que sur Uespace Hj(T) = {p € H'(T), [, ¢(x)dz = 0}, les
normes [||lmi(r) et ||¢'||lL2(ry sont équivalentes. En effet, pour ¢ € H(T)

¢ ll2ery < llellezery + €Iz ey < 201¢ |2y

=H39HH1 (T)

Propriété 2.11.3. Siu est une solution de l’équation de la chaleur

9

du(t, ) — Au(t,x) = g(t,x)  sur (t,z) €]0,00[xT
u(0,2) = f(x) pour x € T

au sens du théoréme 2.11.1, alors on a l'inégalité, dite estimation a priori ("ot %)

T T
/ (T, 2)Pdz + / / Bpu(t, o)Pdedt < / (@) Pda + / gt NI oyt
T 0 T T 0

Démonstration. On prend comme fonction test dans la formulation (2.8.4) la fonction u(t,-).
>kokokosk sk okokoskoskook kokosko sk L

2.12 Principe du maximum

On va montrer le théoreme suivant.

Théoréme 2.12.1. Soit u la solution de l’équation de la chaleur homogéne donnée par le théoréme 2.8.6.
On suppose de plus que la condition initiale vérifie f > 0. Alors, pour tout t positif, on a

u(t,z) > 0.

En appliquant le théoréme précédent aux fonctions maxrt f — f et f —ming f, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 2.12.2. Notons u l‘unique solution de l’équation de la chaleur homogéne donnée par le
théoréme 2.8.6. Si la condition initiale f est bornée, alors on a pourt >0 et x €T,

rr;[rin(f) <wu(t,z) < m%x(f).
Notamment,

lu(t, Mooy < 1 fllLe (),

ce qui montre que la fonction qui a une condition initiale f associen la solution de l’équation de la
chaleur homogéne associée est continue en norme L*°(T).

(note 5). Cf équation (2.8.8).
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Pour démontrer le théoreme 2.12.1, on va avoir besoin du résultat suivant.

Lemme 2.12.3. Soit p une fonction de H(T). Alors |p| est également une fonction de H*(T) et on a

lpl" = ¢ x signe(p).
Démonstration. On considére la fonction h, = Va2 + €2, qui est de classe C* et dont la dérivée est

€T
Va2 +e?

La famille de fonctions (he)-so converge uniformément vers la fonction valeur absolue quand e tend
vers 0 :

he(x) =

0 < he(x)—|z| <e.

De plus, h. est bornée par 1 (uniformément en ¢), est Lipschitzienne et converge simplement vers la

fonction signe (note 6)

Par conséquent, si ¢ est une fonction de H'(T), alors he o ¢ est également ™t 7) dans H'(T) et
vérifie
(he 00)" = " X I (¢p)-

Cependant, la fonction h. o ¢ converge dans L?(T) vers |¢|, puisque

2
ol = he o pliscn = [ [le(@)] = heliplan] do < &2,

et la fonction (h. o )’ converge dans L2(T) vers ¢’ x signe(y), puisque le théoréme de convergence
dominée montre

o (z)signe((x))| dz - 0.

I(he o @) — ' x signe() Bagry = /T

O

Preuve du théoréme 2.12.1. On applique la forumulation variationnelle (2.8.4) en prenant comme fonc-

tion test la fonction u™ = u;'"l, qui est bien dans H!(T).
On obtient alors

1

! / Lucodelul2(2)da + / Lucol@pu(t, 2)|?dz = 0
2 T T

ce qui donne, en intégrant de 0 a T', puisque f~ =0
1 T
0 << 7/ lu™ (¢, x)|dx = 7/ / 1,<0|0zu(t, z)|dzdt < 0.
2 Jr o Jr

Par conséquent, v~ = 0, ce qui montre que u est positive, ¥¥FHFFxFFF I A I AR HFAK O

(note 6). On l'on pose signe(z) = 1 si > 0, signe(z) = —1 si < 0 et signe(z) =0si z =0.
(note 7). La composée d’une fonction de classe C' de dérivée Lipschitzienne avec une fonction H' est H?.



Chapitre 3

Equations de transport

On va s’intéresser plus précisément a 1’équation suivante, dite équation de transport :

{é)tu(t,x) +A0pu(t,z) =0 ,t>0, z€R (3.0.1)

u(0,x) = uo(x) z €R.

La solution de cette équation est explicite a partir de la condition initiale. En effet, la fonction u définie
par ’expression
u(t,x) = up(x — At)

est clairement solution de ’équation (3.0.1). On comprend sur cette solution la raison de la dénomination
“équation de transport” : partant d’une condition initiale donnée, on obtient la solution en des temps
positifs en déplacant la condition initiale avec une vitesse A.

En particlier, on remarque que I’équation (3.0.1) est stable dans toutes les normes LP(R). En effet,
si ug est dans IL?(R), on a alors

Jut, )lwe @) = [luo(- = M) lLr®) = lluollLe ®)-

Méme si la solution de I’équation (3.0.1) est explicite, il peut toutefois étre intéressant de comprendre
comment se comporte un schéma de discrétisation de cette équation, par exemple pour discrétiser un
terme de transport dans une équation admettant d’autres termes.

3.1 Schéma centré et schéma de Lax-Wendroff

3.1.1 Schéma centré

On peut tout d’abord penser au schéma suivant, obtenu par une discrétisation explicite en temps,
et une discrétisation centrée en espace.
gy
+
ot 20x

On obtient alors la relation de récurrence suivante :

Aot Aot
un+1 _ un + n n

j i T g i1 T 95, Yt

no oy
’U,j+1 u

=L —o. (3.1.1)

73
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Ce schéma est en fait une tres mauvaise fagon de faire :

Propriété 3.1.1. Si X\ # 0, le schéma précédent n'est jamais stable dans 1.°°, quelles que soient les
valeurs de 0t et 0x.

Démonstration. On suppose A > 0. Considérons la suite (u?)jez définie par

o )0 sij<o0
u: =
J 1 sinon.

A N s . . 1 7
A la premiere itération, la suite (uj) jez est donnée par

0 sij<0

L) sii=0,

T 1+ 3 sij=1,

1 sij> 1
On a donc sup,cy [uf| =1+ M= supjcz |uf]. Si A < 0, on fait le méme raisonnement avec la suite
valant 1 sur Z~ et 0 sur Z+. O

Voyons d’ol vient ce phénomene d’instabilité. Pour cela, on va calculer I’erreur de consistance associée
au schéma.

Propriété 3.1.2. On suppose ug de classe C*. Soit u(t,x) = uo(x + At) la solution correspondante. On

pose uj = u(ndt, jox). L'erreur de consistance associée au schéma est donnée par

—n—+1 —n —_n —n )
noddf. U5 T Y Ujpy —Ujy Ot . 0z g ) ) s
€ = 5t + A 557 =3 d; u(ndt, jox) + A 5 dou(ndt, jox) + O(0t° + dz°).

Démonstration. On pose u} = u(ndt, jox). On a alors, par la formule de Taylor, 1’égalité

2 t3 _
ﬂ?“ = u(ndt + ot, jox) = u(ndt, jox) + 6tdu(ndt, jéx) + %8t2u(n5t,j6x) + %d?u(t,jéx),

pour une certaine valeur ¢, de sorte que

att —an

L 2
e — Qyu(ndt, jox) = %qu(n(;t, jow) + %8%(5,3'696)-

De méme, pour la dérivée spatiale, on a
uf,, = u(ndt, jox + dx)
, , 522 _ s34 , dxt _
= u(ndt, jox) + dxdyu(ndt, jox) + TGIu(mSt,j&x) + ?@u(nét,jéa@) + ﬂamu(nét, z),
et
uj_y = u(ndt,jox — dx)

_ _ §z? ) 5z 4 ) st -
= u(ndt, jox) — dxdyu(ndt, jox) + 761u(n5t,j6x) - ?aiu(nét,jéx) + ﬂawu(nét, z),
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de sorte que

U W 52) = O (st jox) + O (Shu(nst. ) — Su(nst.z
550 Ozu(ndt, jox) = 5 Ozu(ndt, jox) + 15 (Ozu(not, &)) — Oyu(ndt, x)).

En regroupant toutes ces estimations, on obtient

Zn+l _ =n

u U u'

n J J ﬁ?ﬂ -1
R TR
attt —gn ar,, —al
= 2 5 L 422 55 I — dyu(nét, jox) — N0pu(ndt, jéx)
x

3 2 3
= %8t2u(n6t, jox) + A%Bﬁu(nét,jéx) + %afu(f, jox) + )\54% (D2u(ndt, z) — O2u(nét, 7)) .

O

D’apres la proposition (3.1.2), le schéma (3.1.1) est également consistant avec ’équation

25t
Opu(t, ) + A0yult, x) + Tagu(t,x) =0. (3.1.2)
En effet, on a la proposition suivante :

Propriété 3.1.3. Soit u une solution de l’équation (3.1.2). On pose u} = u(ndt,jox). L’erreur de
consistance du schéma (3.1.1) pour équation (3.1.2) est

gop, Wt —ar an —an
e Chu S5 = Ot0fu(ndt, jox) + 6a*0lu(ndt, jox) + O3 + o).
x
Démonstration. La fonction u étant solution de I’équation, on a

9 A28t o
Oiu(t,z) = —0(Aou(t, ) + Taxu(t, x))

2 2 2
= A0, (ADpult, z) + %&agu(t,x)) + )\T&@ﬁ()\axu(t,x) + /\7&8§u(t, z))
4

2
O du(t, 2)

= N202u(t, ) + N35td3u(t, x) + A 1

= \202u(t,z) + O(3t).

En utilisant les calculs fait dans la preuve de la proposition 3.1.2, on obtient

a't —q

i3
J U

I
+/\“j+1 j—1

ot 20x
attl — gn

=2 L+ /\ﬁ?H — W Opu(ndt, jox) — Nozu(not, jéx) — &82u(n5t jox)
ot 26z ’ * ’ 2 ’

<3

nj =

3 2 3
= %qu(n&,j(;x) + A%@gu(n&,ﬂx) + %3fu(f,j5x) + /\54% (O3u(ndt, z) — O3u(ndt, 7)) .
O

L’équation (3.1.2) est une équation parabolique rétrograde. Or, on a vu au chapitre 2 qu’une telle
équation tend & rendre les solutions de plus en plus irrégulieres. Ceci explique pourquoi le schéma (3.1.1)
est instable.
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3.1.2 Le schéma de Lax-Wendroff

Pour éviter le comportement instable prévu a la partie précédente, on va introduire un terme
supplémentaire dans le schéma qui va compenser le terme de diffusion rétrograde qui apparaissait de
maniere parasite dans le schéma (3.1.1).

On pose donc

un+1 _n n

U ul?  —ul_ Aot ult  +ull — 2uT

g I A SR A} (3.1.3)
ot 20x 2 ox?
Cette équation équivaut a la relation de récurrence suivante :
wi T = = S (W — ) + e (W g — 2uf)
AGt 2 A3t [ At A6t [ Adt

N R Ul no 200 (A0 gy 20200 Y 3.1.4
( (5I>>u3+25az(51’+)uj1+25z<5x )uﬁl ( )

On en déduit la propriété de stabilité suivante :
Propriété 3.1.4. Le schéma (3.1.3) est stable dans L>® dés que [A[2L = 1.

Démonstration. Pour que le schéma soit stable, il suffit, en vertu de 1’égalité (3.1.4) que les trois co-
. 2 . o el s . .
efficients 1 — (32£)7, 230 (386 4 1) et A% (42 — 1) soient positifs. La positivité du premier coefficient

s Sx \dx ox
impose que la quantité % soit dans lintervalle [—1,1], et celle des deux autres coefficients imposent
qu’elle ne soit ni dans ] — 1,0[ ni dans 0, 1[. Finalement, on trouve que 32 € {—1,1}. O
3.2 Schéma décentré
On s’intéresse dans cette partie au schéma suivant :
un+1 —um u —u”
J J J Jj—1
+ A =0 3.2.1
ot ox ( )

ce qui donne la relation de récurrence :

ot ot
n+1l __ n n
Ici, on a utilisé le méme principe que pour le schéma (3.1.1), mais on a fait une discrétisation dis-
symétriqgue en espace. Cela est assez naturel, étant donné que ’équation (3.0.1) est elle aussi dis-
symétrique en espace, puisqu’elle présente une vitesse A dirigée dans une certaine direction.

On obtient pour ce schéma la condition suivante de stabilité :

Propriété 3.2.1. Le schéma (3.2.1) est stable dans L® si A2 est dans [0, 1].

Démonstration. Le schéma est stable dans L°° deés que les deux coefficients 1 — )\% et )\% sont positifs,
ce qui correspond bien a la condition annoncée. O
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Notamment, on remarque que la condition de stabilité ne peut étre vérifiée que si A > 0. Dans le
cas contraire, dans le schéma (3.2.1) on doit remplacer la différence finie & gauche en espace par un
différence finie & droite. Le schéma obtenu est alors

ntl _ g n no_ o n

J J U j—1
A =0.
ot + ox

On a le résultat suivant :

Propriété 3.2.2. L’erreur de consistance de l’équation (3.0.1) par le schéma (3.2.1) est donnée par

—n+1 = =n =T
ndéf. Wi T Uy Uy — Ui _ﬁ 2 . 2 2
e} = 5 + A 5 =5 O; u(ndt, jox) + O(6t° + 6x=).

Démonstration. A l'aide des développements de Taylor donnés dans la preuve de la proposition 3.1.2,
on obtient

—n41 _ _ _
el = A + /\uﬂ i
" ot ox
wtt —ar At —an
= 5 L a2 5 -1 — Owu(t, ) — Az ul(t, x)
x

2 2
= %fﬁu(n&,j&:) - A%@iu(néhj(gx) + %8fu(f,j§x) + A%@i’u(n&, 7).

O

Toutefois, on a un phénomene de régularisation parasite, en vertu de la proposition suivante, qui
s’obtient en poussant les développements de Taylor de la propriétés précédente un ordre plus loin.

Propriété 3.2.3. Soit u une solution de l’équation

A28t o
Owu(t, x) + A0zu(t, ) — Taxu(t,x) =0. (3.2.2)

L’erreur de consistance de la fonction u pour le schéma (3.2.1) est donnée par

—n+1 ST SN M
nd,f.u. — U, u-—u-,l (St .
) = = UANEE W (5xj = Efl‘fu(nét,]éw) + O(6t? + 623).

Autrement dit, le schéma (3.2.1) est consistant avec I’équation parabolique (3.2.2). On parle de
diffusion numérique. Le terme parabolique apparaissant dans (3.2.2) ayant pour effet de régulariser les
solutions, la solution du schéma (3.2.1) sera plus réguliere que la solution de I’équation (3.0.1).



78

CHAPITRE 3. EQUATIONS DE TRANSPORT



Chapitre 4

Interprétation probabiliste des
EDPs

Il existe des liens tres forts entre les équations aux dérivées partielles et les équations différentielles
stochastiques, grace a deux ingrédients : la formule d’Ito et la propriété de martingale.

4.1 Mouvement Brownien et opérateur Laplacien

On considére un ouvert connexe borné Q de R?, un élément x de Q et (W;);>o un mouvement
Brownien issu de x sous la probabilité P*.

4.1.1 Equation de Poisson
Commengons par le lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Soit Q un ouvert borné et x € Q. On note 7 = inf{t > 0, Wy ¢ Q}. Alors le temps T
est P*-presque surement fini.

Démonstration. Soit M > 0 tel que Q C B(z,M). On a {7 >t} C {|WF —z| < M}, de sorte que

Pz(rzt)SPm(IfoléM)P(Gg%),

ou G est une variable aléatoire Gaussienne de covariance Iz. On a bien P (G < %) — 0 quand t tend

vers 0o. O]

Pour deux fonctions f: Q2 — R et g : 9Q — R, on considérons 1’équation elliptique

—1Au(z) = f(z) sizeQ,
u(z) = g(x) si x € 0.

Un argument probabiliste va nous permettre de montrer I'unicité (mais pas l’existence) d’une solution
suffisament réguliere de cette équation, pour laquelle on aura aussi un principe du maximum.

79
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Théoréme 4.1.2. Supposons que cette équation admette une solution w de classe C% sur Q. Alors la
fonction u est donnée par l’expression

.
ule) =B (9(W)) + B [ f(Wit
0
Notamment une telle fonction est unique. Cette formule donne le principe du mazximum
inf g + inf fE7 < infu < supwu < sup g + sup fE7.
oR Q Q Q o0 Q

Démonstration. L’hypothese de régularité C2 sur u nous permet d’appliquer la formule d’It6 au proces-
sus u(Wt), ce qui donne

tAT 1 tAT
u(Winr) = u(x) —|—/ Vu(Wy) - dWy + 5/ Au(Wy)ds.
0 0

En passant a ’espérance, on obtient

E*(u(Winr)) = u(z) — E ; ’ F(Wy)dt.

En faisant tendre ¢ vers 'infini, on obtient 1’égalité cherchée. O

Quelques cas particuliers
— Pour g =0et f =1, on obtient ’équation
{Au(:ﬂ) =-2 siz e,
u(z) =0 si z € L.
Dans ce cas, le théoreme 4.1.2 montre que la solution u est donnée par
u(x) = E”[7].
Par exemple, sur l'intervalle 2 =|0, 1], on trouve
E*(1) = 2(1 — z).
— Pour f =0, on obtient ’équation
{Au(x) =0 sizeq,
u(xz) =g(z) siaxe .
Dans ce cas, le théoreme 4.1.2 montre que la solution u est donnée par
u(z) = E*[g(W-)].

Par exemple, si g = 14 ol A est une partie de 99, la fonction u donne la probabilité pour (Wy);>0
de quitter 'ouvert € a travers A :

u(z) =P*(W, € A).
Dans le cas de l'intervalle 2 =|0, 1], on trouve

P*(W,=0)=1—zet P(W,=1) ==
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Application : récurrence du mouvement Brownien

Un cas intéressant est le cas du mouvement Brownien dans une couronne. On pose €2, p = B(0, R) \

B(0,r).
Cherchons une fonction u vérifiant Au(z) = 0 sur Q, g. Par symétrie, on peut chercher un u de la
forme u(z) = ¢(|]x|?). On a alors

Vu(z) = V(p(|z[*)) = 22¢'(|27)),
et
Au(z) = V- (Vu(z)) = V- 229/ (|27])) = 2(V - 2)¢'(|2%]) + 22(V' (|2?])) = 2d¢’ (Ja?]) + 4|z " (|2%])).-
Par conséquent, on cherche une fonction ¢’ solution de 1’équation différentielle
dy(z) + 2zy'(x) = 0.

La résolution de cette équation donne

vl

' (z) =Ca~
d’olt
aln(Jz])+b sid=2,

aln(z)+b sid=2,
= 4.1.1
#() { alz]>~1+b  sid#2, ( )

> soit encore u(x) =
ar’® +b sid#2, () {

pour certaines constantes a et b.
Notons 7, r le temps de sortie de la couronne €, r par le mouvement Brownien, et 7, le temps
d’atteinte de la sphere de rayon r. Les calculs précédents montrent que la quantité

PE(Ws, ol = 1) = B(7 < 7r),

qui est la probabilité que le Brownien quitte la couronne par la sphere intérieure, est donnée par la
fonction harmonique dans la couronne £, g, nulle sur la sphere de rayon R et valant 1 sur la sphere de
rayon r. Par des combinaisons linéaires & partir des fonctions de (4.1.1), on obtient

In(R)=In(|z|)

P* (Tr < TR) = { In(R)—In(r) sid= 2’

o " 4.1.2
2R sid#2, (412)

En faisant tendre r vers 0 dans (4.1.2), puis R vers oo, on obtient
P(TO < OO) =0,

quelle que soit la dimension, ou 7 est le temps d’atteinte du point 0. Autrement dit, en dimension
supérieure ou égale a 2, un mouvement Brownien n’attend presque stirement jamais un point donné a
priori (distinct de son point de départ).

De méme, en faisant tendre R vers l'infini dans (4.1.2), on obtient (pour |z| > r)

1 sid=2,
P? (7. < 00) = 2—d
(m) sid#2.

r

ou 7, est le temps d’atteinte de la sphere de rayon r.
En résumé, on a montré :
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Théoréme 4.1.3. En dimension 2, le mouvement Brownien atteint en temps fini toute spheére de
rayon > 0 fixée a priori, mais n'atteint aucun point fixé a priori.

En dimension 3 ou plus, le mouvement Brownien a une probabilité non nulle de ne jamais atteindre
une sphére fixée a priori (partant d’un point extérieur a la sphére).

4.1.2 L’équation de la chaleur

Soit pp une mesure de probabilité sur R? et soit (W;);>0 un mouvement Brownien dont la condition
initiale est distribuée selon py.

Pour un ¢ positif fixé, on note p; la loi de Wy.

Alors (pu)¢>0 est solution de I'équation de la chaleur issue de o :

Opu(t,x) — %Au(t,x) =0, t>0, x€Q
u(t,z) =0, t>0, €0
u(0,2) = p(dx).

au sens faible suivant : pour toute fonction ¢ de classe C? sur €2 telle que Vg et Ay soient bornées, on

a T'égalité
[ etomtan~ [ twpntan =3 [ ( [ sptwmaian)as

Démonstration. On applique la formule d’Itd au processus (¢(X¢))i>0, et on obtient

sD(Wt)—sD(Wo)Z/O V@(WS)-dWS—&-%/O Ap(W,)ds.

En passant a ’espérance, on obtient

Ep(W,) — Eg(Wp) = /0 EA@(W,)ds.

On conclut en remarquant que, u; étant la loi de la variable Wy, on a 1’égalité

Ep(W;) = / (e (dz).

Q
O
4.1.3 L’équation de la chaleur rétrograde
On considere ’équation aux dérivées partielles suivante :
du(t,z) + 1Au(t,z) =0 0<t<T, z €, (41.3)
u(T,z) = f(x) z €. o

On a la représentation probabiliste suivante :
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Théoréme 4.1.4 (Feynman-Kac). Soit u une fonction de classe CY2, solution au sens classique de
Uéquation (4.1.3) ot D Alors, u est donnée par la formule

u(t,z) =E[f(Wr)|W, = x].
Démonstration. Comme la fonction u est de classe C*2, on peut appliquer la formule d’It6 au proces-
sus (u(t, Wi))i>o0, entre ¢t et T'. On obtient alors
T 1 T
u(T, Wr) —u(t, W) = / Opu(s, Ws) + iAu(& Ws)ds +/ Vu(s, Ws) - dWs.
t t
La fonction u étant solution classique de (4.1.3), 'égalité précédente se récrit

T
FOVY) — u(t, W) = /t Vu(s, W,) - di,,

et en passant a l'espérance (conditionnellement & W; = z), on obtient

0=E[f(We) —ult, W)|W; = ] = E[f (W) — u(t, z) W = z].

4.2 Processus de diffusion

La plupart des résultats de la partie précédente se généralisent pour des processus de diffusion plus
généraux. Par processus de diffusion, on entend un processus (X7 )¢>o satisfaisant I’équation différentielle
stochastique

AXT = b(X7)dt + o(XF)dAW,, (4.2.1)

oub:Q — R% et o:Q— R sont des fonctions supposées suffisament réguliéres.
En appliquant la formule d’It6 au processus ¢(X), pour une certaine fonction réguliere ¢, on obtient

d n
dp(X7) = D _dip(Xb(Xi)dt + 3 Dup (X (X)W + 3 37 dhye( X (X (Xo)et

1<i,j<d 1<ij<d k=1
1
= (X7) - T2 + 00T XP) : VRAXE) ) e+ Tl - (X)W

Dans la formule précédente, on a noté V - b = Zle 0;b; la divergence d’un vecteur et, pour deux
matrice m et n, on note m : n le produit de Hadamard, défini par

m:n = E mijNgj.

1<ié,j<d

(note 1). C’est-a-dire que u est de classe C! par rapport & la variable de temps, de classe C2 par rapport & la variable d’espace
et que les dérivées partielles vérifient ponctuellement la relation (4.1.3)
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On a donc
E |o(XT) — p(XE) - t b(XZ) - Vp(XT) + 1(o—aT)(X;U) cV2p(XT) ) ds
0 2

| [ vetxs) otxpjam,
=0,

puisque l'intégrale stochastique au second membre définit une martingale.
A t fixé, si 'on note u; la loi de la variable X, on peut récrire expression précédente sous la forme

¢ 1
/ pup — / pug = / / (b Ve + (oo™ : Van) wdt.
R R 0o Jr 2

Cette derniere équation est une formulation faible de I’équation
1
Opur = =V - (buy) + §V2 : (oaTut). (4.2.2)

Dans cette derniere équation, le terme —V - (bu;) est dii au terme de dérive b(X})dt¢ dans I’équation
différentielle stochastique, tandis que le terme de diffusion %VZ : (00T uy) est dii au terme correspondant
a une intégrale stochastique contre un mouvement Brownien o(X7)dW;.

On peut également faire apparaitre une autre équation aux dérivées partielles a partir de I’équation
(4.2.1).

En effet, considérons une solution réguliere de 1’équation

{at’u(t,x) +b(t,x) - Vot z) + ool () : V2u(t,2) =0, 0<t<T, x €, (423)

(T, z) = f(x), x €.

Fixons un temps ¢. En appliquant la formule d’Itd au processus v(t, X;), on obtient
1
do(t, X;) = <8tv +b-Vo+ 5(ao—T) : v%) (Xp)dt + Vo(t, Xy) - o(Xy)dWs.

Comme la fonction v vérifie 'équation (4.2.3) et que l'intégrale stochastique est une martingale, on a,
en intégrant entre 0 et ¢ et en passant a ’espérance,

v(t,x) = E (00, X7)) = E(f(X])).

Par conséquent, si ’équation (4.2.3) admet une solution, alors cette solution est nécéssairement donnée

par E (f(X{)).
Ces deux équations peuvent s’écrire

Owu(t,z) = L*u(t,z) et Ow(t,x) = Lo(t,z),

ou L est 'opérateur défini par
1
L=b-V+ 5(aaT) Ave (4.2.4)
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et ou L* est I'opérateur défini par

L*:—V~(~xb)+%V2:(-xaaT)7
qui est 'opérateur adjoint de L, défini, pour une mesure p donnée, par

/ﬂwvwm:/memn
Q Q

En fait on a méme un résultat un peu plus général :
Théoréme 4.2.1. Soit u une solution réguliére a l’équation
Owu(t,z) + Lu(t,z) + g(z) =0 0<t<T, z€Q
{U(Ta z) = f(x), z€Q.
alors u est donnée par

u(t,z) =E | f(X7) —|—/t 9(Xs)ds| Xy = x} .

Les équations de type elliptique peuvent avoir une interprétation probabiliste par le biais suivant :
Théoréme 4.2.2. Soit u une solution réguliere (de classe C?, par exemple) du probléme elliptique

sugvant :
Lu(z) =g(z), z€Q
u(z) = f(x), €.

Alors, u est donnée par

u(z) =E

f@ﬂﬁ[m&ms

X():.’E‘|,

ou T est le temps de sortie de louvert 0 par le processus (X¢)e>o0-

Démonstration. Les preuves des ces deux résultats sont essentiellement les mémes que dans le cas du
mouvement Brownien. O

4.3 Exemple : I’équation de Black-Scholes

Le modele de Black-Scholes consiste a considérer un actif financier dont le cours S; évolue selon
I’équation suivante

d5 = rdt + odWy, (4.3.1)
Sy
ou W est un mouvement Brownien, r est le coefficient de dérive (ou en anglais drift) et o est le coefficient
de diffusion (également appelé volatilité dans un contexte financier). La dérivée logarithmique de S; est
donc donné par un mouvement Brownien avec dérive. La justification de ce modele tient dans le fait que
le cours d’un actif financier doit étre positif et invariant par multiplication par une constante. La quantité

naturelle a étudier est donc log Sy plutdt que Sy lui méme. Choisir pour la dérivée logarithmique ds—stf
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une diffusion avec coefficients constants est ensuite seulement une hypothese simplificatrice permettant
des calculs explicites.

Notons que I’équation (4.3.1) implique que S; peut se mettre sous forme exponentielle. On applique
en effet la formule d’Ito au processus Sye~°"+. On obtient

2
d (Ste—on,) = (dSt — StUth + St%dt —ad <S, W>t> e_ﬂ'Wt

2
o
= (Sﬂ"dt + StO'th - StO'th + St?dt - StO'Zdt) eiUWt
2
o
= (r - > Spe=Wedt,
2
ce qui donne donc
—oW. t—22t rt— ot oW,
Sie” 7"t = Spe” T 2", ou encore Sy = Spe’" T 2 ‘.
Le prix d’un option dans le modele de Black-Scholes est donné par
plt,s) = Ele™" T Dp(Sr)[S; = s,
ol ¢ est une fonction donnée. Ce prix satisfait en fait une équation aux dérivées partielles, ce qui peut

s’avérer utile, par exemple pour en calculer une approximation numérique.

Propriété 4.3.1. Si l’équation

{atp(t, s) + Lp(t,s) —rp(t,s) =0, 0<t<T, s>0 (4.3.2)

p(T,s) = ¢(s), s >0,
ot L est le générateur de (S;)i>0 admet une solution réguliére, alors cette solution est p.
On rappelle que le générateur de (S¢)i>0 est donné, en vertu de la formule (4.2.4) par
s20?
2

Démonstration. On considere la fonction (¢,s) + " T=Hp(t,s), ot p est une solution réguliere de
léquation (4.3.2). En dérivant par rapport & ¢, on obtient

Oy (e" T 1p(t,s)) = e" T Noyp(t, s) — re" T Vp(t, s)
= —" T Lp(t, s)+ er(T_t)rp(t, s) — eT(T_t)rp(t, s)
= —L(e" T p(t, 5)).

L =srds + A.

La fonction (t,s) — e"(T=Yp(t,s) est donc une solution réguliere de I’équation
0" T Up(t,s) + Le" T Up(t,s) =0 0<t<T, s>0
e"T=Ip(T, s) = p(s) s> 0.

La formule de Feynman-Kac donne alors

e"T=Vp(t, s) = E[p(Sr)|S; = s].



