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Exercice 1.

1) Soit g une fonction mesurable bornée. Calculons

E[g(Y )] =

∫

R

g(eσX+m)
1√
2π

e−x2/2 dx =

∫ +∞

0
g(y)

1√
2π

1

σy
e−

1

2σ2
(ln y−m)2 dy

où on a effectué le changement de variable y = eσx+m, ou bien x = 1
σ (ln(y)−m), dx = 1

σydy. Ainsi,

Y a pour densité
1

y
√
2πσ2

e−
1

2σ2
(ln y−m)2

1]0,∞[(y).

2) a) On a, avec le changement de variables u = t− x

E[e(x+iy)X ] =
1√
2π

∫

R

e(x+iy)te−
1

2
t2dt =
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2π

e
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2
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∫

R
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1

2
(t−x)2dt

=
1√
2π

e
1

2
x2

∫

R
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1

2
u2

du

=
1√
2π

e
1

2
x2+ixy

∫

R
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2
u2

du)

= e
1

2
x2+ixy

E[eiyX ].

b) Comme X et −X ont même loi, on a E[eiyX ] = E[e−iyX ] = E[eiyX ], donc E[eiyX ] est réel.

3) a) Clairement, ϕ est positive, et il reste donc à montrer que
∫

ϕ(x)dx = 1. Par la question 1),

en prenant σ = 1,m = 0, on sait déjà que 1
x
√
2π

e−
1

2
(lnx)2 1]0,∞[(x) est une densité de probabilité,

donc
∫ +∞

0

1

x
√
2π

e−
1

2
(lnx)2 dx = 1 ,

et il reste à montrer que

∫ +∞

0

1

x
√
2π

sin(π lnx)e−
1

2
(lnx)2 dx = Im

[
∫ +∞

0

1

x
√
2π

eiπ lnxe−
1

2
(lnx)2 dx

]

= 0.

Par le changement de variable t = lnx, on a

∫ +∞

0

1

x
√
2π

eiπ lnxe−
1

2
(lnx)2 dx =

∫

R

1√
2π

eiπte−
1

2
t2dt = E[eiπX ],

qui est bien de partie imaginaire nulle, par la question 2) b).

b) On a, en utilisant que la densité de Y est 1
y
√
2π

e−
1

2
(ln y)2 1]0,∞[(y),

E[Zn] =

∫ ∞

0

xn

x
√
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(1 + sin(π lnx)) e−
1

2
(lnx)2dx = E[Y n] +

∫ ∞

0
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x
√
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2
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Montrons que le dernier terme est égal à 0 pour tout n ∈ N. En faisant le changement de variable

t = lnx, on a
∫ ∞

0

xn

x
√
2π

sin(π lnx) e−
1

2
(lnx)2dx =

∫

R

ent sin(πt)
1√
2π

e−
1

2
t2dt = Im

[

E(e(n+iπ)X)
]

.

En utlisisant la question 2), on obtient que E(e(n+iπ)X) = e
1

2
n2+iπn

E[eiπX ] = e
1

2
n2

(−1)nE[eiπX ], et

est donc de partie imaginaire égale à 0.

Exercice 2.

1) a) Comme Yn converge en loi vers c, la fonction de répartition de Yn FYn
(t) = P(Yn ≤ t)

converge vers 1[c,∞[(t) pour tout t 6= c. On a donc, pour tout ǫ > 0

P(|Yn − c| ≥ ǫ) = P(Yn ≤ c− ǫ) + P(Yn ≥ c+ ǫ) ≤ FYn
(c− ǫ) + 1− FYn

(c+ ǫ/2)
n→∞→ 0.

Donc Yn converge en probabilité vers c.

b) On a, pour tout t ∈ R,

∣

∣E[eit(Xn+Yn) − eit(Xn+c)]
∣

∣ =
∣

∣E[eitXn(eitYn − eitc)]
∣

∣ ≤ E[|eitYn − eitc|],

car |eitXn | = 1. Comme Yn converge en loi vers c et comme la fonction x 7→ |eitx− eitc| est continue
et bornée, on a

lim
n

E[|eitYn − eitc|] = E[|eitc − eitc|] = 0.

c) On utilise le critère de convergence des fonctions caractéristiques. Montrons que pour tout

t ∈ R, limn→∞ E[eit(Xn+Yn)] = E[eit(X+c)]. On a, par l’inégalité triangulaire

∣

∣E[eit(Xn+Yn)]− E[eit(X+c)]
∣

∣ ≤
∣

∣E[eit(Xn+Yn) − eit(Xn+c)]
∣

∣+
∣

∣E[eit(Xn+c) − eit(X+c)]
∣

∣.

Par la question b), on a déjà que pour tout t ∈ R, limn→∞ E[eit(Xn+Yn) − eit(Xn+c)] = 0. Pour

l’autre terme, on factorise par eitc, de sorte que
∣

∣E[eit(Xn+c) − eit(X+c)]
∣

∣ =
∣

∣E[eitXn − eitX ]
∣

∣. Mais

on sait que Xn converge en loi vers X, donc pour tout t ∈ R, limn→∞ E[eitXn ] = E[eitX ]. Au final,

on a montré que

lim
n→∞

∣

∣E[eit(Xn+Yn)]− E[eit(X+c)]
∣

∣ = 0,

qui était ce que l’on voulait montrer.

2) Soit ǫ > 0. On a par l’inégalité triangulaire |Xn+Yn− (X+Y )| ≤ |Xn−X|+ |Yn−Y |, donc

P
(

|Xn + Yn − (X + Y )| ≥ ǫ
)

≤ P
(

|Xn −X|+ |Yn − Y | ≥ ǫ
)

≤ P
(

{|Xn −X| ≥ ǫ/2} ∪ {|Yn − Y | ≥ ǫ/2}
)

≤ P
(

|Xn −X| ≥ ǫ/2
)

+ P
(

|Yn − Y | ≥ ǫ/2
)

.

Comme Xn converge en probabilité vers X et Yn converge en probabilité vers Y , les deux termes

de la somme tendent vers 0, et on a bien limn→∞ P
(

|Xn + Yn − (X + Y )| ≥ ǫ
)

= 0.

Exercice 3.

1) On a facilement

P(S ≥ m) =
+∞
∑

k=m

P(S = k) =
+∞
∑

k=m

(1− p)pk = (1− p)pm
+∞
∑

j=0

pj = pm .
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De manière similaire, P(T ≥ m) = qm.

2) Soit X = min(S, T ), et Y = S − T . On a, par indépendance,

P(X ≥ m) = P(S ≥ m,T ≥ m) = P(S ≥ m)P(T ≥ m) = (pq)m ,

donc X est une variable géométrique de paramètre pq: P(X = n) = (1− pq)(pq)n.

Calculons la loi jointe de (X,Y ): pour i ≥ 0, j ∈ Z, on veut calculer P(X = i, Y = j). On

distingue plusieurs cas: j > 0, j = 0, j < 0, et on utilise l’indépendance de T et S.

- Si j > 0, on a S > T , donc min(S, T ) = T

P(X = i, Y = j) = P(T = i, S = i+ j) = P(T = i)P(S = i+ j) = (1− p)(1− q)(pq)iqj .

- Si j = 0, on a

P(X = i, Y = 0) = P(T = i, S = i) = P(T = i)P(S = i) = (1− p)(1− q)(pq)i .

- Si j < 0, on a S < T , donc min(S, T ) = S

P(X = i, Y = j) = P(S = i, T = i− j) = P(T = i)P(S = i+ j) = (1− p)(1− q)(pq)ip−j .

Au final, on a la loi jointe de (X,Y ):

P(X = i, Y = j) = (1− pq)(pq)i × (1− p)(1− q)

1− pq

(

p1j<0 + q1j≥0

)|j|
.

On voit qu’elle s’écrit comme le produit de P(X = i) et d’une fonction de j: X et Y sont

indépendantes, et on a la loi de Y = S − T

P(Y = j) =
(1− p)(1− q)

1− pq

(

p1j<0 + q1j≥0

)|j|
.
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