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Chapitre 6 : Séries numériques

1 Généralités

cfiniti it (Up)n> ite a U 5 U . La séri
Définition 1 Soit (up)n>n, une suite a valeurs réelles ou complexes. La série de terme
général uy,, est la suite (Sp)n>n, définie par :

n
Sn = Z ur  pour tout entier n = ng

k=ng

et appelée les sommes partielles, et est notée Z uy, . Lorsqu’elle converge, sa limite

n=ng

—+00
Z u, = lim S,

n—-+o0o
n=ng

est appelée la somme de la série. Dans ce cas, pour tout entier n = ng la série g Uy, est
p=n+1
convergente et sa somme R, est appelée le reste d’ordre n de la série, on a :

+o0o n +oo
Z Up =Sy, + Ry = Z ur + Z ug  pour tout entier n = nyg

n=ng k=ng k=n+1
et la suite (Ry)n>n, converge vers 0.

On a donc : Sy, = up, et S, —Sy,—1 = u, pour tout entier n > ng, et réciproquement toute
suite (Up)n>n, Peut étre considérée comme une série en posant Up, = Vp, €t Uy = vy — Vp_1
pour tout entier n > ng .

Proposition 1 Si Z U, et Z vn convergent et si A, u € C, alors Z (Aup, + pop)

n=ng n>=ng nzno
converge et on a :
—+00 “+oo —+00
E Aup + o) = A g Up + 1 E Uy,
n=ngo n=no n=ngo

Attention! Si ) (u, + v,) converge, il faut vérifier la convergence de > u, et > v, avant
d’écrire :

“+00 “+oo —+00
g (up, +vp) = E Uy + g Uy,
n=ngo n=noqo n=no

Proposition 2 Si la série E uy, converge, la suite (Up)n>n, converge vers 0.

nz=ngo

Quand (uy)n>n, ne converge pas vers 0, on dit que la série E uy, diverge grossierement.
n=ngo
Si la série converge, on a pour tout entier n > ng (transformation d’Abel) :

Unp, ZRn_l —Rn .

Proposition 3 Pour tout a € C, la série géométrique > a™ converge si et seulement si :
“+o0o
1
a|<1, et on adans ce cas : a = .
jal<1, Saoro L

n=0




2 Séries a termes positifs

Sion a : u, > 0 pour tout entier n, la série ) u,, est croissante, donc elle converge si et
seulement si elle est majorée, et si elle diverge elle tend vers +00. On en déduit le théoreme
de comparaison suivant.

Théoréme 1 Soient (un)n>n, €t (Un)n>n, deur suites réelles positives. On suppose qu’il
existe un entier naturel N = ng tel que : u, < v, pour tout entier n > N .

- Si Y vy, converge, alors Y uy, converge.

- Si > uy diverge, alors Y vy, diverge.

Corollaire 1 Soient (un)n>n, €t (Un)n>n, deur suites positives telles que : u, = O(vy,) . Si
> v, converge alors Y u, converge, et iy u, diverge alors Y vy, diverge.

Théoréme 2 Soient (Up)n>n, €t (Un)nsn, deux suites réelles positives telles que : u, ~ vy, ,
alors les séries Y uy, et Y v, sont de méme nature. Lorqu’elles convergent, leurs restes sont
équivalents, et lorqu’elles divergent, leurs sommes parielles sont équivalentes.

1
Exercice 1 Montrer que — ~ In(n + 1) — In(n) quand n tend vers +oo et en déduire que la
n
1 "1
série harmonique g — diverge et qu'on a : g — ~In(n).
n=1 n k=1 k ( )

1 1
Exercice 2 Montrer que pour tout entier n >2ona: — < ﬁ et en déduire que la
n n(n —

1
serie E ? converge.
n>1

Proposition 4 Regle de Cauchy. Soit (up)n>n, une suite réelle positive telle que :

1
nll}l-il-loo (un)“ =leRy.

- Si ¢ <1 alors la série > u, converge.
- Si € > 1 alors la série > u, diverge.

Proposition 5 Regle de d’Alembert. Soit (u)n>n, une suite réelle strictement positive
telle que :

lim " —yeRr,.

n—+oo Uy
- Si ¢ <1 alors la série > u, converge.
- Si € > 1 alors la série Y u, diverge.

Dans les deux cas, on ne peut pas conclure si £ = 1 comme le montrent les exemples de
Up = l/n2 et v,, = n pour tout entier n > 1.

1

Proposition 6 Critere de Riemann. Pour tout réel o, la série de Riemann E —
n

n>1
converge si et seulement si : o > 1.

Exercice 3 Montrer que pour tout réel a > 0 et tout entier n > 2, on a :
[t
n te T ome T e
et en déduire le critéere de Riemann. Montrer que si a > 1, on a :

*Z“’ LS
k> (a—1)not
k=n+1



Exercice 4 Développement décimal d’un nombre réel.

a) Soit ap € N et soit (ap)n>1 une suite & valeurs dans {0, 1, ..., 9}. Montrer que la série :
Z Ton est convergente. On note sa somme :
n=0
+oo
ap, ay1a2az -+ = Ton
n=0
b) Montrer que pour tout n € N on a :
" a " a
k k
D S wwmaz.. < ) yptin
k=0 k=0

et que la deuxieme inégalité est stricte sauf si on a : ap = 9 pour tout entier £k > n + 1.
Montrer que dans ce cas, le nombre ag, aj as ... est un nombre décimal, c’est a dire qu’il
s'écrit : 107V pavec N e Net pe N.
¢) Soit x un nombre réel positif : on pose ag = E(x) ou E est la partie entiere, et pour tout
entier n > 1 on pose : a, = E(10"z) — 10 E(10" *x). Montrer que a, € {0, 1, ..., 9} pour
tout entier n > 1 et qu’on a :

T = ag,aias ...

d) On reprend les notations du c¢. Montrer par I’absurde que la suite (ay,),>1 comprend une
infinité de termes différents de 9 : on appelle une telle écriture un développement décimal
propre du réel positif . Montrer qu'un tel développement décimal propre de x est unique.
Remarque : si z < 0, on obtient : x = —ag, a1 as ... ol ag, ajas ... est le développement
décimal propre de —z, et on obtient ainsi une suite de rationnels qui converge vers x , donc :
Q est dense dans R. Une propriété classique (voir 'UE Nombres) est que x est rationnel si et
seulement si son développement décimal propre est périodique a partir d’un certain rang.

3 Séries absolument convergentes

Définition 2 Soit (un)n>n, une suite réelle ou complexe. On dit que la série E uy, converge
nzng
absolument si la série E |un | converge.

nz=ngo
Théoreme 3 Toute série absolument convergente est convergente.

Ceci permet d’appliquer les criteres de la section précédente aux séries a termes de signe
quelconque pour montrer leur convergence absolue.
Démonstration : la preuve classique utilise le critéere de Cauchy (donc la complétude de C) :
la suite (Sp)n>n, des sommes partielles de > |u, | converge, donc c’est une suite de Cauchy :

Ve>0,dN =2ng,qg>p=N =|s,—sq|<¢

Mais en notant (Sy,)n>n, la suite des sommes partielles de > u,, on a pour tous entiers ¢ > p :

q q
|Sq_5p|:‘ Z Un‘< Z [ un|= 54— $p
n=p+1 n=p+1

donc (Sp)n>n, est aussi une suite de Cauchy, donc elle converge. Au niveau BTS (donc pour
les séries a termes réels), on peut ramener cette preuve a la convergence des suites croissantes
majorées (qui équivaut a la complétude de R) en posant : v, =|u, | —u, pour tout entier
n > mng. On adonc: 0 < v, <2 |u,| pour tout entier n > ng, donc »_ v, converge, mais on
a aussi : up = |u,| — v, pour tout entier n > ngy et comme »_ |u, | et > v, convergent, on en
déduit la convergence de > uy, .



Théoréme 4 Soient Zun et Zvn deux séries absolument convergentes. Leur produit de

n=>0 n=>0
n

Cauchy est la série de terme général wy, = Zuk Un_k , elle est absolument convergente et :

iwn: (gf;un) (2@_

4 Séries semi-convergentes

Théoréme 5 Critére spécial des séries alternées Soit (uy,)n>n, une suite réelle positive

décroissante convergeant vers 0. Alors la série de terme général (—1)"u,, est convergente,
+0o0

son reste R, = Z (=1)*uy, est du signe de (—1)"* et : | R, | < tung1 pour tout n > ng .
k=n+1

Exercice 5 Démontrer ce théoreme en montrant que les suites définies par :

In+1 2n
an = Z (—=1)*u, et b, = Z (=1)% uy,
k=ng k=no

sont adjacentes.

5 Familles sommables et séries doubles

Les résultats suivants figurent au programme du CAPES, mais seront vraisemblablement
rappelés quand il s’agira de les utiliser. On retiendra qu’en cas de convergence absolue, on
peut permuter ou regrouper les termes d’une série sans changer sa nature ni sa somme.

Théoréme 6 Sila série Y uy, est absolument convergente et si o : N — N est une bijection,
alors Y Uy (n est absolument convergente et on a :

—+00 —+00
D ol = D n
n=0 n=0

Définition 3 Soient I un ensemble dénombrable et (u;)ier € C!. La famille (u;i)ier est dite
sommable si I est fini ou bien s’il existe une bijection o : N — I telle que Zua(n) converge
absolument . Cela ne dépend pas de la bijection o choisie, de méme que la somme :

oo
Do ui= Y U
el n=0

Théoréme 7 Soit > u, une série absolument convergente et (A;)icr une partition de N
(finie ou infinie). Pour tout i € I la famille (u;)jeca, est sommable, de méme que la famille

( Z uj) et on a :
el

JEA;
—+00
S (D w) =
i€l JEA; n=0

Corollaire 2 Soit ) u,, une série absolument convergente. Alors les séries ) ug, €ty uany1
sont convergentes et on a :

—+00 —+o00 “+o00
§ Un = § Ugp + § U2n+1
n=0 n=0 n=0



—1)n
Exercice 6 a) Observer que ce résultat est faux pour la série Z ! .
n=1
b) Le démontrer sans utiliser le théoréme précédent.
c) Montrer que si la série > u,, est convergente, alors la série Y (ugy, 4+ u2n+1) est convergente

et a la méme somme. La réciproque est-elle toujours vraie ?

Théoréme 8 Séries doubles. Soit (uy q)pen,qen une famille a termes réels ou complezes.

St pour tout p € N la série E | up,q | est convergente de somme s, et si la série E Sp

q=0 p=0
converge, alors les mémes résultats sont vrais en intervertissant les variables p et q et on a :

400  H4o0 +oo  +oo
S (S ) =3 (D)
p=0 ¢=0 q=0 p=0

6 Exercices classiques

Exercice 7 Etudier la convergence des séries de terme généraux suivants :
3
n
1\
b) <oz+—> ounacRy.
n
) n —In(n)
c) —————.
n3 4 cos(n)
1

d) ———javeca, feR (séries de Bertrand). Si o = 1, on comparera a une intégrale.
n® (In(n))
1+ (—1)"n®
e) +( : )
n 6}
(="
£) n (1 ).
)In(1+ n
Exercice 8 Formule de Stirling. Pour tout entier n > 1, on pose : u, = e"(n!)n_("Jr%) et
vp = In(up+1) — In(uy,) . Montrer que la série Y v, converge. En déduire qu’il existe un réel
K > 0 tel que :

ouacR.

n! NK(ﬁ)n\/ﬁ

e
En utilisant les intégrales de Wallis (voir le chapitre 4), montrer finalement que :

n
n!~<2> 21n
e

Exercice 9 Constante d’Euler. Pour tout entier n > 1, on pose :

n
1 [mtat
H”:Z et an:—/ —
k=1 "

n t
a) Montrer que la série Y a, est convergente : sa somme v est appelée la constante d’Euler.
Vérifier que :  H,, =1In(n) + v+ o(1).

1 1 1
b) Montrer que : a, ~ — et en déduire que : H, =In(n) +v+ — + 0(—) .
2n? 2n n

| =

Exercice 10 Régle de Duhamel. Soit (u,)nen une suite réelle strictement positive telle
qu’il existe un réel « vérifiant :

Un4l _ 4 @ —|—0(£>
Up, n n

ntrer que si « I U nver ue si « I u, diverge. (on pourr

Montre es > 1 alors n converge, et que s < 1 alors n diverge. (on pourra
— / . . . .

poser : v, = n~% pour tout entier n > 1 avec o bien choisi et comparer u,, et v,).



