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Question de cours

a) Il suffit de supposer que la suite (fy,)nen converge uniformément vers F' sur tout segment
J Cla, b, ce qui est vrai si elle converge uniformément vers F sur |a, b[. Le théoréeme du
cours qu’on utilise est (chapitre 7) :

Théoréme 1 Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur un intervalle I qui converge
uniformément sur I vers une fonction f : I — C. Alors la fonction f est continue sur I et
pour tousa,bel on a:
b b
t)ydt = 1l t)dt
| rwa= g [

Remarque 1 La conclusion de ce théoréme reste vraie si la convergence est uniforme sur
tout segment J C I.

b) 1 suffit de supposer que la suite (f},)nen converge uniformément sur tout segment J C
Ja, b[, ce qui est vrai si elle converge uniformément sur |a, b[. Le théoréeme du cours qu’on
utilise est (chapitre 7) :

Théoréme 2 Soit (f,)nen une suite de fonctions de classe C' sur un intervalle I telle que :
- il existe un point a € I tel que la suite (fy(a))nen est convergente,
- la suite des dérivées (f])nen converge uniformément sur I vers une fonction g : I — C.
Alors la suite (fn)nen converge simplement vers une fonction f : I — C de classe C' et on
a: f'=g. De plus, la convergence de (fn)nen vers f est uniforme sur tout segment J C I .

Remarque 2 Ici aussi, il suffit que la suite (f))nen converge vers g uniformément sur tout
segment J C 1.

Exercice 1

In(t)
1+t
de l'intégrale en 0 et en +00. Mais on a : f(t) ~ In(¢t) quand ¢ tend vers 0 et la fonction In

La fonction f : t +— est continue sur | 0, 400 [ donc il suffit d’étudier la convergence

1
est intégrable sur | 0, 1] donc f aussi, et par croissances comparées on obtient : f(t) = 0<t—2)
quand ¢ tend vers +oo donc f est intégrable sur [1, 400 [, donc elle est finalement intégrable

sur ] 0, o0 [ et 'intégrale converge (absolument).
Exercice 2

a) La suite (a,)nen converge vers 0 et la suite (s, )nen converge puisque Y | a, converge. Ces
. , Gn, 1 Sn 1
deux suites sont donc bornées, donc on a : - = O(—') et — = O(—') , donc les rayons

Gnp, Sn - . N . -
de convergence de E — " et de E — " sont supérieurs ou égaux a celui de la série
n n!

exponentielle : il sont donc infinis, donc f et S sont définies et de classe C*° sur R.

b) La suite (an)nen converge vers 0, donc il existe un entier naturel N tel que |u, | < & pour
tout n > N . Pour tout réel x > 0, on obtient alors :

+o00 N-—1 a
N
n!
n=N n=0
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ou Py est un polynéme. On en déduit que : | f(z)e ™ ®| < e+ | Pn(z) e 7|, et par croissances
comparées on a :
lim Py(z)e =0

r——+00

donc il existe un réel A > 0 tel que : |Py(xz)e | < e pour tout x > A. On en conclut que
pour tout réel £ > 0, il existe un réel A > 0 tel que : | f(z)e ™| < 2e pour tout z > A,
c’est a dire que :

lim f(x)e ™ =0

T—+00

¢) En posant a, = s, — L pour tout n € N la suite (a),)nen converge vers 0 et on obtient
pour tout réel x :

X L+d =7 =
S(:U):Z o "m”zz ﬁx"—i-z ﬁx":Lex—i-g(x)
n=0 n=0 n=0
ou les rayons de convergence sont infinis, donc :
+o00
xgl}rloo S(l’) =L+ xggloo g( ) =L= ng() tn
en remplacant f par g dans le raisonnement précédent.
d) Pour tout z € Ron a :
+o00 +o00 400
Pla)= Y “gn Y S § I g $ ) ()
n=0 ) n=0 n=0

puisque toutes les séries convergent absolument. En integrant par parties, on en déduit que :

/Oxf(t) e tdt = [— f(t) e*t}z - /Ox flt)ye tdt =ag— f(z)e ™ + /OI (8'(t) — S(t)) e tdt

et on a de méme puisque sg = ag :

/S(t)e_tdt:[ /S’ Yetdt = ap— S(z)e™® /S’ )e~t dt
0

donc il vient finalement :
x
| retde=(8@) - f@) e = S)e ~ flw)e
0
e) En faisant tendre x vers +o0o0 dans ’égalité précédente, on obtient le résultat grace a c).

Question subsidiaire. Pour tout réel x on a :

+oo

f(:n)e_x:Z—x e~ an

n=0

et la fonction somme est continue. Mais pour tout n € N la fonction « — x™ e™” est intégrable
sur Ry par croissances comparées, et on obtient :

Inta =/ "t e dy = [—x"“ e*"”}o +/ (n+1)a"e “de = (n+1)1,
0 0

en intégrant par parties et on a Iy = 1, d’ou I, = n!. Chaque fonction f, est donc continue
et intégrable sur R et pour tout n € Non a :

+o00 +oo
/ (@) do = an et / (@) dz = |an]
0 0

Si la série Z ap converge absolument, la série Z / | fn(z)]| dz est donc convergente,

neN neN
et le théoreme d’intégration terme a terme permet d’en déduire le résultat du e).



