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Chapitre 1

Nombres réels

L’ensemble R des nombres réels est le cadre naturel de I'analyse. Dans ce chapitre, nous allons
construire cet ensemble en partant de ’ensemble N des entiers naturels dont nous poserons ’existence
comme axiome.

A partir de N, nous pourrons construire I’ensemble Z des entiers relatifs et ’ensemble Q des nombres
rationnels. L’ensemble Q est le plus petit corps qui contienne N, c’est a dire I’ensemble le plus simple
dans lequel on puisse définir une addition, une soustraction, une multiplication et une division en se
basant sur les nombres entiers.

L’ensemble Q est également muni d’une structure d’ordre. Toutefois, il manque a QQ une certaine pro-
priété relative a cette structure d’ordre, la complétude, ce qui fait que certains nombres qui “devraient”
exister ne sont pas dans Q. L’ensemble R est construit a partir de Q en rajoutant ces éléments. On
obtient alors un corps, contenant strictement QQ, mais qui vérifie maintenant la propriété de complétude.

1.1 L’ensemble N des entiers naturels

1.1.1 Les axiomes de Peano

L’ensemble N est défini de maniere axiomatique : on consideére certaines propriétés de N comme
“évidentes”, et on les suppose vraies. Le but va étre de construire successivement Z, Q et R, a partir de
ces quelques axiomes.

Définition 1.1.1. On suppose qu’il existe un ensemble N, un élément 0 € N et une fonction injec-
tive s : N — N\ {0}, appelée fonction successeur satisfaisant la propriété suivante, appelée propriété
de récurrence :

St un sous-ensemble de N contient 0 et est stable par s, alors il s’agit de N tout entier.

Dans cette définition, “A est stable par s” signifie que si n est dans A, alors s(n) est également
dans A. Le caractere injectif de s entre N et N\ {0} signifie que tout élément de N a un successeur,
que 0 n’est successeur d’aucun élément, et que deux éléments ayant le méme successeur sont égaux.

Ces suppositions sont appelées aziomes de Peano. Un élément de N est appelé entier, ou entier
naturel.
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Un premieére conséquence de cette définition est que ’on peut énumérer des éléments tous distincts
de N en considérant 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), etc. D’apres ’axiome de récurrence, on obtient ainsi tous
les entiers.

On note s(0) =1, s(1) =2, s(2) = 3, etc. L’élément s(n) aura vocation a représenter n + 1.

Propriété 1.1.2. La fonction s est en fait une bijection entre N et N\ {0}.

Démonstration. On sait déja que s est une injection de N dans N\ {0}. Il reste & montrer qu’elle est
surjective.
Pour cela, il suffit de remarquer que ensemble {0} Us(N) contient 0 ainsi que le successeur de chacun

de ses éléments (puisqu’il contient les successeurs de tous les entiers). L’axiome de récurrence montre
donc {0} U s(N) =N. O

L’axiome de récurrence est tres utile pour montrer des propriétés sur ’ensemble N en 'utilisant de
la maniére suivante. On considére une propriété P(n) dont on veut prouver qu’elle est vérifiée par tout
entier naturel n. On considere alors I’ensemble

A={neN, P(n) est vraie}.
Notre objectif est de montrer que A = N. On prouve alors les deux propositions P(0) et
Vn € N, P(n) = P(s(n)). (1.1)

Comme P(0) est vraie, 0 est dans A, et comme (1.1) est vraie, ensemble A est stable par s. L’axiome
de récurrence permet de conclure que A = N; autrement dit, la propriété P(n) est vraie quel que soit n.
Une démonstration suivant ce schéma est appelée démonstration par récurrence.

L’axiome de récurrence permet de définir des fonctions ¢ sur N a partir de relations de la forme

Propriété 1.1.3. Soit E un ensemble, o un élément de E et f une fonction de E dans E. 1l existe une
unique fonction ¢ de N dans E telle que :

©(0) = a, Vn €N, ¢(s(n)) = f(p(n)). (1.2)
Quand on aura défini ’addition, 1’égalité (1.2) prendra la forme plus habituelle (1.6)

Démonstration. — Pour l'unicité, on considere deux éventuelles fonctions ¢ et ¢ vérifiant les condi-
tions de I’énoncé. 11 suffir de montrer que I’ensemble

A={neN, p(n) = v(n)}

est égal & N tout entier. On va procéder par récurrence : on a ¢(0) = o = 9(0), donc 0 € A. De
plus, sin € A, on a

p(s(n)) = flp(n)) = f(¥(n)) = ¥(s(n)).
On a donc s(n) € A. L’ensemble A est donc stable par s, et donc A = N.
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— (Cette prewve peut étre sautée en premiére lecture) Passons maintenant a 1’existence. On va construire le graphe
d’une fonction vérifiant les conditions de 1’énoncé. C’est a dire qu’on va construire un sous-ensemble G de N x E
vérifiant la propriété (note 1)

Vn €N, 3z € E, (n,z)€q, (1.3)

c’est & dire que G est le graphe d’une fonction. L’unique élément = de E tel que (n,z) € G est & comprendre
comme @(n). On voudra aussi que G vérifie

(0,0)€g (1.4)
et
vneN, (n,z) € G = (s(n), f(z)) € G, (1.5)

ce qui signifie que la fonction dont G est le graphe vérifie bien les conditions de I’énoncé. On considére ’ensemble
E={ACNXE, (0,a) € Aet ((n,z) € A) = (s(n), f(z)) € A},
c’est-a-dire ’ensembles des sous-ensembles de N x E vérifiant (1.4) et (1.5). On va montrer que I’ensemble
g=4
Aeg&

vérifie aussi les conditions (1.4) et (1.5), mais également la condition (1.3), ce qui concluera la preuve.
1. Tout d’abord, chacun des éléments A de £ contient (0, ). Donc, (0,a) € (ycg A =G et G vérifie (1.4).

2. Ensuite, si (n,z) est dans G, alors pour tout A de &, (n,z) est dans A. Par définition de I’ensemble &, on a
donc (s(n), f(x)) € A pour tout A de £. En conséquence, (s(n), f(z)) € N4ce A = G- Donc G vérifie bien (1.5).

3. Pour montrer que G vérifie (1.3), on prouve par récurrence la propriété P(n) suivante :
P(n) : Dz e E, (n,z)€g”.

L’ensemble G contient nécessairement ’élément (0, ). Ensuite, pour un = de E avec x # «, et pour un
ensemble A € &, 'ensemble A\ {(0,7)} est également élément de &, de sorte que (0,7) € (N ce A =G. La
propriété P(0) est donc vérifide.

Supposons maintenant la propriété P(n) vraie pour un certain n € N. Il existe donc un unique z tel que (n,z) €
G. Par (1.5), on a (s(n), f(z)) € G. De plus, pour y € E avec y # f(z), si A € &, alors A\ {(s(n),y)} est
également dans &, puisque (s(n),y) n’est pas de la forme (s(n), f(z)), ou (n,z) est un élément de G. Par
conséquent, (s(n),y) ¢ (Nace A = G, ce qui montre P(s(n)) et achéve donc la démonstration de I'existence
de .

O

1.1.2 Addition et multiplication

La propriété 1.1.3 nous permet de définir par récurrence la somme et le produit de deux entiers
naturels.

Définition 1.1.4. Soit m un élément de N. On définit l'addition par les relations :
m+0=m et YneN, m+sn) =s(m+n).
On peut également définir la multiplication de la maniere suivante.
Définition 1.1.5. Soit m un élément de N. On pose m x 0 =0 et pour tout n dans N,
m x s(n) =m xn+m.

L’addition et la multiplication vérifient les propriétés classiques suivantes :

(note 1). On rappelle que 3!z signifie “il existe un unique z tel que...”
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Propriété 1.1.6. L’addition et la multiplication sont associatives et commutatives. L’addition et la
multiplication admettent respectivement 0 et 1 comme élément neutre. La multiplication est distributive
par rapport a l'addition. Pour tous entiers m, m et p, sin+m = n + p, alors m = p. De méme,
si nm = np pour n # 0, alors m = p.

Démonstration. Toutes les preuves se font par des récurrences bien choisies. On ne rédigera que la preuve
de la commutativité, les autres preuves étant laissées en exercice.
Considérons la proposition P(n) définie par :

Pn) : YmeN, n+m=m+n".

On va montrer par récurrence que P(n) est vrai pour tout n.
— La proposition P(0) va elle-méme étre montrée par récurrence. Nous considérons la proposi-
tion Q(m) définie par :
Q(m) : “O+m=m+0=m".
La proposition Q(0) est vraie par définition de 'addition. Supposons maintenant que Q(m) soit
vraie pour un certain m. On a alors

0+ s(m) =s(0+m) = s(m),

par définition de I’addition et I’hypothese de récurrence. De plus, on a toujours, s(m)-+0 = s(m).
La propriété Q(s(m)) est donc vraie, et on a montré par récurrence la propriété P(0).

— Passons maintenant a l'itération de la récurrence. Pour cela, on va démontrer le résultat suivant :
Lemme 1.1.7. Pour tous entiers n et m, on a s(m)+mn=m+ s(n).

Démonstration. Encore une récurrence. On considére la propriété
R(n) : “YmeN, s(m)+n=m++ s(n)”.

Soit m un entier, on a s(m)+0 = s(m) = s(m+0) = m+s(0) (par la définition de +), donc R(0)
est vraie. Si on suppose R(n) vraie pour un certain entier n, alors en utilisant successivement la
définition de +, 'hypothese de récurrence et encore la définition de +, on a

s(m) +s(n) = s(s(m) +n) = s(m + s(n)) = m + s(s(n)),
ce qui montre R(s(n)). Finalement, R(n) est vrai pour tout n, et le lemme 1.1.7 est démontré. [

Revenons a la preuve de P(n) = P(s(n)). Soit n un entier naturel, et supposons P(n) vraie.
Considérons un entier m. On a, en utilisant tour a tour le lemme 1.1.7, la définition de +,
I’hypothese de récurrence et la définition de + :

s(n)+m=n+s(m)=s(n+m)=s(m+n)=m-+s(n).

Cela montre P(s(n)), et la preuve est achevée.
O

La propriété 1.1.3 prend une apparence plus habituelle en replagant s(n) par n + 1 et en notant les
fonctions de N dans E sous forme de suites :
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Propriété 1.1.8. Soit E un ensemble, a un élément de E et f une fonction de E dans E. Il existe une
unique suite (up)nen d’élément de E telle que :

u=ca, e YneEN, up1 = f(uy). (1.6)

De méme, on peut construire des suites par des relations de récurrence double : si a et 8 sont deux
éléments de E et f est une application de £ x F dans F, alors il existe une unique suite d’éléments
de FE vérifiant

ug =, uy =83, Vn e N\ {0}, up, +2 = f(un,tnt1)-

En effet, pour construire cette suite, il suffit d’appliquer la propriété 1.1.8 a la fonction F' de ¥ x E dans
lui-méme définie par F(z,y) = (y, f(z,y)) et & (o, ) € E x E.

La définition 1.1.1 revient a supposer I’existence d’un ensemble N possédant certaines propriétés. On
peut montrer que si un autre ensemble possede les mémes propriétés, il est isomorphe & N en un certain
sens. Cela signifie que I'ensemble N est défini sans ambiguités par les axiomes de Peano.

Propriété 1.1.9. Si deuz triplets (N, 0, s) et (N, 0, 8) vérifient les axiomes de Peano, alors il existe une
unique bijection f: N — N telle que f(0) =0 et telle que pour tout n € N, on ait f(s(n)) = 5(f(n)).

Démonstration. La propriété 1.1.3 donne directement ’existence et 'unicité de f (avec E = N, a=0
et f=23). O

1.1.3 Bon ordre sur N

Dans la partie 1.1.2, on a muni N d’une multiplication et d’une addition. Une autre structure im-
portante dont dispose N est une structure d’ordre. On rappelle quelques définitions :

Définition 1.1.10. Un ensemble (totalement) ordonné est un ensemble E muni d’une relation (c’est
a dire d’une application de E x E dans {vrai, fauz}), notée < vérifiant les propriétés

— pour tout x, on ax < x;

— pour tousx ety, six <y ety <z alorsx=1y;

— pourtousx,yetz, sic<yety<zalorsr<z;

— pour tous x et y, on a soit x <y, soit y < x (c’est la propriété d’ordre total).

Définition 1.1.11. Soit E un ensemble totalement ordonné, et soit A un sous-ensemble de E.
— un majorant (resp. un minorant) de A est un élément m de E tel que pour tout a de A, on
ait a <m (resp. m < a);
— Un plus grand élément (resp. un plus petit élément) est un majorant (resp. un minorant) de A
qui appartient a A ;
— wune borne supérieure (resp. une borne inférieure) de A est un plus petit élément de ’ensemble
des majorants de A (resp. un plus grand élément de ’ensemble des minorants de A).

Propriété 1.1.12. Dans un ensemble ordonné E, si un sous-ensemble A de E admet un plus petit
élément, celui-ci est unique. On le note alors min A. Par ailleurs, la borne supérieure étant définie
comme le plus petit élément d’un certain ensemble, celle-ci est également unique (si elle existe). On la
note sup A.

Démonstration. Supposons qu'un ensemble A admette deux plus petits éléments z et y. Comme z est un
plus petit élément de A et que y € A, on a z < y. De méme, y < z. On en conclut donc que z =y. O
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La propriété suivante montre que bien qu’il soit possible que la borne supérieure d’un ensemble A
ne soit pas dans A, il existe des éléments de A qui s’en approchent autant que ’on souhaite.

Propriété 1.1.13. Soit E un ensemble ordonné et A un ensemble admettant une borne supérieure.
Pour tout x de E avec x < sup A , il existe y dans A tel que x <y < sup A.

Démonstration. Soit x un élément de E vérifiant x < sup A. Comme sup A est le plus petit des majorants
de A, x n’est pas un majorant de A. Il existe donc y € A tel que < y. De plus, comme sup A est un
majorant de A, on a y < sup A. O

On définit une relation d’ordre sur N de la fagon suivante :

Définition 1.1.14. Etant donnés deux éléments n et m de N, on dit que n est inférieur ou égal ¢ m et
on note n < m si il existe un entier k tel que n + k = m.

Propriété 1.1.15. La relation < est une relation d’ordre totale sur N.

Démonstration. Les quatre propriétés définissant une relation d’ordre total sont montrées respectivement
en utilisant :

— Jégalité n 4+ 0 =n;

— la propriété 1.1.6;

— Tlassociativité de +;

— une récurrence sur n pour montrer que {m € N, n <m ou m <n} =N.

La relation d’ordre a un bon comportement vis a vis de I’addition et de la multiplication :

Propriété 1.1.16. Pour tous entiers naturels n, m et k, tels que n < m on a
n+k<m+k et nk<mk.

Démonstration. Par définition, si n < m, il existe ¢ tel que n+g=m. Onadoncn+k+q=m + k,
donc n+ k < m+ k. De plus mk = (n + q)k = nk + gk, donc nk < mk. O

Propriété 1.1.17. Tout sous-ensemble non-vide de N admet un plus petit élément (ote 2).

Démonstration. Soit A un sous-ensemble de N, et supposons que A n’admette pas de plus petit élément.
On va montrer que A est I’ensemble vide. Pour cela on va montrer par récurrence que la propriété P(n)
définie par

P(n)=“{0,...,n}NA=0",

est vraie pour tout n entier . Tout d’abord, on remarque que 0 ¢ A, sinon il serait son plus petit
élément, ce qui montre P(0). Soit n un entier, et supposons que P(n) soit vrai. Si n + 1 était élément
de A, par 'hypotheése de récurrence il serait son plus petit élément. Par conséquent, on an+1 ¢ A, ce
qui montre P(n + 1). On en déduit donc que

A=AnN=AnJ{o.....n} = J@An{o,....n})= [0 =0.

neN neN neN

(note 3)

L'égalité N = (J,,cn10, ..., n} découle du fait que pour tout entier n, on a n € {0,...,n} O

(note 2). On dit aussi que N est bien ordonné.
(note 3). Bien entendu, {0, ...,n} désigne 'ensemble {k € N, k < n}.
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Propriété 1.1.18. N n’admet pas de plus grand élément. En revanche, toute partie non-vide majorée
de N admet un plus grand élément.

Démonstration. — Supposons que N admette un plus grand élément M. On aurait alors M +1 < M,
ce qui est contradictoire.
— On va montrer par récurrence la propriété suivante, ce qui concluera la preuve :

P(n) = “Tout sous-ensemble non-vide de N majoré par n admet un plus grand élément.”

Cette propriété est bien vraie au rang 0. En effet, le seul ensemble non-vide majoré par 0 est {0}
qui admet 0 comme plus grand élément.

Considérons n € N, et supposons P(n) vraie. Soit A un sous-ensemble non-vide de N majoré
par n + 1. On a deux cas possibles : soit n + 1 € A, auquel cas n + 1 est le plus grand élément
de A;soit n+1 ¢ A, auquel cas A est majoré par n et on applique P(n). Dans les deux cas P(n+1)
est vraie.

O

On a présenté ici une construction de N basée sur le principe de récurrence. On aurait aussi pu poser
comme aziome les propriétés 1.1.17 et 1.1.18, et retouver les axiomes de Peano (qui seraient cette fois-ci
des théoremes) a partir de ces deux axiomes. En effet, si on part des propriétés 1.1.17 et 1.1.18, on peut
définir 0 comme étant le plus petit élément de N, et on définit s(n) par

s(n) =min{k € N, k > n}.

Cette expression a bien un sens : en effet, comme N n’a pas de plus grand élément, ensemble {k €
N, k > n} est non-vide, et admet donc un plus petit élément. On peut alors vérifier que s est une
bijection de N dans N\ {0} (il suffit de montrer que sa réciproque est s7!(n) = max{k € N, k < n}), et
que (N, 0, s) vérifie 'axiome de récurrence (pour un ensemble A contenant 0 et stable par s, considérer
le plus petit élément de N\ A; on arrive a une contradiction, ce qui montre que A = N).

1.1.4 Quelques autres types de récurrence

En plus du raisonnement par récurrence simple présenté dans la partie 1.1.1, il existe d’autres types
de récurrence.

La récurrence double (triple, etc)

Pour montrer une proposition P(n) pour tout entier n, on peut également montrer les propositions
suivantes :

— P(0);

— PQ);

— VneN, (P(n) et P(n+1))=P(n+2).
En effet, une récurrence simple permet alors de montrer la proposition

Q(n) = “P(n) et P(n+1)”

pour tout entier n.

On peut également parler de récurrence triple, quadruple, etc. A ce moment-la il faut initialiser la
récurrence par P(0), P(1) et P(2) et montrer “Vn € N, (P(n) et P(n+1) et P(n+2)) = P(n+3)”
(pour une récurrence triple).
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La récurrence forte

Pour montrer une proposition P(n) pour tout entier n, on peut également montrer les deux propo-
sitions suivantes :
— P(0);
— VneN, (Vke{0,...,n}, Pk))=Pn+1).
En effet, par une récurrence simple, les hypotheses précedentes permettent alors de montrer la proposi-
tion
R(n) = “Vk € {0,...,n}, P(k)”

pour tout entier n.

1.2 L’anneau Z des entiers relatifs

On ne peut pas définir une soustraction pour tout couple d’éléments de N, mais on a tout de méme
la propriété suivante :

Propriété 1.2.1. Sin < m il existe un unique entier k tel que n +k = m. On le note k = m — n.

Démonstration. L’existence vient de la définition de la relation d’ordre. Pour I'unicité on suppose n+k =
m =n + q. La propriété 1.1.6 permet de conclure que k = q. O

On va alors construire I’ensemble des entiers relatifs en rajoutant “a la main” les éléments n — m
pour n < m.

Définition 1.2.2. On pose™°t*4) 7 = {0} U ({+, -} x (N\ {0})). Les éléments de la forme (+,n)
et (—,n) seront respectivement notés n et —n.

On définit alors laddition et la multiplication sur Z a partir de Uaddition et la multiplication sur N
en utilisant les regles habituelles pour les signes.

Propriété 1.2.3. Muni de + et x, Z est un anneau commutatif.

Démonstration. Laissé en exercice. O]

La structure d’anneau est la structure naturelle pour effectuer des additions, soustractions et multi-
plications. Ceci est formalisé dans la définition suivante :

Définition 1.2.4. Un anneau A est un ensemble muni de deux loi de composition internes (c’est-a-dire
deuzx fonctions de A x A dans A), notées + et x, vérifiant les propriétés “naturelles” suivantes.
— laddition est commutative, associative, posséde un élément neutre 04 et tout élément admet un
0pposé ;
— la multiplication est commutative, associative et posséde un élément neutre 14 ;
— la multiplication est distributive par rapport a l’addition.

Un autre définition de Z, plus artificielle, mais facilitant les preuves des propriétés classiques de
I’addition et de la multiplication se fait en utilisant un quotient de N.

(note 4). La notation Z vient du mot allemand “Zahl”, qui signifie “nombre”.
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Définition 1.2.5. On définit une relation d’équivalence ~ sur N X N par (n,m) ~ (n’,m’) sin+m’ =
n' +m. On appelle Z ’ensemble des classes d’équivalences de ~.

On définit la somme de deuz éléments de Z par (n,m) + (n’,m’) = (n +n',m + m'). De méme on
définit la multiplication par la formule

(n,m) x (n',m’") = (nn' +mm’, nm’ + mn').

Cette définition se comprend si 'on voit Z comme ’ensemble des différences entre deux éléments
de N : la classe d’équivalence de (n,m) est & comprendre comme n — m.

1.3 Le corps QQ des rationnels

Un corps est un cas particulier d’anneau dans lequel on peut effectuer des divisions. Plus précisément,
on définit :

Définition 1.3.1. Un corps est un anneau dans lequel tout élément non nul est inversible (pour la
multiplication,).

Les opérations usuelles sont définies de la manieére suivante :

Définition 1.3.2. On définit une relation d’équivalence ~ sur Z x (Z\{0}) par (n,m) ~ (n',m’)
sinm’ = n'm. On appelle™°*5) Q l’ensemble des classes d’équivalence de ~. La classe de (n,m) est
notée -. Les éléments de Q sont appelés nombres rationnels.

Définition 1.3.3. On définit une addition et une multiplication sur Q par les formules

n n  nm +n'm
S TR g

/ / X
m m mm

n/
m’ mm

3=

On définit aussi une relation d’ordre sur Q par

!/

n n / ’ . /
— < —<onm <n'm sim>0em >0.
m - m

La condition m > 0 dans la définition de l'ordre n’est pas restrictive puisque tout rationnel a une
représentation dont le dénominateur est positif (puisque » = =),

L’ensemble Q est donc muni de deux structures : d’une part d’une structure d’anneau, avec les lois +
et x, d’autre part, d’une structure d’ordre. Dans le cas de Q ces deux structures sont compatibles au

sens suivant.

Définition 1.3.4. Un corps K est dit ordonné si il est muni d’une relation d’ordre < compatible avec
la structure de corps, au sens o :

— st x, y et z sont trois éléments de K avec v <y, alorsx+z<y+z;

— st x, y et z sont trois éléments de K avec 0 < z et x < y alors, zx < zy.

On peut remarque que la multiplication par un élément négatif renverse les inégalités :

Propriété 1.3.5. Dans un corps ordonné, si z < 0, et si x <y alors zy < zx.

note . a notation vien u mo uotient”.
te 5). L ti ient d t “quotient”
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Démonstration. En ajoutant —x — y a U'inégalité x < y, on obtient —y < —z, de sorte que la multi-
plication par —1 renverse les inégalité. Par conséquent, on a 0 < —z, de sorte que (—z)x < (—z)y. En
multilpliant une deuxiéme fois par —1 on obtient zy < zz.

Propriété 1.3.6. Muni de +, x et <, Q est un corps ordonné.

Démonstration. Laissé en exercice. O

Propriété 1.3.7. Tout corps ordonné contient un unique sous-corps isomorphe a Q. L’isomorphisme
en question est unique.

Avant de prouver la propriété 1.3.7, on va montrer un lemme.
Lemme 1.3.8. Dans un corps ordonné K, on a, pour tout entier n € N, Og < nlg.

Démonstration. On procede par récurrence. Tout d’abord, on montre par I'absurde que Og < 1g. En
effet, si 1x < Ok, la multiplication par 1x changerait le signe de 1’égalité, et on aurait 1x > Ok, ce qui est
contradictoire. On a donc montré la propriété au rang 0. Supposons vraie l'inégalité au rang n : Og < nlg.
Alors, en ajoutant 1x on obtient 1x < (n + 1)1k, or Ok < 1k, d’ott Ox < (n + 1)1k. O

Démonstration de la propriété 1.3.7. Le lemme 1.3.8 montre que dans un corps ordonné, 1’égalité nlx =
0 implique que n = 0. On peut donc diviser par tout entier n # 0. L’ensemble

{2 um) ez x @\ op)}

le’

est donc un sous-corps de K isomorphe a Q. L’unicité du morphisme vient du fait que I'image d’un

entier n ne peut étre que nlk et donc que I'image du rationnel - ne peut étre que 2111‘; . O

On fini ce paragraphe par remarquer qu’il y a “autant” de rationnels que d’entiers.
Propriété 1.3.9. Q est dénombrable, c’est a dire qu’il existe une bijection de N sur Q.

Démonstration. On va faire cette preuve en admettant le résultat assez intuitif suivant, mais dont la
preuve n’est pas si facile, appelé théoreme de Cantor-Bernstein :

Théoréme 1.3.10. Etant donnés deuz ensembles E et F, si il existe une injection de E dans F et une
injection de F' dans E, alors il existe une bijection de E dans F'.

Comme ’application indentité de N dans Q est clairement une injection, le théoreme 1.3.10 fait
qu’il nous suffit d’exhiber une injection de Q dans N pour démontrer la propriété 1.3.9. On définit par
exemple l'injection de Q dans Z définie par = + 2™(2n + 1), ol la fraction > aura été choisie telle
que m soit positif et le plus petit possible. Ensuite, on exhibe une bijection entre N et Z par exemple,

Iapplication f : N — Z définie par
2n+1 —n
-

2n = —n

convient. O]
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1.4 Le corps R des réels

Dans cette partie, nous allons construire et caractériser le corps des réels.

1.4.1 Définition axiomatique de R

Nous commengons par une définition axiomatique de R. Plus précisément, nous allons définir R
comme étant le seul corps vérifiant une certaine propriété. Il restera alors, pour que la définition ait un
sens, a montrer qu’il existe effectivement un corps vérifiant cette propriété, et que ce corps est unique.

Commencgons par une définition.

Définition 1.4.1. Un corps ordonné K est dit Archimédien si quels que soient deux éléments x et y
de K avec 0 < x et 0 < y, il existe un entier positifi n tel que x < ny.

Un corps ordonné K vérifie la propriété de la borne supérieure si tout sous-ensemble non-vide majoré
admet une borne supérieure.

On remarquera que Q est un corps ordonné Archimédien, mais qu’il ne vérifie pas la propriété de la
borne supérieure.

Théoréme 1.4.2. Il existe un unique corps ordonné vérifiant la propriété de la borne supérieure, a
unique isomorphisme prés. On le note R. Les éléments de R sont appelés “nombres réels”.

Dans le théoreme 1.4.2 on entend par “isomorphisme” un isomorphisme de corps qui soit également
une fonction croissante.
Le corps des réels est Archimédien d’aprés la propriété suivante.

Propriété 1.4.3. Un corps ordonné vérifiant la propriété de la borne supérieure est nécessairement
Archimédien.

Démonstration. On va raisonner par la contraposée, en montrant qu'un corps non-Archimédien ne vérifie
pas la propriété de la borne supérieure.

Par définition, dans un corps ordonné non-Archimédien, il existe & > 0 et § > 0 tels que na < 8
pour tout n. Par conséquent, n < % ce qui fait que I'ensemble N est majoré.

Si w est un majorant de N, alors pour tout n € N;onan+1 < w, d’oun < w—1. Par conséquent, w—1
est un majorant de N, et N n’a donc pas de plus petit majorant, c’est-a-dire pas de borne supérieure.

N étant une partie majorée n’admettant pas de borne supérieure, le corps considéré ne vérifie pas la
propriété de la borne supérieure. O

Nous allons montrer le théoreme 1.4.2 dans les deux parties suivantes : nous allons montrer dans la
partie 1.4.2 D'existence d’un corps ordonné vérifiant la propriété de la borne supérieure, puis, dans la
partie 1.4.3, que deux tels corps sont isomorphes .

1.4.2 Une construction de R

Dans cette partie, on va montrer qu’il existe un corps vérifiant les conditions du théoreme 1.4.2 en
définissant un ensemble que I’on munira d’une addition et d’une multiplication.

L’idée de cette construction est que l'ensemble {¢ € Q, ¢ < «} caractérise entierement le réel «.
Comme pour l'instant on n’a défini que ’ensemble @, on va chercher & caractériser les ensembles de
cette forme sans faire mention des réels. C’est ce qui est fait dans la définition suivante.
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Définition 1.4.4. On dit qu’un ensemble A C Q est une coupure (ou coupure de Dedekind) de Q si :
— il est différent de Q et () ;
— pour tout élément ¢ de A, on a {r € Q, r<q} C A;
— pour tout q de A, il existe r > q avec r € A.

{g,¢*> <2 0uq<0}

T A N I I
| | | | | [ [

-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 1.1 — La coupure de Q correspondant au réel v/2.

L’existence d’un élément r > ¢ dans A permet d’éviter que les deux ensembles {qg € Q, ¢ < qo}
et Ag, ={¢ € Q, ¢ < qo} ne soient tous les deux des coupures.

Définition 1.4.5. On note R l’ensemble des coupures de Q.

On notera que Q peut étre vu comme un sous-ensemble de R par U'identification ¢ ~ {r € Q, r < ¢}.
Toutefois, certaines coupures ne s’identifient & aucun rationnel, comme par exemple {¢ € Q, ¢ <
0 ou ¢% < 2}, qui correspondra au réel /2. Cette derniere coupure est représentée sur la figure 1.1

Quand on aura construit ’ensemble des réels, on verra que les coupures sont exactement les ensembles
de la forme {qg € Q, ¢ < a}, avec a € R.

Nous allons définir sur R une structure de corps ordonné, puis nous montrerons que ce corps vérifie
la propriété de la borne supérieure.

Définition 1.4.6. — L’ensemble R est muni de la relation d’ordre C.
— R est muni de la loi de composition interne + définie par

A+B={qeQ, Jac A FeB, g=a+b}=]A+b
beB

Propriété 1.4.7. L’ensemble R muni de + est un groupe commutatif dont I’élément neutre est O =
{g €Q, q <0} et Vopposé d’un élément A de R est donné par

—A={qeQ, IreQ\4, ¢g<—r}

Démonstration. La loi 4+ est commutative et associative. On va montrer que O est son élément neutre.
— Soit A une coupure. On a

A+0= |J A+q
q€eQ, ¢<0

Or, pour ¢ < 0 rationnel, on a A+ ¢ C A, donc A+ O C A. De plus, si g € A, il existe r € A
avec ¢ < r. On a alors

g=r+(q—-r)eA+(qg—r)CA+O,
dot AC A+ O.
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— Soit ¢ € —A. Tl existe r ¢ A avec ¢ < —r. Par conséquent, A+ q C A—r. Or, r ¢ A, de
sorte que A —r C O, ce qui montre que A + (—A) C O. De méme, soit ¢ < 0. On va montrer
que ¢ € A+ (—A). Soit r € A tel que et r — 2 ¢ A. Un tel rationnel existe : si ce n’était pas le

cas, pour tout r < ¢, ensemble {r — n%7 n € N} serait inclus dans A, et on aurait A = Q. Le

rationnel —(r —q) est alors dans —A (puisque r —q < r—2 ¢ A), ce qui montre que ¢ = r+(q—r)
est dans A+ (—A). On a donc O C A+ (—A).
O

On peut également définir une multiplication sur R :
Définition 1.4.8. Si A et B sont positifs (c’est-a-dire si O C A et O C B), on pose :
AxB={qeQ, Ja€ A, I B, a>0, b>0, q<ab}.
Pour A et B quelconques, on définit A x B grdce a la régle des signes.

Propriété 1.4.9. Muni de +, X et <, R est un corps ordonné dont ’élément neutre est O = {q €
Q, g <0} et l’élément unité T = {q € Q, q < 1}.

Démonstration. Laissé en exercice. O]

Propriété 1.4.10. R wvérifie la propriété de la borne supérieure.

Démonstration. Soit X un sous-ensemble non-vide majoré de R. On va montrer qu’il admet une borne
supérieure. On note S = (J,cr A (ne pas oublier que les éléments de R ont été définis comme des
sous-ensembles de Q). On va en fait montrer que S est la borne supérieure de 'ensemble X'. Montrons
tout d’abord que S est une coupure de Q. Comme X est non-vide il contient un élément B (et B, qui est
une coupure, est non-vide), et B C (J . A = S, par conséquent S est non-vide. De plus X’ est majoré,
donc il existe un élément M (qui, en tant que coupure, est différent de Q) tel que tout élément B de X
vérifie B C M. Onaalors S C M et S est donc différent de Q. Soit 2 un élément de S. Comme S = (J 4.
il existe un A de X tel que x € A. Comme A est une coupure, {y € Q, y < z} C A C S et il
existe z € A C S avec x < z. I’ensemble S est donc bien une coupure.

Montrons maintenant que S est bien une borne supérieure de X. Il faut pour cela montrer que S est
un majorant de X', puis que tout majorant de X est supérieur a S.

Soit B un élément de X. On a S = J,cp A, donc B C S. S est donc bien un majorant de X

Soit maintenant M un majorant de X'. On a donc, pour tout B de X', l'inclusion B C M. Par
conséquent S = J,cp A C M. S est donc le plus petit des majorants de X' O

1.4.3 Unicité du corps des réels

On va considérer deux corps vérifiant les conditions du théoréeme 1.4.2 et montrer qu’il existe un
unique isomorphisme entre ces deux corps.

On savait déja par la propriété 1.3.7 qu'un corps ordonné contenait un unique sous-corps isomorphe
a Q (également noté Q, par abus de notation). On montre maintenant que le fait que K soit Archimédien
revient a dire que ce sous-corps est dense dans K.

Propriété 1.4.11. Dans un corps ordonné K Archimédien, on peut encadrer tout élément x par des
éléments de Q arbitrairement proches, au sens ot pour tout entier m strictement positif, il existe un
encadrement "7_1 <x < -, avec n entier relatif.

De plus, si x <y sont deuzx éléments de K on peut trouver un élément q de Q tel que v < q < y.
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Démonstration. Quitte a remplacer x par —z, on peut supposer que z > 0. Soit m un entier naturel.

Comme K est Archimédien, 'ensemble {k € N, z < %} est non-vide. On note n son plus petit élément.

n—1 n
On adonc = <x < .

Ensuite, si z < y, comme K est Archimédien, on peut trouver m tel que m > y%m, de sorte que % <
y — x. Il existe alors, par la premiere partie de la proposition, un entier n tel que "7_1 <r<.0Ona
alors, - = "7_1 + % <z +(y— ) =y. Le rationnel > vérifie bien » < - < y. O

Nous allons maintenant faire la démonstration de 1’“unicité¢” de R. Soient R et R’ deux corps satis-
faisant les conditions du théoreme 1.4.2. Nous allons construire un isomorphisme entre R et R’. Par la
propriété 1.3.7, les deux corps R et R’ contiennent respectivement deux corps Q et Q' isomorphes au
corps des nombres rationnels. On notera g — ¢’ I'isomorphisme entre Q et Q' Soit z un élément de R.
On considere le sous-ensemble A, de Q défini par

A, ={q€Q, ¢<z}.

Lemme 1.4.12. Pour tout x de R, A, est majoré et sup A, = x. Notamment, ’application x — A,
est une bijection de R dans [’ensemble des coupures de Q. De plus, A, admet également un majorant
dans Q.

Démonstration. Tout d’abord, A est majoré par x, et la propriété 1.4.11 donne I’existence d’un majorant
rationnel de z. Il admet donc une borne supérieure dans R, notée s. La définition de A montre que s < z,
car x est un majorant de A. Mais si s < z, la propriété 1.4.11 donne un rationnel ¢ tel que s < ¢ < x.
Le rationnel ¢ est alors un élément de A strictement supérieur & s = sup A, ce qui est une contradiction.
Par conséquent z = s. O

On note
Al =1{d eqQ, qe A,}.

La fin de la preuve va consister & montrer que l’application de R dans R’ définie par
= Ay AL !

est I'isomorphisme de corps recherché.
L’ensemble A/, est un sous-ensemble de R’ majoré par gf), oll go est un majorant rationnel de A4,, et
admet donc une borne supérieure dans R’. On définit donc une application ¢ de R dans R’ par

o z—>supAl.

On va montrer que ¢ est un isomorphisme de corps croissant, ce qui achévera la démonstration.

Tout d’abord, on remarque que si z <y, on a A, C A, de sorte que A’, C A'y7 ce qui montre que ¢
est croissant. Ensuite, on remarque que si « et y sont deux éléments de K, on a A, + A, = A4, ce qui
fait que

sup A}, +sup A =sup A}, .

Des arguments similaire (en séparant les cas suivant le signe de z et y) montrent que
sup A}, x sup Aj = sup A}, .

On a donc bien affaire a un morphisme de corps. On peut de méme construire un morphisme de corps
de R’ vers R, et 'on montre que ces deux morphismes sont réciproques I'un de l’autre, ce qui montre
que l'on a affaire & des isomorphismes.
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1.4.4 Quelques propriétés en vrac
Approximation décimale

La propriété 1.4.11 montre que pour tout réel x et tout entier naturel x on peut trouver un encadre-
ment de la forme

kE+1
— <z < .
10" — 10m
Les nombres 1§ﬂ, et ’;arnl sont respectivement appelés des approximations décimales de x par défaut et

par exces.
Par des divisions Euclidiennes succesives, on peut écrire k = ag + 10a; + ... + 10%a,, de sorte que le

rationnel % peut étre exprimé sous forme d’un développement décimal fini .

On verra plus loin (dans le chapitre sur les séries), comment tout réel s’exprime & l’aide d’un
développement décimal, éventuellement infini.
Partie entiére

La propriété 1.4.11 montre que pour tout réel z, il existe un unique entier relatif n tel que n <z <
n+ 1. On appelle n la partie entiére de x et on le note généralement F(zx).
Valeur absolue

Définition 1.4.13. Etant donné un réel x, on pose |x| = max(—z,z). De maniére équivalente, si x > 0
onalz|=zetsiz<0onalzl=-—z.

Propriété 1.4.14 (Inégalité triangulaire). Si x et y sont deux réels, on a les inégalités
2] = Iyl < o = o] < lal + lyl.

Démonstration. On a z < |z| et —y < |y|, de sorte que, par addition, z — y < |z| 4 |y|. De méme, on
ay—ax <|z|+ |y|. Comme |x — y| = max(z — y,y — ), on a prouvé I'inégalité de droite.
Pour la premiere inégalité, on écrit, en utilisant la deuxieme,

[z =y + (@ —y)l < [yl + |z —yl,
ce qui donne |z| — |y| < |z — y| De méme, on a |y| — || < |z — y|. On a alors ||z| — |y|| = max(|z| —
lyl lyl = |z)) < o =yl O
Approximation rationnelle quadratique

On va ici préciser la propriété 1.4.11. En effet, étant donnés un réel x et un entier m, il existe un
encadrement

n n+1
— <z < . (1.7)
m m

Une majoration de Ierreur dans cette appoximation est alors donnée par [z — | < % On va montrer

que si m est bien choisi, on peut avoir une approximation bien plus précise.
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Propriété 1.4.15. Soit x un nombre réel et soit N un entier naturel. Il existe n et m deux entiers
avecn < N et m < N tels que

n 1
— -z < —. (1.8)
m mN

On peut remarquer que ﬁ est inférieur a # qui est tres inférieur a %, de sorte que 'approxima-

tion (1.8) est bien meilleure que 'approximation (1.7).
Démonstration. Pour tout m € {0,..., N}, il existe un entier n,, tel que
N < Mx < Ny, + 1.
On considere alors I’ensemble
A={mx —ny,, me{0,...,N}} C[0,1].
L’ensemble A a N + 1 éléments, donc si on écrit [0, 1] comme une union de de N intervalles :
NTk=1 k
o=U [y

il existe un entier k tel que [%, %[OA ait deux éléments (ote 6) pg — np et qgr —ng, avec p # ¢q. On a
donc

1
—p)x — (n, — < —.
(g —p)z — (ng —nyp)| < N
On en déduit que
1
LY el < .
q—p (¢—p)N
11 suffit de poser n = ny — n, et m = ¢ — p pour conclure. O

1.5 Exercices

Exercice 1.1.
Montrer les propriétés suivantes :

n n 2 n
Vn €N, Zk:@ et  VneN, <Zk> => K.
k=1 k=1

Exercice 1.2.
Pour tout n € N et tout p € N, montrer ’égalité

n

P _ o+l
y cr=cri.
k=1

Exercice 1.3.
Que pensez-vous du raisonnement suivant ?

(note 6). On met N + 1 objets dans N ensembles. Par conséquent, les N + 1 objets ne peuvent pas tous se retrouver dans des
ensembles distincts. Ce principe s’appelle le principe des tiroirs.
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— On veut montrer par récurrence la propriété suivante : un groupe de n personnes étant donné,
ces personnes sont toutes de méme sexe.

— La propriété est vraie au rang 1 : un groupe d’une personne est composé soit d’'un homme, soit
d’une femme.

— On suppose la propriété vraie au rang n. On considere alors un groupe de n + 1 personnes dont
on distingue deux personnes a et b. En écartant a, on obtient un groupe de n personnes qui sont
donc (hypothese de récurrence) toutes de méme sexe. b est donc de méme sexe que les n—1 autres
personnes. De méme, en écartant b, on montre que a est de méme sexe que les n — 1 autres. La
propriété est démontrée au rang n + 1.

Exercice 1.4.
Soit x un réel tel que pour tout entier naturel n, on ait |z| < % Montrer que z = 0.

Exercice 1.5.
Déterminer les bornes supérieures (resp. inférieures) des ensembles suivants si elles existent, et dire si
ce sont des plus grands (resp. plus petits) éléments :

n+1 2n2 n
ntlenl 2 el N* x N,
LT }{ RS RS }’{nmﬂ’(”’m)e <}

Exercice 1.6.
Soient A et B deux sous-ensembles non-vides de R satisfaisant la propriété :

Vae€ A, Vbe B, a<b.
Montrer que sup A < inf B.

Exercice 1.7.
Soient A et B deux sous-ensembles non-vides bornés de R. Montrer les relations :

sup(A U B) = max(sup 4, sup B) ; sup(AN B) < min(sup A4, supB) ; AC B = supA < sup B.

Exercice 1.8.
Soit A un sous-ensemble borné non-vide de R. On pose —A = {z € R, —z € A}. Montrer que sup(—A4) =
—inf A et inf(—A) = —sup A.

Exercice 1.9.
Soit A une partie non vide majorée de R. Montrer la proposition :

Ve >0, 3x € A, supA —e < z.

Exercice 1.10.
Soit A une partie non vide majorée de R. On suppose que sup A ¢ A. Montrer que pour tout € > 0
lensemble AN|sup A — &, sup A[ contient une infinité d’éléments.

Exercice 1.11.
Soit A une partie de R. On désigne par B(A, R) ’ensemble des fonctions bornées de A dans R. Montrer
que pour f et g dans B(A4,R), on a

sup(f +g) <sup f +supg et inf(f+g)>inff+infg.
A A A A A A
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Donner un cas ou les inégalités ci-dessus sont strictes. On fera attention de vérifier que toutes les
quantités écrites ont un sens. Pour f,g € B(A,R), on pose

d(f,g) = sup |f(x) — g(=)].

Pourquoi la quantité d(f, g) est-elle bien définie 7 Montrer que si f, g et h sont trois fonctions de B(A, R),
alors

d(f,h) < d(f,g) +d(g,h).

Exercice 1.12.
On va chercher a classifier les sous-groupes de R. On considere donc G un sous-groupe de R, et on va
différencier selon deux cas. On suppose que G # {0}.

1. Montrer que le réel a = inf GN]0, co[ est bien défini.
2. On suppose a > 0. Montrer que G = oZ.

3. On suppose a = 0. Montrer que pour tout réel = et tout réel £ > 0, ensemble G N [z, x + €] est
non vide. On dit que G est dense dans R.

4. On s’intéresse a I'ensemble G\ = {n+k\, (n,k) € Z*}. Que peut on dire de G, en fonction de ),
au vu des questions précédentes ?

Exercice 1.13.
Soit f : [0,1] — [0, 1] croissante. Montrer que ’ensemble E = {z € [0,1], = < f(z)} admet une borne
supérieure a. Montrer que f(a) = a.



Chapitre 2

Suites numériques

2.1 Un peu de vocabulaire
Définition 2.1.1. Une suite réelle est une fonction de N dans R.
On utilisera la notation (uy),, .y pour désigner les suites de réels, ot u, est I'image de n par la suite.

L’ensemble des suites réelles (parfois noté RY) peut étre muni d'une structure d’espace vectoriel sur R
en définissant, pour deux suites (), cy €t (Vn),cy €t un réel A

)\ : (un)neN = (Aun)nGN

et

(“n)neN + (Un)neN = (un + U”)nEN'
Définition 2.1.2. On dit qu’une suite (un), oy est croissante si elle vérifie la proposition
Vn € Na Unp+1 > Unp,-

Si l'inégalité est stricte, on dit que la suite est strictement croissante. De méme on dit que (un), oy est
décroissante si elle vérifie

Vn € N, Upt1 < Up,

et qu’elle est strictement décroissante si l'inégalité est stricte. Une suite croissante ou décroissante est
dite monotone.

Définition 2.1.3. Une suite (un),cy est dite majorée si elle vérifie
dM e R, Vne N, u, < M.
De méme, on définit une suite minorée. Un suite magjorée et minorée est dite bornée.

25
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2.2 Convergence des suites

Définition 2.2.1. On dit qu’une suite de réels converge vers un réel | si elle satisfait la proposition
suivante :

Ve>0, ANeN, YneN, (n>N) = (|lu, — | <e).

Autrement dit, si on se fixe a priori un seuil d’erreur ¢, il suffira d’aller assez loin dans la suite
(au-dela de N) pour que tous les termes de la suite valent I, avec une erreur inférieure au seuil e. Cette
définition est illustrée sur la figure 2.1.

Ug
[ )
Ui
[ ]
Un—1
[ ]
l+e—+ U,
° ° °
|+ “.2 Up+1 °
° °
l—ev S
[ )
I I I I I I I I I I I I
T T T T T T T T T T T T
0 1 2 n—1 T n+1

F1GURE 2.1 — Convergence d’une suite. A partir d’un certain rang n, tout les termes de la suite se
trouvent dans l'intervalle [l — e, + ¢].

Si une suite ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Propriété 2.2.2. Si une suite (un),cy converge vers un réel I, alors ce réel est unique, on l’appelle
la limite de (un)neN et on le note | = lim,, u,,. On utilisera également la notation u, —, l.

Démonstration. Soit (uy), oy une suite convergente, et soient deux réels [ et I’, avec I < I’. Supposons

que (), cy tend vers I, et montrons que (uy), oy ne tend pas vers I’. On pose € = Z/T*l Par définition
de la convergence d’une suite, il existe un entier N tel que si n > N, on a |u, — I| < . L’inégalité
triangulaire donne alors que pour n > N,

2e =1 —1<|up, = U|+up — | <e+|u, = l|.

Autrement dit, |u, —I'| > ¢ pour n assez grand, et (uy), cyy De peut pas converger vers [’. O
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En revanche, certaines suites ne convergent vers aucun réel. Par exemple, la suite ((—1)"), oy ne
converge pas. On prendra donc garde a ne pas utiliser la quantité lim, u,, avant d’avoir montré que
la suite (u,), cy est convergente. Notamment, on se souviendra que la notation w, —, [ signifie : “la
suite (un)nGN converge et sa limite vaut lim,, u,, =1”.

Par exemple, si on définit la suite (un), .y par uo = 1 et u,11 = 1 — u,, on pourrait étre tenté
de passer a la limite dans la relation de récurrence et obtenir lim, v, = 1 — lim,, u,,, ce qui se résout
en lim, u, = 1/2. Or, ici on n’a pas vérifié que la suite admettait une limite. Effectivement, on vérifie
sans peine qu’en fait u, = $(1 + (—1)"), ce qui fait que la suite (u,), oy n’admet pas de limite.

Propriété 2.2.3. Une suite (un),cy converge vers un réel | si et seulement si la suite (uy — 1)
converge vers 0.

neN

Démonstration. Il suffit de récrire la définition. O
Propriété 2.2.4. Si deuz suites (un), oy €t (Un),cy convergent, alors leur somme converge et vérifie
lim(u, + v,) = limu, + limv,.

n n n
De méme si (un), oy converge et si X est un réel, alors X (uy,), oy converge et sa limite vaut :
lim Au,, = Alim u,,.
n n

Autrement dit, l’ensemble des suites convergentes est un espace vectoriel et lapplication (un),cy
lim,, u,, est lincaire.

Démonstration. — Pour la suite A (un),, oy :
Soit ¢ > 0. Il existe un entier N tel que pour n > N on ait |u, — lim, u,| < . On a alors
pour n > N,

<e.

‘/\un — Alim u,,

— Pour la somme de deux suites :
Soit £ > 0. Il existe un entier N tel que pour n > N, on ait (®ete 1)

et

<

v, — limuo, | <

n

Uy — lim u,y,
n

N ™
N ™

On a alors pour n > N

<

+

(un + vy,) — (limu,, + limwy,) Uy, — lim u,, v, — lim v,

Propriété 2.2.5. Une suite convergente est bornée.

(note 1). La convergence de (un), oy donne un entier N1 & partir duquel (un),, oy est & moins de £/2 de sa limite. De méme,
on a un entier Na & partir duquel (vn), oy est & moins de €/2 de sa limite. On prend alors N = max(N1, N2).
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Démonstration. Soit (uy), ¢y une suite convergeant vers une limite /. Par définition de la convergence
d’une suite (avec € = 1), il existe un entier N tel que si n > N, alors

lu, =1 <1, ouencore [—1<wu, <Il+1.
On a donc, pour tout n, 'encadrement
min(ug, ..., un,l — 1) <wu, < max(ug,...,un,l+1).
O

La réciproque est bien entendu fausse, la suite ((—1)"),, oy étant bornée sans étre convergente (pour
montrer que cette suite n’est pas convergente, on peut par remarquer qu’elle n’est pas de Cauchy,
puisque |t,, — Up4+1| = 2, voir propriété 2.3.8).

La propriété 2.2.5 nous permet de montrer que la convergence est aussi stable par produit :

Propriété 2.2.6. Si(uy),y et (Vn),cy s0nt deuz suites convergentes, alors la suite (unvy,), oy converge
et vérifie

lim u,v, = (lim un> (hm vn> .

De plus, si lim, v, # 0, alors a partir d’un certain rang, on a v, # 0, de sorte que l’on peut parler de

Un

. Cette suite converge et on a
neN

la convergence de la suite

Démonstration. Les suite (un),, oy €t (vn),, oy sont convergentes donc bornées. Soit donc M tel que |uy,| <

M et |v,| < M quel que soit n. Soit € > 0 un réel. Comme (uy,),,cy €t (vn),cy convergent, il existe un

entier N tel que pour n > N, on ait ("t 2

< = o
— €
= oM

€
< —.
- 2M

Uy — lim u,
n

v, — limo,
n
On a alors, pour n > M

< +

Un Uy — limu, lim v,
n n

UnpVp — Up lirlin Un Up, lirlln Up — 117131 Up, liTILn Un

= |un| +

vy, — lim v,
n

Uy, — limu, | |lim v,
n n

I3 13
<Mt S M=
= Mot anr ©

On a bien la convergence de (unvn), oy vers le produit des limites de (uy,),, oy et de (v,)

| lim,, v, |
2

neN-
> 0 dans la définition de la

. . . li
on trouve un entier N tel que pour n > N, on ait |v,, — lim,, v,| < ‘"néi”’”l, ce

Pour la deuxiéme partie de la propriété, en prenant ¢ =

convergence de (vy,)
qui implique

neN?

limy, v,|  [lim,, vy,

2 2

>

|vpn| > ‘lim Un, v, — limo, lim v,
n n n

(note 2). Voir (note 1).
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La suite (vp), oy prend donc bien des valeurs non-nulles pour n > N. II suffit maintenant de montrer

ue L converge vers —— L . Remarquons que
1
neN imy, vn

Un

1 1 ~limy v, — vy

v,  lim, v, vp lim, vy,

On a vu précédemment qu’il existe un entier N pour lequel, si n > N, on a |v,| > ‘hmzﬂ On a donc,
pour n > N
1 1

1 _ [lim,, v, — vy, [lim,, v, — v,|
v, lim,, v,

|'Un hmn vnl o |hmn Un|2

~ . 2
Soit € > 0 un réel. Il existe un entier N tel que si n > N, on a |v, — lim, v,| < % Par
conséquent, si n > max(N, N), on a

1 1

v,  lim, v,

[lim,, v, — vy, |

— b

|lim,, vy,|?
ce qui acheve la preuve. O
Définition 2.2.7. On dit qu’une suite réelle diverge vers oo si elle vérifie la proposition

VM eR, 3N€N, ¥n >N, u, > M.

On notera alors lim, u, = 00 ou u, —>, 00. De méme, on dit qu’une suite réelle diverge vers —oo si
elle vérifie la proposition
VM eR, AN €N, Vn> N, u, < M.

On utilisera alors la notation lim,, u,, = —00 0U Uy —y —O0.

En réalité, certaines propriétés des suites convergentes se généralisent aux suites divergentes vers oo
ou —oo. Notamment, les propriétés 2.2.4 et 2.2.6 restent vraies pour des suites qui divergent vers +oo,
si 'on suit les régles d’addition et de multiplication pour les infinis (avec « € R) :

o+r=00 ; t+oo=00 ; coxoco=0 ; —=0.
0

On peut également ajouter les regles

x X 00 = signe(x)oo ; = signe(x)oo,

o+
ol z est dans R\ {0} et ot 0 désigne la limite d’une suite convergeant vers 0 par valeurs positives. On
fera en revanche attention aux formes indéterminées

0 00
oco—00, 0xo0, = et —.
0 o0
Par conséquent, on s’autorisera également & dire qu’une suite “converge vers co” (ou vers —oo).
Si une suite (uy,), oy est convergente (vers un réel) ou diverge vers +oo, on dira que la lim,, u, eziste
dans [—00, 00]. Pour éviter les confusions, on précisera & chaque fois si la suite converge vers un réel fini
ou converge dans [—o0, 00].
On a une propriété de préservation de 'ordre par passage a la limite.
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Propriété 2.2.8. Soient (un),cy €t (Vn),cn deuz suites réelles. On suppose que limy, u, et lim, v,
existent dans [—00, 00]. Si pour tout entier n on a l'inégalité u, < v,, alors les limites vérifient

lim u,, < limwv,,.
n n

Démonstration. On ne traite que le cas ou les limites sont finies, les cas ot au moins une des limite est
infinie se traitant de maniere similaire. Soient (uy ),y et (vn) deux suites réelles convergentes telles
que

neN

limu,, > limv,.
n n

On va exhiber un entier N tel que uy > vy, ce qui achévera la preuve. Soit € = W 11 existe
un entier N tel que la proposition suivante soit vérifiée :
Ym > N, |ty — lirrlnun| <e et |vy — liTIann| <e.
On en déduit alors, par 'inégalité triangulaire,
vy < limwv, +¢ = fim,, wn ;_ lim,, v = 1i7anun —e<uy,
ce qui montre que vy, < Up,. O

Il est important de remarquer que l'inégalité u,, < v, ne donne pas une inégalité stricte a la limite :

par exemple, on a 0 < 1, mais lim, 0 = 0 = lim,, 2.

2.3 Quelques criteres de convergence

2.3.1 Suites monotones

Propriété 2.3.1. Une suite croissante et majorée est convergente (vers une limite finie). De méme,
une suite décroissante et minorée converge.

Démonstration. Soit (“n)neN une suite croissante et majorée. On va montrer que (“n)neN converge
vers sup,, U, (qui et bien défini et appartient a R, la suite étant majorée).

Soit € un réel positif. Par définition de la borne supérieure, il existe un entier N tel que uy >
sup,, 4, — €. Comme la suite est croissante, on a donc, pour tout n > N, I'inégalité

Sup Uy, — € < uny < Uy < SUP Uy,
n n

Par conséquent, on a pour tout n > N, |u, — sup,, u,| < e. Ce qui achéve la preuve. O

La propriété 2.3.1 dit en substance qu’une suite croissante ne peut avoir que deux comportement :
ou bien elle est bornée, auquel cas elle converge vers un réel fini, ou bien elle n’est pas bornée, auquel
cas elle tend vers co. Cette propriété peut sembler évidente a premiere vue, mais elle repose en fait
fortement sur la complétude de R. Notamment, pour exhiber une limite & la suite, on a du utiliser la
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propriété de la borne supérieure. La propriété 2.3.1 n’est notamment pas vraie dans Q. Par exemple, la
suite

3;3.1; 3.14; 3.141 ; 3.1415; 3.14159 ; 3.141592; ..., (2.1)

ou l'on rajoute a chaque itération une décimale de 7 est bien croissante mais ne converge pas dans Q,
puisque sa limite vaut 7, qui n’est pas dans Q.

2.3.2 Suites adjacentes

La définition suivante permet de donner un critere efficace de convergence des suites.

Définition 2.3.2. On dit que deux suites réelles (un), ey €t (Vn),cy Sont adjacentes si elles vérifient
les propriétés suivantes :

— Les suites (un),cy €t (Un),cn SONE Tespectivement croissante et décroissante ;

— on a la convergence vy, — Uy, —p 0.

On peut remarquer que deux suites adjacentes (“n)neN et (vy,) neN vérifient nécéssairement u,, < vy,
pour tout entier n. En effet, la suite (v, — un), oy étant décroissante et convergeant vers 0, elle est a
termes positifs ou nuls.

La notion de suites adjacentes tire son intérét du théoréeme suivant.

Théoréeme 2.3.3. Si (un),cy et (Un),cn Sont deur suites adjacentes, alors elles convergent (dans R)
et leur limites sont €gales. De plus on a, pour tout n entier, l’'inégalité

Uy < limu,, = limwv, <uv,.
n n
Démonstration. Par définition de suites adjacentes, on a, pour tout n € N,
up < Up < vy < V.

Par conséquent, la suite (uy), oy est croissante et majorée (par vo), et la suite (vy,),y est décroissante
et minorée (par ug). Par la propriété 2.3.1, ces suites sont donc convergentes vers des limites finies. De
plus, on a
lim u,, — limwv,, = limu,, — v, =0,
n n n

les limites sont donc égales. O

Une autre forme de ce théoréme est la suivante.

Propriété 2.3.4 (Théoreme des segments emboités). Si (I,), oy est une suite de segments de R qui est
décroissante, au sens ot
In+1 C In

et st la taille des I,, tend vers 0 au sens ou
|sup I, — inf I,,| — 0.
Alors, lensemble (), I, contient un unique élément.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que les suite (inf 1),y et (suply),cy sont adjacentes qui
convergent donc vers une limite commune I. On montre alors que (), I,, = {l}. En effet inf 7,, <1 <sup I,
pour tout n puisque les suites sont adjacentes, donc [ € (), I5,. De plus, si « # [, disons pour fixer les
idées | < x, alors sup I, < & partir d’un certain rang ng et donc x ¢ I,,,. O



32 CHAPITRE 2. SUITES NUMERIQUES

2.3.3 Le théoréme “des gendarmes”

Propriété 2.3.5 (Théoreme des gendarmes). Soient (un), ey, (Vn),en € (Wn), ey trois suites telles
que (Un),cy €t (Wn),cy convergent vers une méme limite finie [. On suppose que pour tout n, on ait
linégalité

Uy < Uy < Wy

Alors lim,, v,, existe et vaut [.

Démonstration. Soit € > 0. Par définition de la convergence des suites (), oy €t (wn),, oy, il existe un
entier N tel sin > N,on a |u, —I| < e et |w, —1| <e.Or,on au, -1 < v, —1 < w, —I, ce qui implique
que |v,—!| < max(|u,—I|, |w,—I]). Par conséquent, sin > N, on a |v,—I| < max(|u,—I|, |w,—1]) <e. O

Propriété 2.3.6. Soient (un),cy €t (Vn),cy deuz suites vérifiant pour tout n l'inégalité u,, < v, et
supposons que (un), oy diverge vers oo. Alors (vy,) diverge vers co.
De méme si (vy,) diverge vers —oo.

neN

nen diverge vers —oo, alors (), ey

Démonstration. On ne fait la preuve que dans le cas olt (uyp), oy diverge vers oo, l'autre cas étant
totalement similaire. Soit M un réel. Par définition, il existe N tel que sin > N, on a M < u, < v,, ce
qui acheve la preuve. O

2.3.4 Suites de Cauchy

Un critere puissant et général pour caractériser les suites convergentes est le suivant.
Définition 2.3.7. On dit qu’une suite de réels est de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :
Ve >0, INeN, Vn,meN, (n>N etm > N) = (Jup, — um| <¢).
Cette proposition peut se comprendre comme

lim  |u, — Uy = 0.
m,n— oo

La propriété importante des suites de Cauchy est la suivante :

‘Propriété 2.3.8. Une suite réelle converge dans R si et seulement si elle est de Cauchy.

Le fait qu’une suite convergente soit de Cauchy est un fait général, mais la réciproque est directement
liée a la propriété de la borne supérieure. Par exemple la suite définie en (2.1) est une suite de Cauchy
de @ mais ne converge pas dans Q (sa limite est dans R\ Q). Pour démontrer la propriété 2.3.8, on va
donc devoir utiliser une propriété vérifiée par R mais pas par Q, par exemple la propriété 2.3.1.

Démonstration. Soit (un), oy une suite réelle. Supposons que (uy), y Soit convergente (vers une li-
mite [ € R) et soit € un réel positif. Il existe un entier N tel que si n > N, |u,, — | < §. Par conséquent,
sin,m> N, on a

[, — U | < |upn — 1] + |um — 1| <e.

La suite est donc bien de Cauchy.
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Supposons que (uy), oy soit de Cauchy. On remarquera, en prenant par exemple ¢ = 1 dans la
définition d'une suite de Cauchy, que la suite (uy ), oy est bornée. La propriété de la borne supérieure per-
met donc de définir I, = supy,,, uk, qui est également une suite bornée (car I,, € [inf,, u,,sup, u,]). La
suite (I,),,cy est de plus décroissante (en effet {uy, k > n+1} C {ug, k > n}, de sorte que infr>p41 up <
infy>,, uk). Elle est donc convergente vers une limite [, par la propriété 2.3.1. Montrons mantenant que [
est la limite de la suite (uy,) Soit € > 0, il existe un entier N tel que pour n > N et m > N, on
a |up — um| <e. On a donc

neN:
Up — € < U < Uy + €.
Soit £ > N. En prenant la borne supérieure sur m > k, on trouve
Up — € <l <u, +e,
et en prenant la limite en kK — oo, on obtient
Uy —€ <1 <u, +e.
On a donc montré |u, —I| < e pour n > N, et la suite (uy), cy converge vers I. O

On remarquera qu’on a effectivement eu besoin d’utiliser la complétude de R pour montrer que les
suites de Cauchy convergent, & travers la propriété 2.3.1.

2.3.5 Valeurs d’adhérences, limites inférieures et supérieures

En fait, dans la preuve de la propriété 2.3.8, on a utilisé sans en parler la notion suivante.

Définition 2.3.9. Soit (un), oy une suite réelle. On appelle limite supérieure de la suite la quantité

(appartenant a [—oo, 00]) définie par ot 3)

lim sup u,, = lim sup u, = inf sup uy,.
n N n>N N p>N

De méme, on appelle limite inférieure la quantité (appartenant d [—oo,o0]) définie par

liminf u,, = lim inf w, = sup inf u,.
n " N n>N " Np n>N "
On a toujours l'inégalité

lim inf u,, < limsup u,,.
n n

Cette définition est illustrée sur la figure 2.2.

Démonstration de l'inégalité. On a infy>,up < up < supgs, ug. On conclut en passant a la limite
que liminf,, u, <limsup,, un. O]

(note 3). Comme la suite (vn),cy = (SUPp>n u")neN est décroissante, elle converge vers sa borne inférieure, quitte &

considérer une borne inférieure infinie : si (vpn), oy est minorée, alors elle converge vers sa borne inférieure par la pro-
priété 2.3.1, (v”)nEN n’est pas minorée, elle tend vers —oo (puisqu’elle est décroissante), qui est bien sa borne inférieure.
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limsup uy, - ®------- R e e T

liminfu, F------------------- ¢ ---——----------- e "~

FIGURE 2.2 — Limites supérieure et inférieure d’une suite.

L’intérét de cette notion est que toute suite réelle admet une limite supérieure et une limite inférieure
(éventuellement infinies). On peut donc toujours passer & la limite inférieure ou supérieure, sans avoir &
tout d’abord vérifier une quelconque convergence, contrairement aux limites classiques.

Le lien entre la notion de limite supérieure/inférieure et la notion de limite est donné par la propriété
suivante.

Propriété 2.3.10. Une suite (un), oy converge si et seulement limsup,, u, et liminf, u, sont égales,
et sa limite est alors donnée par
lim u,, = lim inf u,, = lim sup u,,.
n n n

Démonstration. On ne fait que la preuve dans le cas ot les limites sont finies. Le cas des limites infinies
est similaire.

Supposons que limsup,, u, = limsup, v, = [, et soit € un réel strictement positif. Comme les
suite (infnz N Un) Nen €t (Sup,,~ y Un ) NeN convergent vers [ respectivement en croissant et en décroissant,
il existe un entier N tel que pour n > NN, on ait

I<supu, <l+e et [—e< inf u, <I.
n>N n>N

On a alors, pour n > N,

l—¢e< inf u, <wu, < sup u, <Il-+e¢,
n>N n>N

et |u, — | <e. La suite (uy), .y converge donc bien vers .
Inversement, si u, converge, pour € > 0 fixé, il existe un entier N tel que |u, — lim, u,| < e. Par
conséquent, u,, € [lim, u, — &,lim, u, + €]. En passant a la borne inférieure, on trouve, pour n > N
inf uy € limu, —&,limu, +¢&] dou liminfu, € [limu, —&,limu, + €|
k>n n n n n n
et de méme pour la limite supérieure. Cette inclusion étant vraie pour tout € > 0, on a bien lim sup,, u, =
lim inf,, u,, = lim,, u,,. O
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Définition 2.3.11. Soit (uy), oy une suite réelle. On appelle sous-suite, ou suite extraite de (u.,)
une suite de la forme (ug,(n)) ou @ est une fonction strictement croissante de N dans N.

neN
neN’

Remarquer que si I’on considere la sous-suite (us@(n))n oy €t que I'on en extrait a nouveau une sous-
suite, le résultat est de la forme (uw(lﬂ(")))neN'
Par exemple, (u2,),cy €t (Uznt1),cy SOt des suites extraites de (uy), oy De plus, (u2(2n+1))n6N

est une suite extraite de (u2,), oy, mais pas de (Uzn41),,cn-

Définition 2.3.12. On dit que | € [—o00,00] est une valeur d’adhérence de la suite (uy),cy s il
existe une sous-suite de (), oy qui converge vers l. Par extension, on dit que oo (ou —oc) est valeur
d’adhérence si il existe une sous-suite de (u,), oy qui diverge vers oo (ou —o0).

On peut redéfinir les notions de limites supérieures et inférieures a partir de la notion de sous-suites.

Propriété 2.3.13. La limite supérieure (resp. inférieure) d’une suite est la plus grande (resp. petite)
de ses valeurs d’adhérence.

Démonstration. Soit X € [—00,00] une valeur d’adhérence de la suite (u,),cy. Il existe une sous-
suite (u¢(n))neN qui converge vers A. Or, on a

inf wup <u < sup ug.
k>p(n) () k>p(n)

En passant a la limite n — oo, on trouve

liminf u, < A <limsup u,.
n n
Par conséquent, limsup,, u, est plus grand que toute valeur d’adhérence de la suite (u), cy. Pour
montrer que la limite supérieure est la plus grande valeur d’adhérence, il ne reste plus qu’a montrer
que c’est effectivement une valeur d’adhérence. Pour cela on construit par récurrence une sous-suite qui
converge vers la limite supérieure. On pose ¢(0) = 0. Soit n un entier. On suppose ¢ défini jusqu’au
rang n. On pose alors

1
p(n+1)=minA,, avec A,=<keN, k>p(n) et up>| sup uy— .
7>¢(n) n+l

Par la propriété 1.1.13, ’ensemble A,, est un sous-ensemble non-vide de N. Par conséquent, il admet un
plus petit élément, et la définition de ¢ a bien un sens, et par définition, p(n+ 1) > ¢(n). La fonction ¢
définit donc bien une sous-suite. On a alors, pour n > 1,

1
sup  Ug — — SUyp) < SUP  Ug.
g>p(n—1) n a>p(n—1)

En appliquant le théoreme des gendarmes, on trouve que u,,) — limsup, u,. Une construction
symétrique convient pour la limite inférieure. O

On en déduit le résultat suivant.

Propriété 2.3.14. Une suite converge (dans [—o0,00]) ssi elle a une unique valeur d’adhérence.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate des propriétés 2.3.10 et 2.3.13. O

Théoreme 2.3.15 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée admet une sous-suite convergente (vers
un réel fini).

Démonstration. Soit (u”)neN une suite bornée : pour tout n, on a —M < u,, < M pour un certain
réel M. Par conséquent, —M < limsup,, u, < M, et la limite supérieure de (uy),, o est un réel fini. Par
la propriété 2.3.13; il existe une sous-suite (uw(n))n N qui converge vers limsup,, u,, ce qui montre le
résultat. O

2.4 Relations de comparaison

2.4.1 Définitions, notations
On utilise les notations suivantes pour comparer les croissances de deux suites.

Définition 2.4.1 (Notations de Landau). Soient (un),cy €t (Vn),cy deuz suites réelles.
— On dit que (uy), oy est négligeable devant (vy,), oy et on note up, = o(vy,) (ou parfois u, < vy)
si on peut écrire
Up = EnpUp, GUEC E, —>p O.
Si v, # 0, cette définition revient a
Unp

— =0

Un

— on dit que (u,),cy est dominée par (vy,),cy et on note u, = O(vy,) si il existe M > 0 tel que
Vn €N, |u,| < Mlvy|.

Si v, # 0, cette définition revient a

Unp, .
<> est bornée ;
Un neN

— on dit que (un),cy est équivalente @ (vy), oy et on note u, ~ vy, si
Uy, — Uy, = 0(Vp)

Si vy, # 0, cette définition revient a
n 1.
Un
On remarquera que les notations u,, = o(1), u, = O(1) et u, ~ A (pour A € R\ {0}) signifient
respectivement “u,, — 0”7, “u, est bornée” et “u, — X’. Si de plus on a u, > 0, alors 1 = o(u,)
signifie “u,, — 00”,
On utilisera souvent 1’écriture trés commode w,, = v, + o(wy,) pour signifier u,, — v, = o(w,) (et
de méme pour les O). Avec ces notations, on a u, ~ vy, si et seulement si u,, = v,, + o(v,) (ou encore

Up = Up + 0(uy,))
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On fera attention au fait que la relation notée u,, = o(v,,) est plus une relation d’appartenance qu’un
relation d’égalité. En effet, u,, = o(v,) est & comprendre comme

(Un)pen € {(w")nEN e RY, (Wn),en est négligeable devant (Un)neN} .

Autrement dit, o(uy) est plutét 1'ensemble des suites négligeables devant wu,, et v, = o(u,) signifie
que (), ey est dans cet ensemble. Notamment, la relation o(1) = o(n) est vraie, alors que o(n) = o(1)
est fausse. En fait ces relations sont des inclusions : I'ensemble des suites négligeable devant 1 est
inclus dans I’ensemble des suites négligeables devant n (o(1) C o(n)), mais la réciproque n’est pas vraie
(o(n) ¢ o(1)).

Plus précisément, le résultat suivant montre que les relations o, O “ressemblent” a des relations
d’ordre, et que la relation ~ est une relation d’équivalence.

Propriété 2.4.2. Soient (un),cns (Vn)pen €t (Wn), oy trois suites réelles. Alors :
— St Uup = o(vy) et v, = o(wy), alors u, = o(wy,) ;
— st up, = O(vy) et v, = O(wy,), alors u, = O(wy,) ;
— S1 Up ~ Uy €L Vy ~ Wy, alors uy ~ wy ;
— 81 Uy, ~ Uy, alors vy, ~ Uuy,.

Toutefois les relations o et O ne sont pas de vraies relations d’ordre, par exemple car on peut
avoir u, = O(v,) et v, = O(uy,) sans avoir (un),cn = (Un),en-

Démonstration. Toutes ces preuves étant tres similaires, on ne fait que la premiere. On suppose que u,, =
o(vy) et v, = o(wy,). Par définition, cela signifie qu'il existe deux suite tendant vers 0, notées (£,),,cy
et (nn)neN telles que w,, = e,v, et v, = Nw,. On peut donc écrire, u, = €,v, = €,NpwW,. La
suite (£,,7n),cy tend bien vers 0, ce qui montre que u, = o(wy,). O

On peut effectuer les opérations suivantes sur les relations de comparaison.

Propriété 2.4.3. Soient (un),cns (Vn)pens (Wn),ens des suites réelles et X un réel.
— Siup, = o(vy), alors u, = O(vy) ;
— $i up = o(wy) et v, = o(wy,), alors u, + v, = o(wy,) et Au, = o(uy,) ;
— St up = O(wy) et v, = O(wy), alors u, + v, = O(wy,) ;
— Aup, = O(uy) ;

— 0N SUPPOSE QUE Uy ~ Uy et Uy ~ Vp. AloTs Upvy ~ UpDy.

En toute généralité, on ne peut pas sommer des équivalents "ot 4 1a notion d’équivalence étant
plutot basée sur la multiplication. Par exemple, 1 + % ~ 1, mais

1 1
(1 + ) + (—=1) = — n’est pas équivalent & 1+ (—1) =0. (2.2)
n n

De maniere générale, on rencontre tres rarement la relation w, ~ 0 qui signifie que (uy), oy est nulle &
partir d’un certain rang.

Toutefois, si 'on connait des équivalences u, ~ @, et v, ~ U,, et que I'on veut dire quelque chose
sur (Un + Un), . ON peut écrire

Un + U = (G, + 0(0n)) + (On + 0(0)) = Uy + U + 0(tn) + 0(0p).

(note 4). Toutefois, si (un)neNv (v”)n€N7 (n), ey et (ﬁ”)nEN sont des suites positives, avec Uy ~ Up, et vy ~ U, alors un+v, ~
Un + Un .
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La question qui se pose alors est de comparer les suites (i), cy €t (9n),cy- L'exemple (2.2) devient
alors

(1 + i) +(=1)=1+0(1)+ (=1+0(1)) =o(1).
(car o(1) = o(-1)).

On pourra aussi méditer sur un exemple comme ”T'H ~ 1+ %, qui est vrai, mais "T'H ~ 14 666n 42
est tout aussi vrai (autrement dit, dans un équivalent, seul le “premier” terme compte).

2.4.2 Croissances comparées

Le théoreme suivant permet de décrire les vitesses relatives de quelques suites courantes.

Théoréme 2.4.4. Soient o« > 1, >0 et v > 0 trois réels. On a ("t ®)

a"<n P <«<inT(n) <1< In’(n) < nf <a”

Ce théoreme est illustré sur la figure 2.3 sur quelques exemples de suites.

14 20{

054 - ;',_ h - 10 - :: o g
O .":._. . *+ Y..”‘ . : O -t - T T T T T T
0 5 10 15 20 0 ) 10 15 20 25 30

FIGURE 2.3 — Croissances comparées des suites. A gauche les suites 27", n=! et In(n)~1L. A droite les
suites In(n), n et 2™.

Avant de commencer la preuve, on énonce un lemme préliminaire :

Lemme 2.4.5. Si a > 1, alors a™ — co. Notamment, si 0 < a < &/, alors a™ = o(a'™).

Démonstration. Comme « > 1, la suite (™), est croissante (avec o’ = 1). Par conséquent elle

converge (dans [1,00]). On a alors

lima™ = lima™! = limaa™ = alim ™.
n n n n

(note 5). En toute rigueur, les expressions In(n) et nf pour 8 ¢ Z n’ont pas encore été définies. On pourra pour l'instant se
limiter aux cas 8 € Z et v € Z, et définir In(n) comme étant le nombre de chiffre de n dans une base donnée.
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Comme a > 1, cette relation implique lim,, @™ = 00. Si 0 < a < o/, on voit que

m AN n
a a .o«
— = () — 00, d'ou —0

a/n

puisque % > 1. On a donc bien a” = o(a'™). O

a/
Preuve du théoréme. En vertu de la propriété 2.2.6, il suffit de montrer
1< In?(n) < nf < a”

pour a > 1, 8> 0et v >0.

Par définition, il existe une constante C' telle que si n € [10¥,10*+1[, on ait In(n) € [Ck,C(k + 1)].
Par conséquent, In(n) tend vers I'infini : en effet, pour tout k € N, si n > 10, In(n)/C > k. Cela montre
la premiére relation 1 < In”(n).

(n+ﬂ1)’3

La relation n® < a™ se montre en remarquant que s = (1 + %)ﬁ qui tend vers 1 (puisque % —

8
0). Par conséquent, il existe un rang N tel que pour n > N, ("Zf;) < HT"‘ €]1, af. On adonc, pour n > N,

n—1 n—N n

kE+1)8 1+a N1+«
oo T BED o ye (Lte = oN+INA(1 Ni—=) .
' kllv T 2 e 2

Le lemme 2.4.5 montre que (H?“)n = o(a™).
Pour la relation In” (n) < n”, on consideére k un entier naturel. Pour n € [10¥71,10*[, on aln(n) < Ck
et 10-D8 < pf. On a donc 1“;# < 108 (C”(lOB)kkW)_l. En faisant tendre k vers oo, les relations

déja montrées donnent ((107 )klﬂ)_l — 0, ce qui acheve la preuve. O
On en déduit les comparaison suivantes :
Corollaire 2.4.6. Soient «, 5 et vy trois réels avec o > 0. On définit la suite (un)n>2 par
Uy = "nP In" (n).
Sia <1, oubiensiao=1¢et <0, ouencore sia =1, =0 ety <06 qglors la suite (Un)n>2
converge vers 0. En revanche, si « > 1, ou bien si « = 1 et f > 0, ou encore si a = 1, § = 0

ety > 0®te?) alors la suite tend vers co.

Corollaire 2.4.7. Soient (o, 8,7) et (a,b,c) des triplets de réels avec o > 0 et a > 0. Si a < a, ou
bien siao=a et  <b, oubien sia=a, f =0 ety <c® 8 glors on a

a™nIn?(n) < a™n®In‘(n).

(note 6). Autrement dit, si («, 8,7) < (1,0,0) pour 'ordre lexicographique. Cela revient & dire que ’on compare d’abord «
avec 1, puis 8 avec 0, puis 7 avec 0.

(note 7). Cela revient & (a, 8,7) > (1,0,0) pour lordre lexicographique. Noter que si («, 3,7) = (1,0,0), on a affaire & la
suite constante u, = 1.

(note 8). Cela revient a («, 8,7) < (a,b, c) pour l'ordre lexicographique.
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2.5 Suites récurrentes

Définition 2.5.1. On appelle suite récurrente (d’ordre 1) une suite réelle définie par une relation de
récurrence de la forme

ug €I, upt1 = f(un), (2.3)

ou I est un intervalle de R et f une fonction de I dans I.

Graphiquement, on peut tracer la suite (uy,), cy & partir du graphe de la fonction f et de la droite
d’équation y = x, comme sur la figure 2.4.

14 14

1—cos(muy,)
2

0.3 et ugp = 0.6. A droite, la suite u,4+1 = e~"" partant de la condition initiale uy = 0.1.

FIGURE 2.4 - A gauche, deux trajectoires de la suite u, 11 = , avec les conditions initiales ug =

On a un critere simple pour prouver la monotonie de la suite (u,),,c-

Propriété 2.5.2. Si f est croissante, alors la suite définie par la relation de récurrence (2.3) est
monotone.

Démonstration. Supposons ug < u;. Nous allons montrer par récurrence que (uy), oy est croissante.
En effet, on pose P(n) = “up, < upy1”. Par hypothese, P(0) est vraie. On suppose donc P(n) vraie,
c’est-a-dire u, < u,q1. Par croissance de f, on obtient donc f(uy) < f(unt1), c’est-a-dire wu, 1 < Upqa.
On a donc montré P(n + 1).

Le cas ug > uq se traite de la méme maniere. O]

Ce résultat est illustré sur la figure 2.4, sur le graphique de gauche. En effet, la fonction f : z —
(1 — cos(mz)/2 est croissante de [0,1] dans [0, 1], et on voit que la trajectoire de la suite u, 1 = f(un)
partant de ug = 0.3 décroit alors que la trajectoire partant de ug = 0.6 croit.

Le cas f décroissante est un peu plus complexe.

Propriété 2.5.3. Si f est décroissante, alors les suites (uan), oy €t (U2nt1),cn SONE monotones.
De plus si ug < uy, alors ug, < ugns1 pour tout n, alors que si ug > Ui, 0N G Ugy > Uspt1 POUT
tout n.
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Démonstration. On remarque que si f est décroissante, alors f o f est croissante (puisque si z < y,

alors f(x) > f(y) d’ou f(f(x)) < f(f(y))). Mais les deux suites (u2n),cy €t (U2nt1),cn PEUVent étre
définies par les relations de récurrence

U2(n+1) = (f o f)(uzn) et U2(n+1)+1 = (f o f)(u2nt1)-

Par la propriété 2.5.2 appliquée a la fonction croissante f o f, les deux suites (u2,), oy €t (Uznt1)
sont donc monotones.

Enfin, si ug < w1, on montre par récurrence que us, < Ug,41 pour tout n en appliquant deux fois la
fonction f (et de méme si ug > uyq). O

neN

Ce résultat est illusré sur le graphe de droite de la figure 2.4. En effet, fonction = +— e™% est
décroissante, et on voit que la suite u,, = e~ %" prend sucessivement ses valeurs de part et d’autre de la
solution de I’équation x = e~* (correspondant & 0.567...).

Si I'on sait que la suite (uy), oy converge, on a un moyen d’identifier les limites possibles.

Propriété 2.5.4. Si la fonction f est continue, et si la suite (uy,)
une limite [ € I, alors I = f(I) (note 9)

nen définie par (2.3) converge vers

Démonstration. 1l suffit de passer & la limite dans ’égalité u,+1 = f(u,), en utilisant la continuité de f
sur 1. O

Théoréme 2.5.5 (Théoreme du point fixe de Picard). Si la fonction f vérifie la proposition
et si I est un intervalle fermé, alors la fonction f a un unique point fize vers lequel converge la

suite (un), oy définie par (2.3).

Démonstration. Nous allons montrer que la suite (u,),cy est de Cauchy. En effet, on montre par
récurrence que |tup4+1 — Un| < k™|u; — up|. On en déduit que pour N < p < ¢, on a

lup = up| < [up — tupta| + [Upr1 — uppo| + .. + |ug—1 — ug|

q—1
< an\ul—uo\
=p
kP — a1
S el
kN
< 1= k'ul — ug|
—N 07

ce qui montre que (uy),y est de Cauchy. Comme l'intervalle I est fermé, la suite (uy),, oy converge, et
sa limite [ est dans I et vérifie

FO) =< 1F@) = Flun)l + 1 (un) = vun] + |un =1

S Kl = up| + [uns1 — tn| + [un =1
—n 0.

(note 9). On dit que I est un point fize de f.
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La limite de (uy),,cy est donc un point fixe de f.

Enfin, si z et y sont deux points fixes de f, on a |z —y| = |f(z) — f(y)| < k|lx —y|. Si z # y, on aurait
1= |[z—y|

donc 1 =
[z—y|

< k, ce qui contredit I’hypothese k < 1. La fonction f a donc un unique point fixe. [

2.6 Exercices

Exercice 2.1.
Montrer que de toute suite non majorée on peut extraire une sous-suite qui diverge vers +oo.

Exercice 2.2.
Montrer qu’une suite convergente a valeurs entieres est stationnaire a partir d’un certain rang.

Exercice 2.3.
Etudier la convergence les suites de terme général

sin(n?) +n?  (1+n)*—(1—-n)* n? + nlog®(n)
(I+n+evr)3 ' Vi5+n2+n5  neVP—n(2n+1)

(n—sin(n)2n+1)  /(n—1)(n+1)(n—2) 3 nlog(n?) +v/n
Vnt+en 7 log(n) + 2~ V14+nn

Exercice 2.4.
Etudier le comportement asymptotique de la suite de terme général

E(nz)+ E((n+ 1)x) + ...+ E(2nz)

)

en fonction de a.

Exercice 2.5.
Montrer que les suites définies par les relations de récurrence suivantes sont bien définies, et étudier leur
comportement asymptotique.

2
Un

14+u?’

sin(uy,)
2+ u, +2u2

Unp
2Uu, +n

ug =1, upy1 = ;o uo =1, Un+1=SiH< ) ;o uo =1, upp1 =up +

Exercice 2.6.
Etudier le comportement asymptotique de la suite définie par une relation de récurrence affine de la
forme

uy € R, upy1 = auy, + 0.

On pourra discuter selon la valeur de a.

Exercice 2.7.
Etudier la convergence des suites de terme général

2 1 2 1 1 &
2 Vv X ¢ om

k=1
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Exercice 2.8.
Soit a un réel strictement plus grand que 1. Montrer que

1 n 1 < 1
(2n)®  (2n+ 1) — 20-1lpe’

Vn € N,
Montrer que la suite de terme général v, = > 7_, k% vérifie :

1
Vn € N*, Un § V2n41 S 20¢7—IU" + 17

et en déduire que (v, )nen converge.

Exercice 2.9.
Montrer que les suites (4, )nen €t (Un)nen définies par

1 1
U”ZZE et vn:un—i—m.
k=1

sont adjacentes. En déduire une approximation de e & 10~ pres.

Exercice 2.10.
Soit (un)nen une suite telle que les deux suites (uap)nen €t (U2n+1)nen convergent. Peut-on en déduire
que la suite (uy,)nen converge 7 Quelle hypothese supplémentaire permettrait de conclure ?

Exercice 2.11.

Soit ( Bz une suite de rationnels convergeant vers un irrationnel (avec p, € Z et g, € Z \ {0}).
"/ neN

Montrer que les suites (|pn|)nen €t (|gn|)nen convergent vers oco.

Exercice 2.12.

[Lemme de Cesaro]

Soit (un)nen une suite convergente. Montrer que la suite de terme général %22:1 uy est convergente
et que

1 n
lim — E ug = limu,.
n n n
k=1
. . 1 n
Donner un exemple de suite (uy,), oy n0N convergente telle que la suite (£ >, ux) cy converge.

Exercice 2.13.
Soit (un)nen une suite vérifiant la relation, dite de sous-additivité,

VpeN, VgeN, uprg <up+uy
1. Montrer que pour tous entiers n et p, on a

Un _ Up max(ug, ..., Up—1)

n P n

(on pourra faire la division euclidienne de n par p).

Un

2. En déduire que la suite ( =
bien choisi).

)neN tend vers inf, %= € [~00, 00[ (on pourra considérer un entier p
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3. En déduire un résultat analogue pour les suites & valeurs dans |0, oco[ vérifiant

Y(p,q) € N2, Uptq < Uplyg.

Exercice 2.14.

Soit (un)nen une suite telle que up41 — uy —, 0. Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence
de (tn)nen est un intervalle.



Chapitre 3

Séries numeériques

3.1 Premieres définitions

7. 2, . s . N
Une série (réelle ou complexe) est une suite dont les termes sont écrits sous la forme Y " uy,
ot (un),cy est une suite (réelle ou complexe). La série (Zn—o un> sera notée de maniére plus
= NeN
consise ) u,. Dans cette écriture, la suite (uy), oy est appelée terme général de la série ) uy,, et les

N , ) L .
sommes y . U, sont appelées sommes partielles de la série ) u,. Remarquer que toute suite (vy,)
peut étre mise sous forme de série, en utilisant 1’écriture

neN

N

UN = Z ('Un - ’Un—l)a

n=0

ou l'on a posé par convention v_; = 0.
Définition 3.1.1. Si la suite (D>, _qUn admet une limite, on dit que la série Yy u, est conver-
n=0 NeN ’

gente. La limite de (Zg:o un)NEN est appelée somme de la série Y u, et est notée Y o~ u,. Pour

une série convergente Y uy, les termes de la suite (3 N_,, un) yey définie par

0o 0o N-1
D un=) un= ) un
n=N n=0 n=0
sont appelés restes de la série.

Il faut étre bien conscient du fait que la notation ZZOZO contient une limite, et est donc a manier
avec précaution. Notamment, on prendra garde a ne pas écrire le reste d’une série, et a ne pas parler de
la somme d’une série avant d’avoir vérifié la convergence !

Les propriétés sur les suites convergentes donnent la propriété suivante.

Propriété 3.1.2. Une combinaison linéaire de deuz séries convergentes est convergente, et on a l’iden-
tité, pour deuz scalaires \ et p,

oo

)\iun + uivn = Z(Aun + pvy).
n=0

n=0 n=0

45



46 CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

Autrement dit, 'ensemble des séries convergentes constitue un espace vectoriel, et 'application qui
a une série associe sa limite est linéaire.

Propriété 3.1.3. Les restes d’une série convergente tendent vers 0.

Démonstration. 1l suffit de passer a la limite dans 1’égalité

00 0o N-1
E Up = § Up — § U,
n=N n=0 n=0

le membre de droite étant convergent. O

Propriété 3.1.4. Sila série ) u, converge, alors la suite (uy,),cy tend vers 0.

Démonstration. En passant a la limite dans 1’égalité

N N-1
uN = E Up — § U,
n=0 n=0
(licite car le membre de droite converge) on obtient

[eS) [eS)
lim uN:E un—g up, = 0.
N —oo
n=0 n=0
O

La réciproque de cette propriété est fausse, comme on peut le voir sur I'exemple de la série > %,
dite série harmonique. En effet, le terme général de cette série tend vers 0, alors que la série n’est pas
convergente, comme nous allons le voir.

On sait qu'une suite réelle converge si et seulement si elle est de Cauchy. Il est donc intéressant de
caractériser les séries qui constituent des suites de Cauchy.

Propriété 3.1.5. Une série > u, constitue une suite de Cauchy si et seulement les sommes ZZZP Up,
tendent vers 0 quand p et q tendent vers Uinfini, c¢’est-a-dire qu’elle vérifient la proposition

q
§ Unp
n=p

Démonstration. C’est une simple réécriture de la définition d’une suite de Cauchy. En effet, on a
I o2 —1
Végalité Y1 _un — D20 up = Y0 tn. O

La propriété 3.1.5 nous permet de montrer que la série harmonique % diverge. En effet, on a
QZN: L QXN: 1 N+1
n - 2N 2N
n=N n=N
N+1

Or S5 converge vers 1/2. Les sommes partielles de la série harmonique ne constituent donc pas une

suite de Cauchy : cette série diverge.

Ve>0, 3N €N, ¥(p,q) eN*, (N<p<q)= <e.
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Définition 3.1.6. Si la série Y |u,| est convergente, on dit que la série > u, est absolument conver-
gente.

La propriété suivante permet de réduire ’étude de la convergence de nombreuses séries a ’étude des
séries a termes positifs.

Propriété 3.1.7. Une série absolument convergente est convergente et vérifie l'inégalité

[eS) [eS)
> un| <D Junl.
n=0 n=0

Démonstration. Supposons que la série Y u,, soit absolument convergente. Montrons que la série Y u,
constitue une suite de Cauchy.
Par I'inégalité triangulaire, on a, pour p < g,

q q
> un| <Y funl.
n=p n=p

Comme la série Y |u,| converge, ses sommes partielles constituent une suite de Cauchy et on a

a
Z|un\ — 0.

p.a—00
n=p

Comme ‘ZZ:p Up

et la série Y u,, converge.

F—, [unl, les sommes partielles de Y- u,, constituent aussi une suite de Cauchy

converge (note 1)

o N
Pour montrer 'inégalité, il suffit de remarquer que ‘ano Up vers |30 up|, et de

passer a la limite dans I'inégalité triangulaire

N
> un
n=0

N
n=0

3.2 Séries a termes positifs

Dans cette partie, on va donner des critéeres de convergence pour les séries a termes positifs. L’intérét
est que la propriété 3.1.7 permet d’en déduire des criteres de convergence pour des suites de signe
quelconques (ou & valeur complexes).

Propriété 3.2.1. Soit Y u, une série dont le terme général est positif. Alors Y u, converge si et
seulement si ses sommes partielles sont bornées. Dans ce cas on a alors

o] N N

E Uy, = lim E U, = SUP E Up,
N—

n=0 > n=0 NeN n=0

(note 1). En effet, I'inégalité ||vn| — |I|| < |vn — I| montre que si vn, — I, alors |vn| — [




48 CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

. . . N oy . N .
Démonstration. Comme la suite (uy) est & termes positifs, la suite (>, uy est croissante.
neN ’ n=0 NEN
Elle converge alors si et seulement si elle est bornée, et dans ce cas sa limite est égale & sa borne
supérieure. O

Propriété 3.2.2. Soit > u, et > v, deur séries a terme général positif telles que u, < vy,.
— Si > uy, diverge, alors Y v, diverge.
— Si > v, converge, alors Y u, converge.

; , N N .
Démonstration. Comme u, < vp, ona y U, < Y Uy Si ) v, converge, on a

N N oo
E Up < E Up < E Un,
n=0 n=0 n=0

et les sommes partielles de Y u, sont donc bornées. Par la propriété 3.2.1, cela montre que > u,
converge. L’autre implication est la contraposée de la premiere. O

Passons maintenant a I’étude de certaines séries particulieres.
La convergence de la série géométrique Y | a™ se montre de maniere trés simple, et cette série va nous
donner des criteres de convergence pour d’autres séries :

Propriété 3.2.3. Soit a un nombre complexe. La série >, a™ converge si et seulement si |a] < 1. On

a alors dans ce cas
oo
" 1
g a” = .
1—a
n=0

On peut remarquer que si |a| < 1, on n’a méme pas a™ — 0, et la série ne peut pas converger en
vertu de la propriété 3.1.3.

Démonstration. Premierement, on écarte le cas a = 1, pour lequel les sommes partielles valent Zivzo 1=
N + 1, la série étant alors divergente.

Dans le cas a # 1, on remarque que (1 —a) Zg:o a” = ZZ«LV:O a™ — Zgill a” =1-—a™*!. On a donc,
en divisant par 1 — a (qui est non-nul),

N N+1

n_l—a
> 4=

n=0

La série converge donc si et seulement si a’¥ 7! a une limite quand N tend vers l'infini, ce qui revient

bien a |a| < 1. O

On remarque que la suite (a™), oy est la seule (a multiplication par une constante pres) a vérifier

Iégalité % = a. On peut en fait obtenir un critere de convergence proche de celui de la série
n
u

géométrique pour les suites (uy), oy telles que ="+ converge.

Théoréeme 3.2.4 (Critere de d’Alembert). Soit (un), oy une suite de réels strictement positifs. On
suppose que le rapport % converge vers un réel l.
— sil>1, alors la série > u, diverge;
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— sil <1, alors la série Y u, converge.

Ce critere ne permet toutefois pas de conclure dans le cas [ = 1 comme on peut le voir sur les
exemples 3 L et 3 L. En effet, la premiere série diverge et la deuxiéme converge ("% 2) alors que les
rapports de termes consécutifs vérifient

1/(n+1) n 1 et 1/(n+1)2 n?

= — L
1/n n+1 1/n?2  (n+1)?

Démonstration. Plagons nous d’abord dans le cas [ < 1. Comme % converge vers une limite [ stric-
tement inférieure & 1, si 1 < 1 —e < 1™t 3) alors il existe un certain rang ng tel que pour n > ng on

ait “+L <1 —e. On peut donc écrire

NI < J[a-o) =@ —eN .

N

On a donc uy < (u%(l —¢)N deés que N > ngy. Comme la série Y (1 — )V converge, alors > uy

1—¢
converge aussi, puisque ces deux séries sont a termes positifs.

Le cas | > 1 se traite de maniére similaire : *2+L converge vers une limite [ strictement supérieure
u

a1, donc pour 1 < 1 +¢ < [ (™t 4) j] existe un rang ng tel que il > 14 e sin > ng. On écrit

ce qui donne uy > m(l +¢e)V dés que N > ng. Comme la série > (1 + &)V diverge, >" uy diverge
aussi. O

En fait, on peut énonce un résultat un peu moins restrictif (il ne suppose pas que le rapport u”“ ait
une hmlte) en utilisant la notion de limites inférieures et supérieures en lieu et place de limites, comme
dans le théoreme suivant :

Théoréeme 3.2.5. Soit (u,),cy une suite de réels strictement positifs. Si

Un+1

lim sup
n—oo  Unp

<1,

alors la série Y u, converge. Si

. . Un+1
lim inf
n—o00 Unp,

>1,

alors la série diverge.

La preuve du théoreme 3.2.5 se fait alors exactement comme celle du théoreme 3.2.4, en utilisant la
propriété suivante des limites supérieures (et inférieures) :

(note 2). Voir propriété 3.2.10
(note 3). Un tel € existe nécessairement, par exemple € = (1 —1)/2.
(note 4). Par exemple, e = (I — 1)/2.
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Propriété 3.2.6. Si limsup,,_,., un, = | < oo, alors pour tout € > 0, il existe un rang no tel que
sim>ngonau, <l+e.
Siliminf,, o U, =1 > —00, alors pour tout € > 0, il existe un rang ng tel que sin > ng on a u, > l—e.

Démonstration. Posons [ = limsup,, u,. On alimsup,, u, = inf,>0supys,, ux < l+¢, donc par définition
de la borne inférieure, il existe ng € N tel que supy>,, ur <!+ ¢, ce qui donne le résultat. ]

On peut énoncer un autre critere de convergence basé sur le fait que (a"), .y est la seule suite a

1/n

vérifier (u,)'/™ = a. On peut en fait étendre le critére de convergence des séries géométriques aux séries

dont le terme général u,, est tel que (u,ll/ ") converge.
neN

Propriété 3.2.7 (Reégle de Cauchy). Soit Y u,, une série a termes positifs telle que la suite (u}/n>
neN

converge vers une limite [.
— Sil <1, alors la série converge ;
— Sil> 1, alors la série diverge.

Démonstration. — Sil < 1, pour un € tel que I < 1 —¢ < 1, il existe un rang ng tel que, si n > nyg,
on a u}/n < 1—e. On a donc, pour n > ng, 'inégalité u, < (1—¢)". Comme la série géométrique
de raison 1 — e converge, il en est de méme de Y u,.
— Sil > 1, alors il existe un rang ng tel que u}/" > 1 des quen > ng. On a donc, pour n > ng, u, > 1.
Par conséquent, la suite (uy), .y ne converge pas vers 0, et la série ) u, est donc divergente.

O

On peut affaiblir les hypotheses de ce théoreme en remplagant la limite par une limite supérieure :

Propriété 3.2.8. Soit > u, une série a termes positifs.

.. 1/n P
— Silimsup,,_, un/™ <1, alors la série converge ;

. 1 L
— Silimsup,,_, un/n > 1, alors la série diverge.

Démonstration. La preuve reste essentiellement la méme, on doit juste remarquer que dans le cas
ol limsup,, u}/ "> 1, ona u}/ " > 1 pour une infinité de valeurs de n (plutdt que pour tout n

assez grand). O

De méme que pour la regle de d’Alembert, on ne peut pas conclure immédiatement dans le cas ou
la limite supérieure vaut 1, comme on peut le voir sur les exemples des séries Y % et #
1l existe des cas pour lesquels la regle de Cauchy permet de conclure, mais pas celle de d’Alembert.

Par exemple, si on considere la suite (uy,),, oy définie par

1 . P

_J 3w slnest pair;

un - 1 . . .
v sl n est impair,

on remarque que

1 . . gn+1 2\ . . .
1/n 5 sin est pair Un+1 =2 (5) si n est impair
Up " =91 . . . et =\ gn+t 3\ . .
5 sln est impair, U, 5 =3 (5) si n est pair.
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On a donc limsup,,_, ., ul/™ = 1/2 < 1, alors que limsup,,_,,, —~** = oo. Par conséquent, la regle

de Cauchy permet de conclure, mais pas celle de d’Alembert. La Taison est que la regle de Cauchy
considere les valeurs de chaque u,, dans ’absolu, alors que la regle de d’Alembert ne considere que les
accroissements relatifs entre deux termes consécutifs, qui peuvent étre grand alors que les termes de la
séries sont petits.

On a en fait I'inégalité suivante, qui montre que la regle de Cauchy est plus fine que la regle de
d’Alembert.

Un 41

Propriété 3.2.9. Soit (uy),cy une suite de réels strictement positifs. Alors on a

- 1
lim inf 2 < lim inf u,, 1/n < lim sup u,;/ 1/n < hmsup ntl
n—0o0  Up n—00 n—o00 n—oo U,
1/ Un41 1 Un41 )
Démonstration. Montrons limsup,, o, us' "~ < limsup,,_,, =-=. On pose [ = limsup,,_,,, ==, que l'on

peut supposer fini (dans le cas contraire, 11 n’y a rien a montrer). Pour tout € > 0, il existe un indice ng
tel que si n > ng, alors % < I+ e. On a donc, pour N > ng,

UN _ H Un+1 < H +E _~_E)N7no.

n=no n=no

N u 1/N
S (L - }
N ‘((l+s)“0) (t+e)

On peut donc écrire,

En passant a la limite supérieure, on trouve

lim sup U%N < (I+e).

N—oc0

- s . s . . 1/N RT UNL1
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que limsupy_, uy <! =limsupy_, = =
On a donc montré la troisieme inégalité. La premiere se montre de la méme maniere, et la deuxieme

découle de la définition des limites inférieure et supérieure. O

On veut maintenant pouvoir déterminer le comportement asympotiques de séries pour lesquelles les
regles de Cauchy et d’Alembert ne s’appliquent pas. L’exemple typique de telles séries étant les séries
puissances (ou séries de Riemann) du type > n% On a un critere tres simple pour la convergence de
ces séries.

Propriété 3.2.10. La série Z = converge si et seulement si o > 1.

Démonstration. On sait que si o < 3, alors i g L Par conséquent, il suffit de montrer la divergence

de la série }° 1, et la convergence de la série Z des que a > 1.
La dlvergence de la série Z a déja été tralte il reste donc a traiter le cas a > 1. On écrit

N+1_ N+1_
2 Z 1 i _ 2 1 1 B 2N+1 B 2N B 1
no — (2N)a - (2a)N - (2a—1)N

n=2N n=2N
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On fixe un entier naturel n. Il existe un entier N tel que n < 2V¥+! —1. On a

nq N+l _q N 2¢tl_g 1 N o0
I;,? Z ka Z Z ? 2a (20-1)a Z 2a 1)
— q=0 k=24 q=0

La derniere série converge car 20%1 < 1. Les sommes partielles de la série > n% sont donc bornées.
Comme la série est a termes positifs, on en déduit qu’elle converge. O

Pour avoir un nouveau critere de convergence des séries, nous allons essayer d’appliquer le critere de

d’Alembert aux séries de la forme n% Remarquons que la suite n% vérifie (note 5)
1/(77‘ + 1)a —o —aln(1+1/n)

— e—a(Eto(%)
SRORG
:1—Z+o<i>.

On va en déduire un critere de convergence pour toutes les séries dont le terme général admet un

développement limité semblable.

Propriété 3.2.11 (Régle de Duhamel). Supposons que la suite (un)nGN vérifie le développement suivant
enmn — oo : )
’U/n,+1:1_a+0(>.
Up, n n
Alors :

— sia>1, la série Y u, converge;
— st <1, la série Y u, diverge.

Démonstration. On va montrer que (un)neN peut, & partir d’un certain rang, étre comparée a une suite
de la forme n%

Supposons 1 < a. On choisit 1 <1+ < a. On a

(=) (e () -5 ()

=(14e—a)+o(l).

14e¢
Cela signifie que la suite de terme général n (MUII - Y g?:ﬂs ) converge vers 1 + € — «, qui est stric-

tement négatif. Par conséquent, cette suite est strictement négative a partir d’un certain rang ng. On a
donc

N-1 N-1 1
DI I
- 1+e T O N1lte”

Ung 2 Un el 1/n N

1+£
A partir du rang ng, on a donc uy < = Nr—. Comme la série ) ﬁ converge, alors Y u,, aussi.
La preuve pour le cas a < 1 est similaire. O

(note 5). On rappelle que si up — 0, alors In(1 + upn) = up + o(un) = et e =1+ un + o(un).
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Quand on sait comparer les termes généraux de deux séries, on peut en déduire des comparaisons
entre les sommes partielles ou les restes des séries, d’apres la propriété suivante.

Propriété 3.2.12. Soit (un),cy €t (Vn),cy
— Supposons que la série Y u, diverge
— Si up ~ vy, alors Yy v, diverge et ET]Y:O Uy ~ Zg:o Up,

— Siup = o(vy), alors Y vy, diverge et Zﬁ;o Up =0 (ZQLO vn> ;

— Siup, = O(vy), alors > v, diverge et Zﬁ;o Up = O (Zgzo vn).
— Supposons que la série Y v, converge.

— Siup ~ vy, alors Y uy, converge et Y oL\ Un ~ Yoo nUp

— Siu, = o0(vy), alors Y uy, converge et Y > v, =030 nUn);

— Siu, = O0(vy), alors Y u, converge ety > yun =0 (30" n Un)-

deuz suites positives.

Démonstration. On fait seulement la preuve pour le premier cas, les cing autres étant semblables (ou
plus simples). Comme u,, ~ vy, pour tout 1 > & > 0 il existe un ng tel que si n > ng, on a

(I —e)v, <up < (1+¢)vy,

ce qui montre que Y v, diverge, puisque > u,, diverge.
Montrons maintenant 1’équivalence des sommes partielles. On a

no—1 N N no—1 N
un, + (1 —¢) Z vn<2un< Z up + (14 ¢) Z Upy-
n=0 n=no n=0 n=0 n=no
On en déduit '’encadrement
nog—1 N N no—1 N
ZnO:O Un, Zn:no Un Zn:() Unp Znozo Un, Zn:ng Un
Ni—k(l—s) N N N +(1+5)N7.
Zn:O Un, Zn:O Un Zn:O Un ano Un Zn:O Un
ng—1
Or, puisque la série > v, diverge, la suite (Zﬁ[:o vn) tend vers oo, ce qui implique que 2"570:
NeN n=0 Yn
N
tend vers 0 et E"ﬁ% vers 1. On en conclut
n=0 "1
N N
.. —o U . —o W
1l—e< hmmf% < llmsup% <l+e.

N—=oo Zn:O Un N—oo Zn:O Un

Ces inégalités étant vraies pour tout &, on en déduit que les limites supérieure et inférieure valent 1, de
Zg:o Un

N N
Sk converge vers 1, et donc que > ' up ~ > Un O

sorte que
Dans la propriété 3.2.12, il est important que les deux suites soient positives (ou au moins qu’elles
soient de signe constant & partir d’un certain rang). En effet, on peut construire le contre-exemple
suivant :
(="

NG

Uy = , Unp = Up + —.
n



54 CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

La série 3" u,, étant alternée , converge (*°* 6 alors que la série 3" v,, diverge & cause du terme % Les
deux suites sont pourtant équivalentes.

On énonce maintent le critere de comparaison séries/intégrales, qui permet de ramener ’étude de
certaines séries a 1’étude d’intégrales.

Théoreme 3.2.13. Soit f : [0,00[— [0, 00[ une fonction décroissante. Alors la série

T (f(n) - Wf(t)dt)

converge.

Du théoréme 3.2.13, on déduit que I'étude de la série > f(n) peut se ramener & celle de la primitive
de f :

Corollaire 3.2.14. Soit f vérifiant les hypothéses du théoréme 3.2.13. Alors la série Y f(n) converge
si et seulement si la fonction f est intégrable sur [0,00[. De plus,
— dans le cas ot Y, f(n) converge, on a

i< [T rwa< S o) -

n

— dans le cas ot Y, f(n) diverge, on a le développement asymptotique

néf(n) -/ " poya + i (- [

Remarquer que dans le développement (3.1), le premier terme tend vers oo, alors que le second est
constant.

Ce corollaire est illustré sur la figure 3.1 : la valeur de l'intégrale fon f(t)dt est encadrée par les

quantités Zz;é f(k) et 33—, f(k). L’énoncé du théoréme 3.2.13 correspond au fait que l'aire grisée est
finie.

n+1

f(t)dt) +o(1). (3.1)

Preuve du théoreme 3.2.13. Comme la fonction f est décroissante, on peut écrire
fln+1) < f(t) < f(n)sit € n,n+1],
d’ot1 on déduit
n+1
0<f)~ [ 10 < )~ Fnt ).

En sommant de n =0 & n = N, on obtient les inégalités

N
0§;<f(n)/n

(note 6). Voir la propriété 3.3.1 ci-dessous.

n+1 N
f(t)dt) <37 ) = fln+1) = F(0) — F(N +1).

n=0
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FI1GURE 3.1 — Comparaison d’une série et d’une intégrale.

Comme la suite f(n) est décroissante et minorée (par 0), elle converge vers une limite en co. On a donc

N

S (s~ [ swar) <50 - s

n=0

La série Y ( fln) — f:H f (t)dt) est donc une série & terme général positif dont les sommes partielles

sont bornées. Il s’agit donc d’une série convergente. O

Preuve du corollaire 3.2.14. L’expression

N N+1 N n+1
S s [ s@de=3 (s [T slea) (3.2
n=0 0 n=0 n
montre que la différence entre la suite des sommes partielles de Y f(n) et la suite ([’ f (x)dac)n oy est

une suite convergente (c’est le théoreme 3.2.13). Cela montre donc que Y f(n) est convergente si et
seulement si fon f(z)dz a une limite, c’est-a-dire si f est intégrable sur [0, ool

Dans le cas ou ces deux suites divergent, un passage & la limite dans (3.2) permet d’obtenir le
développement 3.1. Dans le cas ou elles convergent, ’encadrement énoncé s’obtient en sommant de N
A oo les inégalités f(n+1) < [ f(t)dt < f(n). O

On peut par exemple déduire de 1’équation (3.1) appliquée & la fonction définie par f(t) = —= le
développement asymptotique suivant :
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ol 7y est une constante (dont les permieres décimales sont 0.57721), appelée constante d’Euler (ou
d’Euler-Mascheroni). On sait assez peu de chose sur -, notamment on ignore encore a ce jour si elle est
rationnelle ou non.

3.3 Séries a termes complexes

Propriété 3.3.1 (Critere des séries alternées). Soit (uy), oy une suite réelle telle que (|unl), oy soit
décroissante et que deux termes consécutifs soient de signe opposés (une telle série est dit alternée).
Alors la série Y uy, est convergente. De plus, siuy <0, on a

N+1

N o0
Sun <D un <Y g
n=0 n=0 n=0

On a donc une estimation de la vitesse de convergence :

N oo
lunt1] — [un2| < Zun - Zun < lunt1].
n=0 n=0

Démonstration. Quitte a remplacer (un),cy Par (—un),cy, ON peut supposer que u, est du signe
de (—1)".
Considérons les deux suites (vy)nven et (wn)nen définies par

2N+1 2N
UN = g u, et wy = g U, -
N=0 n=0

On va montrer que ces deux suites sont adjacentes, de sorte qu’elles convergent vers la méme limite, ce
qui permettra de conclure que la série > u,, converge.

Tout d’abord, on a wy = vy —uan+1 > VN, puisque les termes de la suite (un)neN d’indices impairs
ont été supposés négatifs. Ensuite, vy11 — vy = vant2 + uan+s = (Juant2| — Juan+3|) <0 (puisque la
suite (|un|), oy décroit), de sorte que (vn)nen est croissante. De méme (wy)nen est décroissante. Enfin
on a |vy —wn| = |uan+1| qui tend vers 0. On a bien affaire & des suites adjacentes. O

Exemple : la série ) CD st convergente quel que soit o > 0. De plus, on remarque qu’elle n’est

ne

pas absolument convergente si 0 < o < 1.
On va montrer un résultat plus général que le théoreme des séries alternées. On va tout d’abord
montrer la propriété suivante, qui est un analogue discret de la formule d’intégration par parties.

Propriété 3.3.2 (Transformation d’Abel). Soit (uy),cy €t (Va),cn deux suites a valeurs complezes.
On pose

n
Un:E up et v, =V — Vi
k=0

On a alors, pour tout entier N > 1,

N N—-1
ZunVn =— Z U, vn 4+ UnVi.
n=0 n=0
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Dans I'énoncé de la propriété 3.3.2, la suite (U,), oy peut étre vue comme une “primitive” de la
suite (up), oy (une somme est analogue & une intégrale) et la suite (v,), .y peut étre vue comme une
“dérivée” de la suite (V;,),, oy (une différence est analogue a une dérivation)

Démonstration. On écrit :

N N N N
DoV = (Un=Un )V +UoVo =Y UV = > Un1Ve + Uo Vi
n=0 n=1 n;l 7];:711
= Z Unvn - Z UnVn+1
;;:_01 n=0
= Un(Va = Vay1) + UV
"o
= - Z Upvn +UnVi.
n=0

Cette écriture permet de montrer le résultat suivant.

Propriété 3.3.3. Soient (un),cy €t (Vi) en deux suites a valeurs complexes. Si les sommes partielles
de la série ) u, constituent une suite bornée et si la suite (Vy,), oy est positive et décroit vers 0, alors
la série Y u,V, converge.

Démonstration. On reprend les notations de la propriété 3.3.2. On va montrer que les sommes partielles
de la série ) u,V, constituent une suite de Cauchy. La suite (Up,), oy est majorée par une constante
notée C. On a alors

q q p—1
D unVa| =D V=) uaVs
n=p n=0 n=0
q—1 p—2
==Y Untn +UgVg+ > Unvn = Up—1Vp1
n=0 n=0
q—1
<D Unva| + UVl + [Up-1 Vi
n=p—1
q—1
< c( S Jonl + [Vl + vp_1|> .
n=p—1
Or, comme la suite (V,),cy décroit, on a |v,| = [Vop1 — Vy| = V,, = Viiq1. La somme du membre de

droite est donc une somme télescopique, et on obtient

q q—1
n=p n=p
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Le membre de droite tend vers 0 par hypotheése quand p et ¢ tendent vers linfini. La série > u,V,
satisfait donc le critere de Cauchy. O

Un corollaire important de ce théoreme est le suivant :

Corollaire 3.3.4. Pour toute suite positive (uy,)
les séries

nen décroissant vers 0 et tout réel 6 non multiple de 2,

Z ey, Z cos(nf)u,, et Z sin(nd)uy,

convergent.

Démonstration. Comme on a
Zcos(fnﬂ)un = Z (62'719“?" + efin0%> ot ZSIH(TL@)UTL _ Z (61'719“?" N 67in0u7n> ,

il suffit d’étudier la série 3 e"™u,,. Cette série rentre bien dans le cadre de la propriété 3.3.3 puisque

la suite (un), oy est positive et décroit vers 0, et les sommes partielles Z;V:o e vérifient (puisque

comme 6 ¢ 277, on a €' # 1)

2
1 =€

’ 1 — ei(N+1)8

1— e

et sont donc bornées. O

3.4 Séries doubles

Dans cette partie, on s’intéresse a des séries indexées par deuz entiers, de la forme ) uy, . Il y a alors
deux manieres naturelles de définir une somme de la série : en faisant d’abord la somme sur les indices n,
puis sur les indices m, ou bien dans l'autre sens. Autrement dit, on se demande tout d’abord si la
quantité v, = Yo7 U, m est bien définie, et si c’est le cas, si la quantité > >°_ v, = D00 S Uy,
est bien définie. Une autre question intéressante est de savoir si il existe un lien entre les deux quantités

0o oo 0o 0o
E E U, m €t E E U m -
n=0m=0 m=0n=0

La propriété suivante dit essentiellement que dans le cas ol uy, ,, > 0, toutes les quantités que ’on vient
de présenter sont définies et vérifient les relations auxquelles on peut s’attendre.

Propriété 3.4.1 (Théoreme de Fubini). So0it (tn,m)n,m)enz une famille de réels positifs indexée par
les couples (n,m) € N2. Si pour tout entier naturel m la série > o Un,m est convergente et si la
série Y, (D07 o Un,m) converge, alors, pour tout n, la série Y., Uy, ., converge, de méme que la série

Zn (Z:ZO un,m)' De pZUS, on a
(S w3 (S ) o
n=0 \m=0 m=0 \n=0
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On remarquera que, bien que tres naturelle, ’égalité (3.3) n’est pas forcément vraie sans hypothese
sur la famille (4 m)n,men et ce méme si les deux membres de I’égalité sont définis. En effet, en posant,
pour n,m > 0,

1 sin=m,
Upm =4 —1 sin=m+1,
0 sinon,

on vérifie les égalités
o0 oo o0 o0
g E Up,m = 1 et g E Up,m = 0.
n=0m=0 m=0n=0

Démonstration. Sous les hypotheses de ’énoncé, on a la majoration

M M o~ oo 00
§ Un,m < § § Un,m < § § Un,m-
m=0

m=0n=0 m=0n=0

Les sommes partielles de la série & termes positifs Y, ., sont donc majorées, de sorte que cette série
m ) )
converge.
Ensuite, on a

N M M N M oo oo 0o
Z Z Un,m = Z Zun,m < Z Zun,m < Z Zun,mu

n=0m=0 m=0n=0 m=0n=0 m=0n=0
En passant & la limite M — oo (ce qui est licite puisque N est fini), on trouve

N

oo o0 o0
S5 o €30

n=0m=0 m=0n=0
. Lo N ') , s N
de sorte que les sommes partielles de la série Y " (> "™y, m sont bornées. Comme cette série est a
termes positifs, on en déduit qu’elle converge. En passant a la limite dans la derniére inégalité, on trouve

0o 0o [SSIG]
5 5 Un,m < E g Un,m-
n=0m=0 m=0n=0

Par symétries entre les indices n et m, 1’égalité inverse est également vraie, et on en déduit 1’égalité des
sommes. O

Pour généraliser la propriété 3.4.1 aux cas des nombres complexes, on doit ajouter une hypothese de
convergence absolue :

Propriété 3.4.2. Soit (Un,m)n,m)en> une famille de nombres complexes indexée par les couples (n,m) €
N2. Si pour tout naturel m la série Y., |un,m| est convergente et si la série Y (30 o [tn,m|) converge,

alors les séries Y, Unm, Do Unims 2 (Do Unym) €6 2 (X ove o Un,m) convergent et on a

) oo ) oo
§ Un,m | = § Un,m
n=0 \m=0 m=0 \n=0
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Démonstration. La premiere partie de I’énoncé est une simple application de la propriété 3.4.1 et du fait
qu’une série absolument convergente est convergente. Pour montrer 1’égalité des sommes, on remarque
qu’on a I’égalité

N 9] N [e'S)
E Un,m | — E Un,m =
n=0 \m=0 m=0 \n=0

Ensuite, en utilisant l'inégalité triangulaire on a

)

(5] 25 )

n=0 \m=N+1 m=0 \n=N+1

N 0o N 00 N oo N 0o
(DD ol (5 oI [ o1 (D TS S of (b o)
n=0 \m=N+1 m=0 \n=N+1 n=0 \m=N+1 m=0 \n=N+1
(') N (%s) N
= Z < Iun,m|> + Z ( un,ml)
m=N+1 \n=0 n=N+1 \m=0
o0 o0 o0 o0
< 3 (Sl 3 (X ).
m=N+1 \n=0 n=N+1 \m=0
Le membre de droite tend bien vers 0, étant le reste d’une série convergente. O

On va maintenant énoncer une propriété du produit de Cauchy, ou produit de convolution de deux
séries, qui est la définition naturelle du produit de deux séries.

Définition 3.4.3. Soit (uy),cy et (Un),cy deus suites. On définit leur produit de Cauchy (wy, ),y par
la formule
n
Wy, = Z Uk Un—k-
k=0

Le produit de Cauchy est commutatif, puisqu'un changement de variable ¢ = n — k dans la somme
précédente donne

n n
Wy = E UpVUp—k — E Up—qUq-
k=0 q=0

Le produit de Cauchy se comporte bien vis a vis des séries absolument convergentes.

Propriété 3.4.4. Si les séries a termes complexes > u, et > v, sont absolument convergentes, alors
il en est de méme de la série Y wy, ol wy, = Y p_o UkVn—k. De plus on a

n=0 n=0 k=0 n=0

Démonstration. On a
N N

PAEDY

n=0 n=0

N n
< szkanka

n=0 k=0

n
§ UkUn—k

k=0
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On peut intervertir les deux sommes en écrivant

N N-—k
Zzlukllvn—kl —ZZWH% el=22 > luellegl,
n=0 k=0 k=0 k=n k=0 ¢=0

la derniere égalité s’obtenant par le changement de variable ¢ = n — k. On a donc
N N [eS) 00
> lwal <ZZIukllvq|— Zlukl D ol | < (D funl ) | D lval |
n=0 k=0 q=0 q=0 k=0 q=0

ce qui montre que la série Y w,, est absolument convergente, les sommes partielles de la série des modules
étant bornées. Pour montrer que la somme du produit de Cauchy vaut le produit des sommes, on écrit

2N N N 2N n N
down = | Dk | Dovg || = D> ukvns - Zw > v
n=0 k=0 q=0 n=0 k=0 q=0

En intervertissant les sommes et en faisant le changement de variables ¢ = n — k, on obtient

2N n N N 2N 2N N N
S wen (] (S )| = [0 D w3y
n=0 k=0 k=0 q=0 k=0n=k k=0 q:0
2N 2N—k
= Z Z UEVq — ZZukvq N
k=0 q=0 q=0 k=0

On peut alors écrire,

2N 2N—k 2N —k 2N —q
YD) IR 3) ST b Sl ETTRED ity Syt
k=0 ¢q=0 q=0 k=0 k=N+1 q=0 q=N+1 k=0
2N—k 2N 2N-—q
< Z D lullogl+ Y0 > funllvg]
k=N+1 q=0 q=N+1 k=0
2N 0o 2N o'}
< >0 Do lwdlogl+ Y0 D lullog]
k=N+1 q=0 q=N+1 k=0
) [eS) [eS) [eS)
<D0l ) (D lwal |+ D2 Teal ) (Dl
k=N+1 q=0 q=N+1 k=0

Les restes d’une série convergente tendent vers zéro, par conséquent le membre de droite tend vers 0, ce
qui acheéve la démonstration. O
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3.5 Exercices

Exercice 3.1.
Donner la nature des séries suivantes, et calculer la somme des éventuelles séries convergentes.

¥l e S,
Zn —|—n— ZS"sm <3n+1> Zi
I cosn (=™
Sy

Exercice 3.2.
Soit Y u, une série de terme général positif.

1. Montrer que si Y u, converge, alors Y u? converge pour tout a > 1.
2. Montrer que si Y u, diverge, alors Y u? diverge pour tout a < 1.
3. Montrer que Y

T42— converge si et seulement si ) u, converge.

Exercice 3.3.

Soit (an)n>1 une suite d’éléments de {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Montrer que la série > a,10~™ converge.
On notera 0.aiasas ... sa limite. Combien vaut 0.999...7 Sous quelle condition les réels 0.ajazas ...
et 0.b1b2b3 . .. sont-ils égaux ?

Exercice 3.4.
Soit > u, une série divergente dont le terme général est positif. Montrer que la série 2"7 diverge.
Exercice 3.5.

Soit u,, une suite décroissante de nombres réels positifs.

1. Montrer que si »_ u, converge, alors lim,, nu, = 0. La réciproque est-elle vraie? (On pourra
s’inspirer de l’exercice précédent)

2. Montrer que si la série Y u,, converge, alors > n(u, — un41) converge. Comparer les sommes de
ces deux séries.

3. Comparer les natures des séries
E Uy ; g Nuy2 et E 2" Ugn.

Exercice 3.6.
[Formule de Stirling]
On considere la suite u, = In(n!) — (n+ 3) In(n) + n.

1. Montrer que la série > (u,4+1 — uy,) est absolument convergente (on utilisera le développement
limité en O suivant : In(1 +z) =z — % + O(a?)).
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2. En déduire que u, converge et qu’il existe une constante C' ("% 7 telle que

n! ~ Ce "n"/n.

Exercice 3.7.
Donner la nature des séries suivantes (a et b sont des réels strictement positifs).

Inn

S wznn,zli"bn;z&m)n
Z(Ziz) Y i D (n5).

Exercice 3.8.
Donner un équivalent & 3.°0 - pour a > 1
q n=N nas P .

Exercice 3.9.
Quelle est la nature de la série >

la valeur de $°°°  (=D°

n=1 n

Exercice 3.10.
Donner la nature des séries données par

(_

" ? En utilisant le fait que la suite >_7_; k —Inn converge, donner

Z o"nP (Inn)Y

en fonction des réels a, 5 et vy (avec a > 0).

Exercice 3.11.

Quelle est la nature de la série » m ?

Exercice 3.12.

Montrer I'inégalité
N

N
1 1
—_<e il
Z nl = Z n Nl N’
n=0 n=0

En déduire que e est un nombre irrationnel.

Exercice 3.13.
Donner un équivalent & la fonction ¢ — > | %, pour t tendant vers 1.

Exercice 3.14. }
ue peut on dire du produit de Cauchy de la série >~ *—=— par elle-méme ? On rappelle que le produi
t on dire du produit de Cauchy de la séri Q}% 11 70 11 le produit
de Cauchy des séries Y u, et > v, est la série de terme général > ;' _ urvp—k.
Exercice 3.15.
Montrer la formule

(1—2) Z 12

(note 7). En fait, on a C = /2.



64 CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

ou z est un complexe vérifiant |z| < 1.
Exercice 3.16.
Soit z et z’ deux nombres complexes.
yan n
1. Montrer que la série ) | %5 converge absolument. On notera sa somme €.

’ ’
2. Montrer que e*e® = e*t7 .



Chapitre 4

Fonctions de la variable réelle

4.1 FEtude locale des fonctions

On va utiliser la terminologie suivante, qui sera utile par la suite.

Définition 4.1.1. Un voisinage d’un réel a est un sous-ensemble de R contenant un intervalle non-
trivial centré en a, c’est & dire un intervalle de la forme [a — e,a + €], pour un certain € > 0.

Par exemple, les ensembles | — 1,00, R, ou |J,,cn[n — 1/3,n + 1/3] sont des voisinages de 0. En
revanche, les ensembles [0, 1], [0, co[ ou @ n’en sont pas.

Définition 4.1.2. On dit qu’une fonction réelle f définie sur un voisinage I d’un point a a pour limite
en a la valeur [ si elle vérifie la proposition

Ve>0, In>0,Veel, (xr—al <n=|f(z)—1 <e).
Si la fonction f admet | comme limite au point a, on note

lim f(xz) =1, ou encore f(x) — L.
r—a r—a

On peut également parler des limites a gauche et a droite d’une fonction.

Définition 4.1.3. On dit qu’une fonction f définie au voisinage ™% V) d’un point a admet | comme
limite a gauche en a si elle vérifie la proposition

Ve >0, In>0, Ve el, (x €a—mn,a]) = (|f(zx) —1] <e).

On peut définir de méme la notion de limite & droite.
Si f admet I comme limite & gauche (resp. a droite) en a, on note

lim f(z) =1 ou lim f(z) =1 (resp. lim+ fl@)=1ou lim f(x)=1).

- >
T—=a Zl)i(l T Tr—a

(note 1). On peut aussi supposer que f n’est définie que sur un voisinage a gauche de a, c’est-a-dire sur un ensemble contenant
un sous-ensemble de la forme Ja — €, a], pour € > 0.

65
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Définition 4.1.4. On dit qu’une fonction f définie au voisinage d’un point a est continue en a si elle
admet une limite en a.

St la fonction f de I dans R est continue en tout point a de I, on dit qu’elle est continue sur I, ou tout
simplement qu’elle est continue. L’ensemble des fonctions continues sur I sera noté C(I,R).

Si f admet une limite ¢ gauche en a et que lim,_,,— f(z) = f(a), on dit que f est continue & gauche
en a. On définit de méme la continuité a droite.

FIGURE 4.1 — Continuité d’une fonction.

On peut exprimer la continuité a partir des limites a gauche et a droite :

Propriété 4.1.5. Une fonction f définie sur un voisinage de a est continue en a si et seulement si elle
est continue a gauche et a droite en a.

On peut caractériser la continuité de la maniere suivante :

Propriété 4.1.6 (Caractérisation séquentielle de la continuité). Soit f une fonction & valeurs réelles
définie sur un voisinage d’un point a.
— La fonction f est continue en a si et seulement si pour toute suite (uy), oy tendant vers a, la
suite ™% 2) (f(uy)), oy tend vers f(a).
— On peut également caractériser de cette maniére la continuité ¢ gauche (resp. & droite.) en se

limitant auzx suites prenant des valeurs strictement inférieures (resp. strictement supérieures)
da.

Démonstration. Supposons la fonction f continue en a, et soit (“n)neN une suite convergeant vers a.
Soit £ un réel positif. Par continuité de f en a, il existe un réel n tel que si |z —a| < n, alors | f(z)— f(a)] <
€. Mais par convergence de (uy),, oy Vvers a, il existe un indice ng tel que pour n > ng, on ait |u, —al <.
En conséquence, si n > ng, on a |f(u,) — f(a)| < e. Cela montre que la suite (f(un)),y converge
vers f(a).

Montrons I'implication inverse. Pour cela, nous allons passer par la contraposée. Supposons que la
fonction f ne soit pas continue. Par conséquent, il existe un réel € tel que pour tout 7, il existe un z,
dans Ja—n, a+n[ tel que |f(a)— f(xy)| > €. La suite (xl/”)neN converge vers a (puisque |21/, —a| < 1)
sans que (f(a:l/n))neN ne converge vers f(a) (puisque |f(a) — f(21/5)] > €). O

(note 2). Comme la suite (un), ¢y converge vers a et comme f est définie sur un voisinage de a, les u, sont dans le domaine
de définition de f pour n assez grand. Par conséquent, l’expression f(un) a bien un sens pour n assez grand.
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Cette caractérisation par les suites de la continuité permet de déduire des résultats sur les passages
a la limite a partir des méme résultats dans le cadre des suites.

Propriété 4.1.7. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage d’un point a telle que pour
tout x # a dans un voisinage de a on ait

f@) < g(2).
Si les deuz fonctions admettent une limite en a, alors ces limites vérifient

lim f(z) < lim g(x).

r—a r—a

La méme inégalité est vraie pour les limites a gauche ou a droite.

Démonstration. On considere une suite (uy),, oy tendant vers a. On a alors

lim f(u,) = liin f(@), et limg(u,) = lim g(x).

T—ra

On conclut alors en passant & la limite en n dans l'inégalité f(uy,) < g(uy). O

Il est important de noter que l'on ne peut pas conclure a une inégalité stricte entre les limites si on
a seulement une inégalité stricte entre les fonctions.

Propriété 4.1.8 (“Théoréme des gendarmes”). Soient f, g et h trois fonctions définies sur un voisinage
d’un point a telle que pour tout x dans un voisinage de a on ait

f(z) < g(z) < h(z).

Si f et h ont une limite en a et silimy_,, f(x) = lim,_, h(z), alors g admet également une limite en a
et

lim £(2) = lim g(z) = lim A(z).
Démonstration. On note A = lim,_,, f(z) = lim,_,, g(x).

Soit (un), ey une suite tendant vers a. Pour tout n, on a I'inégalité f(u,) < g(u,) < h(u,). Comme
de plus les deux suites (f(un)),cy €t (9(un)),cy convergent vers la méme limite A, le theoreme des
gendarmes pour les suites montre que la suite (g(un)),,cy converge vers . Comme la suite (uy,),cy est
arbitraire, cela montre que g admet une limite en a valant A.

Propriété 4.1.9. Soient f et g deuzx fonction continues en un point a. On a les propriétés suivantes :
— pour tout réel A\, la fonction \f est continue en a;
— la fonction f + g est continue en a ;
— la fonction fg est continue en a ;
— si f(a) # 0, alors f ne s’annule pas sur un voisinage de a. La fonction % est alors bien définie
sur un voisinage de a et est continue en a.

Autrement dit, ’ensemble des fonction continues en un point a constitue une algébre.

Démonstration. Laissée en exercice. O]
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Propriété 4.1.10. Soient f et g deux fonctions telles que f soit définie sur un voisinage I de a et
continue en a, et que g soit définie sur f(I) et continue en f(a). Alors go f est continue en a.

Démonstration. On note pour simplifer [, = lim,,_, r(4) g(y) et I; = lim, 4 f(2).

Soit £ un réel strictement positif. Par continuité de g en f(a), on peut trouver un réel n strictement
positif tel que si y est dans |f(a) — x| <7, alors |g(y) — 4| < . Mais alors, par continuité de f en a, on
peut trouver un réel strictement positif ¢ tel que si |z — a| < (, alors |f(z) — | < n. Par conséquent,
si |z —a| < ¢, alors |g(f(z)) — 4] <e. On a donc montré que g o f admettait I, comme limite en a. O

4.2 Fonctions continues sur un intervalle

Théoreme 4.2.1. [Théoréme des valeurs intermédiaires] Soit f une fonction continue d’un intervalle I
de R dans R. L’image f(I) de I par f est un intervalle.

Autre formulation :

Théoréme 4.2.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires 2). Soit f une fonction continue de [a,b]
dans R. Sic est tel que f(a) < ¢ < f(b) ou f(b) < ¢ < f(a), alors il existe x dans [a,b] tel que f(x) = c.

FIGURE 4.2 — Le théoreme des valeurs intermédiaires. Les points z1, x2, x3 correspondent aux valeurs
possibles de .

Il est important de comprendre que ce résultat n’est pas évident. Pour s’en convaincre, on peut
méditer sur 'exemple de la fonction de Q dans lui-méme qui & z associe 22 — 2. Cette fonction continue
prend une valeur négative en 0 et positive en 2, mais ne s’annule jamais (car v/2 n’est pas rationnel).

Une preuve du théoréme des valeurs intermédiaires fera en fait appel d’une maniere ou d’une autre a
la complétude de R, que ce soit sous la forme de suites de Cauchy, de la propriété de la borne supérieure,
de la propriété des segments emboités, etc.

Démonstration. On montre la deuxieme formulation du théoréme. On suppose f(a) < ¢ < f(b). Le cas
inverse s’en déduit en appliquant le résultat & la fonction —f. On pose A, = {z € [a,b], f(z) < c}.
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L’ensemble A. est borné (car contenu dans [a,b]). On peut donc définir g = sup A.. On va montrer
que f(zo) = ¢. Tout d’abord remarquons que par continuité on peut trouver £ > 0 tel que f(z) < ¢
pour x dans [a,a +¢] et que f(z) > ¢ pour x dans [b— e, b]. Par conséquent, x¢ est un élément de ]a, b[.
Ensuite, on remarque que f(z) > ¢ sur |xo,b]. Par continuité, on obtient f(zq) = lim,, o+ flz) > c
D’autre part, comme zg est la borne supérieure de A, il existe une suite (y, ),y d’éléments de A, qui
converge vers xg. Or f(y,) < ¢, Aot f(zo) = lim, 00 f(yn) < ¢. On déduit que f(zp) = c. O

Propriété 4.2.3. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Alors la fonction f est bornée
et atteint ses bornes. Autrement dit, il existe y et z dans [a,b] tels que

fy) < fz) < f(2) pour tout x de [a,b].

Démonstration. Ce résultat est basé sur la compacité de Uintervalle [a, b]. Il faudra donc a un moment
de la preuve utiliser cette propriété, par exemple avec le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

On pose M = sup f([a,b]) (qui peut a priori étre infini), et on choisit une suite (z,), .y telle
que (f(zn)),cn converge vers M. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de (z.,)
une sous-suite (‘T‘P(”))nGN convergente dont on note z la limite. Par continuité de f, la suite (f(x‘/’(")))nGN
converge vers f(z), dot M = f(z). On donc a montré que la fonction atteint sa borne supérieure. Le
cas de la borne inférieure se fait de maniere symétrique. O

neN

Définition 4.2.4. Soit f une fonction de I un intervalle de R dans R. On dit que f est uniformément
continue si elle vérifie la proposition

Ve >0, In>0, Y(z,y) € I?, (lz—yl <n) = (If(z) — fy)| < e).

Cette définition signifie intuitivement que la fonction f est continue “partout de la méme maniere”.
Il est intéressant de comparer cette définition avec celle de continuité. La continuité sur I s’exprime par
I’expression
Ve>0,Veel In>0,Vyel, (Jlr—y|<n=|f(z)— fly)| <e).

En revanche, I'uniforme continuité s’exprime par
Ve>0, In>0,Veel, Vyel, (x—yl<n=|f(z) - fy)l <o)

Autrement dit, dans le cas de la continuité simple, n peut dépendre de x, alors que pour I'uniforme
continuité 7 doit étre le méme pour tout x. On voit notamment que :

Propriété 4.2.5. Une fonction uniformément continue est continue.

La réciproque de cette propriété est bien entendu fausse comme le montre ’exemple de la fonc-
tion & — 22 (en effet les points z,, = n et y,, = n+ 1/n vérifient |z, — y,| = [n — (n+1/n)| =1/n — 0,
alors que |f(zn) — f(yn)] = [n?> — (N> + 2+ 1/n?)| =2+ 1/n? > 2).

Toutefois, on a une réciproque a la propriété 4.2.5 si ’on ne considere la fonction que sur un segment :

Théoréme 4.2.6. [Théoréme de Heine] Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors la
fonction f est uniformément continue sur [a, b].
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Démonstration. On va montrer la contraposée. La proposition “f n’est pas uniformément continue sur I”
s’écrit avec les quatificateurs

Je>0,Vn>0,3xel, Jyel, (|lxt—y|l <net|f(z,)— flyy)| >e).

Choisissons un tel . On consideére des suites (zn),cy €t (Yn) ey telles que |z, — yn| < L et [f(2,) —

f(yn)| > . Par la propriété de Bolzano-Weierstrass on en extrait des sous-suites convergentes (z,(n)). . N

ﬁ, les deux suites
ont la méme limite {. Or, on a I'inégalité |f(z,(n)) — f(Ypn))| > €, qui fait que la fonction f ne peut
pas étre pas continue. O

et (yW(”))neN (on est sur le segment [a, b]) ("°* 3). Comme on a |Zo(n) = Yo(m)] <

Un cas particulier de fonction uniformément continue est le suivant :

Définition 4.2.7. On dit qu’une fonction de I dans R est Lipshitzienne si il existe une constante k
telle que pour x ety dans I, on ait

[f(@) = f(y)] < klz —yl.
Propriété 4.2.8. Une fonction Lipschitzienne est uniformément continue.
Démonstration. Dans la définition de 'uniforme continuité, pour un & donné, il suffit de choisir n =
e/k. O
La réciproque est bien entendu fausse, comme on le voit sur I’exemple de la fonction z — y/z définie
sur [0,00][. En effet, les points 0 et 1/n vérifient ‘\/1/7— \@‘ = /1/n = /n|1/n — 0|. Si la fonction

était k-Lipschitzienne, on aurait alors v/n|1/n — 0| < k|1/n — 0|, de sorte que k devrait vérifier k > \/n
pour tout n, ce qui est impossible.

4.3 Dérivation

Définition 4.3.1. On dit qu’une fonction [ définie au voisinage d’un point a est dérivable en a si la
quantité w, appelée taux d’accroissement converge vers une limite quand h tend vers 0. La
limite du tauz d’accroissement est notée f'(a) et appelée dérivée de f au point a.

On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle ouvert est dérivable si elle est dérivable en tout
point de I. On peut alors définir sur I la fonction f’ appelée dérivée de f.

Au vu de cette définition, dire qu'une fonction est dérivable en un point a revient a dire que cette
fonction est proche d’une fonction affine au voisinage de a. Plus précisément f est proche de la fonction

z+ f(a) + (z —a)f'(a)
(voir la deuxieme remarque apres le corollaire 4.5.8). Ceci est illustré sur la figure 4.3 ou l'on a représenté
le graphe d’une fonction f ainsi que sa tangente en un point a, qui a pour équation y = f(a)+(z—a)f’(a).

L’écart entre la fonction et la tangente tend vers 0 quand x tend vers a.
La dérivabilité est une notion plus forte que la notion de continuité :

(note 3). On peut prendre la méme fonction extractrice ¢ pour (zn),cy €t (Yn),cn €n extrayant d’abord une sous-suite

convergente (m*PO("))neN de (zn),cy Duis en extrayant une sous-suite convergente (yv’o(‘Pl(")))neN de (y%"O(”))neN’ On

pose alors ¢ = ¢ 0 ¢1.
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FIGURE 4.3 — Une fonction et sa tangente.

Propriété 4.3.2. Si f est une fonction définie au voisinage d’un point a et est dérivable au point a,
alors [ est continue au point a.

Démonstration. On a
fla+h)— f(a)

) - @) = D)

Or, ii f est dérivable en a, ‘M

converge (vers | f'(a)]) quand h tend vers 0, et donc reste borné,

de sorte que
|f(a+h) = f(a)] < Ch = 0.
h—0

O

En revanche on peut trouver des fonctions continues mais non dérivables. L’exemple le plus simple
est la fonction valeur absolue, qui est continue sur R mais n’est pas dérivable en 0. En effet, on a

0+hl—J0] |n [1  sih>0,
h  h |-1 sih<O,

de sorte que le taux d’accroissement n’a pas de limite en 0.
La fonction valeur absolue est en revanche dérivable sur R\ {0}. On peut quand méme trouver des
fonctions continue qui ne sont dérivables en aucun point, comme dans la proposition suivante.

Propriété 4.3.3. Sia et b sont deux réels vérifiant |a| < 1 et |ab| > 1, alors la fonction f définie par

fx) = Z a" cos(b"x)

est continue sur R mais dérivable en aucun point.

Cette propriété se comprend bien en remarquant que la série > a™ converge de sorte que la série
définissant f est absolument convergente ("°*¢ %) alors que la série > (ab)™ diverge, de sorte que la

(note 4). Ce qui assure notamment que f est continue, voir la propriété 6.1.4.
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FIGURE 4.4 — Un exemple de fonction continue mais dérivable en aucun point.

série qui est naturellement candidate pour définir f/, & savoir — > (ab)™sin(b™x), n’est a priori pas
nécessairement convergente (ceci ne constitue bien entendu pas une preuve complete!). Sur la figure 4.4,
on a représenté la fonction f pour les valeurs a = 0.5 et b = 4.

Démonstration. Admis. O

La dérivabilité est stable par les opérations suivantes :

Propriété 4.3.4. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage d’un point a.
— La fonction f + g est dérivable au point a et on a (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a) ;
— La fonction \f est dérivable en a et (A\f)'(a) = Af'(a);
— La fonction fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f(a)g'(a) + f'(a)g(a) ;
a

/ , ’
— Si f(a) est non-nul, la fonction % est dérivable, et (%) (a) = —(}c(i)gz.

Démonstration. Les propriétés de linéarité viennent des propriétés équivalentes pour les limites.
Pour le produit, on écrit

fla+h)g(a +hh) —f@gla) _ flat h;z ~D g0+ ) + £(0)

gla+h) —g(a)
7 .

Les quantités M, gla+h), f(a) et M}W convergent respectivement vers f’(a), g(a), f(a)
et ¢’(a), et on sait que 'on peut passer a la limite dans un produit.

Pour l'inverse d’une fonction, on écrit (comme f est continue, on a f(a + h) # 0 pour h assez petit)
1 1

T~ 5w _ [ ZT@t D) s paypa ),

qui converge bien vers la limite voulue. O
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La formule donnant la dérivée du produit se comprend bien sur la figure 4.5 : la fonction z — f(z)g(x)
est la fonction qui a x associe la surface d’un rectangle de cotés f = f(x) et g = g(x). Si les cotés varient
respectivement d’une taille df = f(z + h) — f(z) et g(z + h) — g(z), alors la surface du rectangle varie
de f.dg + g.df + df.dg. Pour une fonction dérivable, df.dg est de 'ordre de h? et est donc négligeable,
pour h petit devant f.dg + g.df qui est de ordre de h. On obtient donc la formule d(fg) = f.dg+ g.df .

F.dg df.dg| |dg
fg df.g | |9
/ df

FIGURE 4.5 — Dérivée d’un produit.
Par récurrence, en appliquant plusieurs fois la formule (fg) = f'g + fg’, on obtient la formule
suivante :

Propriété 4.3.5 (Formule de Leibniz). Si f et g sont deuz fonctions n fois dérivables en un point a,
on a

(f9)™ (@) = CrfP(a)g" M (a).
k=0

On peut aussi composer les fonctions dérivables :

Propriété 4.3.6. Soit f : I — R une fonction dérivable au point a et g une fonction définie sur f(I)
et dérivable en f(a). Alors la fonction go f est dérivable en a et

(g0 f)(a) =g (f(a)f'(a).
Démonstration. Soit h un réel positif. On a

(goflla+h)—=(gof)la) _ g(f(a)+hf'(a)+hm)—g(f(a)
h h ’

f(a+h});f(a) — f'(a)

ou l'on a posé 7, = , qui tend vers 0 lorsque A tend vers 0. En conséquence,

(gof)lat+h)—(g0f)a) _ g(f(a) +hfa) + h1n) = 9(f(@)) (o v
h - (f/(a)+7h)h (f( )+ h)

_ g(f<a)+€h)7g(f(a))(f/(a)+7'h), (41)

En
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ot l'on a posé e, = (f'(a) + 7,)h. Comme ¢}, tend également vers 0 quand h tend vers 0, I'expression
en (4.1) tend bien vers ¢'(f(a))f'(a) quand h tend vers 0. O

On peut aussi calculer la dérivée d’une fonction réciproque de la maniére suivante :

Propriété 4.3.7. Soit f une fonction bijective d’un itervalle ouvert I dans un intervalle ouvert J. On
suppose f et sa réciproque continues. Pour a dans I, si f est dérivable en a avec f'(a) non-nul, alors
la fonction réciproque f=1 est dérivable en f(a) avec

1y 1
(@) = iy
Démonstration. En posant 7, = f~(f(a) + h) — a, on obtient f(a + 1,) — f(a) = h, de sorte que
@) R - @) @ —a
h h fla+m)—fla)

Par continuité de f et de f~!, la quantité 7, tend vers 0 quand h tend vers 0 ce qui nous donne le
résultat. O

Propriété 4.3.8. Soit f une fonction définie sur un voisinage de a et dérivable en a. Si a est un
extremum local pour la fonction f, alors f'(a) = 0.

On rappelle que si il existe un voisinage I d’un point a tel que f(z) < f(a) pour tout = dans I, on
dit que a est un mazimum local de f (ou que f admet un maximum local en a), si f(a) < f(z) pour =
dans I on dit que a est un minimum local, et que si a est un minimum local ou un maximum local, on
dit que a est un extremum local.

Sur la figure 4.6, on voit que la fonction a une dérivée nulle en ses extrema locaux a; (i € {1,2,3})
situés a l'interier de son intervalle de définition, mais pas en forcément en ses extrema ¢; (i € {1,2}),
situés aux bornes de 'intervalle de définition, puisque la fonction n’est pas définie sur un voisinage de
ces points. Toutefois, la dérivée peut s’annuler en des points qui ne sont pas des extrema locaux, comme
par exemple en b; (i € {1,2}).

FIGURE 4.6 — Extrema d’une fonction. Les points a; sont des extrema locaux de la fonction représentée.
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Démonstration. On peut supposer (quitte & changer f en —f) que a est un maximum local pour f. On
a donc, pour h assez petit f(a+ h) < f(a). En conséquence,

fla+h)— f(a) fla+h) = f(a)

"(a) = 1 <O0et f'(a)= i > 0.
fi(a) = lim . <Oet f'(a) = lim - >
La quantité f'(a) est donc a la fois positive et négative, elle est donc nulle. O

11 est important de remarque que on peut avoir f'(a) = 0 sans que f atteigne un minimum en a.
L’exemple le plus classique est la fonction z — 23 qui a une dérivée nulle en 0. C’est également le cas
de la fonction représentée en Figure 4.6 aux points by et bs.

Théoréme 4.3.9 (Théoreme de Rolle). Soit f une fonction continue de [a,b] dans R, dérivable sur
la,b[. Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ dans |a,b[ tel que f'(c) = 0.

Le théoreme de Rolle est illustré sur la figure 4.7, avec les différentes valeurs possibles de c.

FIGURE 4.7 — Le théoreme de Rolle.

Démonstration. Le résultat est évident si la fonction f est constante égale & f(a) sur l'intervalle [a, b],
car la dérivée de f est alors nulle en tout point de ]a, .

On peut donc supposer que f est non constante, et quitte a changer f en —f, on peut supposer
qu’elle prend une valeur strictement supérieure & f(a). Comme f est continue sur le segment [a, b], elle
atteint son maximum en un point ¢, qui est distinct de a et b (puisque la fonction atteint une valeur
strictement supérieure & f(a) = f(b)). Par la propriété 4.3.8, on déduit que f’(c) = 0. O

Théoréme 4.3.10 (Théoréme des accroissements finis). Soit f une fonction continue de [a,b] dans R,
dérivable sur |a,b[. Il existe un élément c de ]a,b] tel que

f®) = fa) = f'(e)(b - a).

Si la dérivée de f est bornée, on déduit notament de cette formule ’inégalité des accroissements finis :

[f(b) = f(a)] < |b— a|sup | f'(x)].

[ab]
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FIGURE 4.8 — Le théoreme des accroissements finis. Les fleches correspondent a une pente de M

—a

Le théoréeme des accroissements finis est illustré sur la figure 4.8.

L’inégalité des accroissements finis se comprend treés bien par un exemple de la vie courante : si vous
vous déplacer en voiture sur Pautoroute en respectant la limite de 130km/h, au bout d’une heure vous
vous trouverez nécéssairement a moins de 130 kilometres de votre point de départ.

Démonstration. 1l suffit ’appliquer le théoréme de Rolle & la fonction g définie sur [a, b] par

La fonction g est dérivable sur ]a, b[ (comme somme de f et d’un polynéme) et vérifie g(a) = 0, g(b) = 0.

Le théoréme de Rolle nous permet de conclure qu'il existe ¢ tel que ¢’(¢) = 0. Or ¢'(z) = f/(z)— W.

On a donc f(b) — f(a) = f'(c)(b— a). O

Propriété 4.3.11. Soit f une fonction dérivable définie sur un intervalle ouvert. Alors :
— [ est croissante si et seulement si elle vérifie f'(x) > 0 pour tout x ;
— f est décroissante si et seulement si elle vérifie f'(x) <0 pour tout x ;
— [ est constante si et seulement si elle vérifie f'(x) =0 pour tout x ;
— Si f vérifie f'(x) > 0 sur I, alors elle est strictement croissante ;
— Si f vérifie f'(z) <0 sur I, alors elle est strictement décroissante ;

Démonstration. Supposons que f est croissante. Si h > 0 alors, f(z+h)— f(z) > 0, d’ou w > 0.
De méme, si h < 0, on a f(x+h)— f(z) <0, de sorte w > 0. En passant a la limite h — 0, on
trouve donc f’(x) > 0. De méme, on montre qu'une fonction décroissante a une dérivée négative. Par
conséquent, une fonction constante, qui est croissante et décroissante, a une dérivée a la fois positive et
négative. Cette dérivée est donc nulle.
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Inversement, soit f une fonction ayant une dérivée positive sur lintervalle |a, b[, et soient o <
deux points de ]a,b[. Par le théoréme des accroissements finis, on peut trouver ¢ dans ]a,b[ tel que
f(B) — f(a) = f'(e)(B — «) qui est positif. Par conséquent, f(a) < f(B), ce qui montre que f est
croissante. De méme on montre qu’'une fonction a dérivée négative est décroissante et par conséquent,
qu'une fonction & dérivée nulle (c’est a dire & la fois positive et négative) est & la fois croissante et
décroissante, et donc constante. Enfin, on remarque que si la dérivée de f est strictement positive, la
quantité f(8) — f(a) = f'(¢)(8 — a) est également strictement positive, de sorte que f est strictement
croissante. O

Cette propriété n’est vraie que si f est définie sur un intervalle, comme le montre I'exemple de la

fonction f définie sur | — 1,0[ U ]0, 1] par la formule
0 sizel-1,0]
f(x)_{l sizel0,1]

qui a une dérivée nulle sans étre constante. Autre exemple : la fonction définie sur R* qui a x associe 1/x
a une dérivée strictement négative (—1/z2) en tout point de R*, mais n’est pas décroissante sur R*.

D’autre part, on ne peut pas affirmer qu'une fonction dérivable et strictement croissante admet une
dérivée strictement positive, comme le montre le contre-exemple de la fonction = — 23, définie sur R,
strictement croissante, mais qui admet une dérivée nulle en x = 0.

Corollaire 4.3.12. Si f et g sont deux fonctions dérivables définies sur un méme intervalle I et telles
que f'(x) = ¢'(x) pour tout x de I, alors elles ne différent que par une constante :

f=g+f(a) —g(a),
pour tout a de I.

Démonstration. La fonction f — g a une dérivée uniformément nulle, elle est donc constante. O

4.4 Comportement asymptotique des fonctions

4.4.1 Relations de comparaison

On peut utiliser les mémes relations de comparaison pour des fonctions que pour des suites. Cette
fois-ci, on va comparer le comportement de deux fonctions au voisinage d’un point donné (et non pas a
Pinfini comme on le faisait pour les suites).

Définition 4.4.1. Soient [ et g deux fonctions définies au voisinage d’un réel a.

— On dit que f est dominée par g au voisinage de a si il existe une constante C telle que |f(x)] <
Clg(x)| pour tout x dans un voisinage de a. On notera cette propriété f(x) = Oqu(g(x)) ou “f(x) =
O(g(z)) au voisinage de a” ou méme simplement f(x) = o(g(z)) si il n’y a pas d’ambiguité sur
le point a.

— On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si il existe une fonction € définie au
voisinage de a dont la limite en a vaut 0 et telle que |f(x)| < le(z)g(x)|. On notera f(x) =
04(g()), ou f(x) = o(g(x)).

— On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si f — g est négligeable devant g. On
notera f(z) ~a 9(x) ou f(x) ~ g(x).
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De maniere équivalente, on aurait pu définir les relations de comparaison a partir de ce que l'on a
déja fait sur les suites :

Propriété 4.4.2. Soient f et g deuz fonctions définies au voisinage d’un réel a.
— On a f(z) = oa(g(x)) si et seulement si f(un) = o(g(un)) pour toute suite (uy),cy tendant
vers a.
— On a f(x) = Ou(g(x)) si et seulement si f(un) = O(g(un)) pour toute suite (un), oy tendant
vers a.
— On a f(z) ~q g(x) si et seulement si f(un) ~ g(u,) pour toute suite (uy), oy tendant vers a.

Comme pour les suites, on a des caractérisations équivalentes de ces notions si la fonction g ne
s’annulle pas pres de a :

Propriété 4.4.3. Soit g une fonction définie sur un voisinage V de a telle que g(x) # 0 pour x
dans V' \ {a}. Alors :

— f(x) ~ g(x) si et seulement si lim,_,, % =1;
— f(x) =o(g(x)) si et seulement si lim,_,, ggg =0;

— f(x) = O(g(x)) si et seulement si % est borné pour x dans un certain voisinage de a.

4.4.2 Développements limités

On dit qu’une fonction f définie au voisinage d’un point a admet au un développement limité a
P'ordre n en a si on peut écrire

f@=a+a(z—a)+...+apn(z—a)" +o0,((x —a)™).
En pratique on préferera se ramener, par le changement de variables z = a + h a Iécriture
fla+h)=ap+arth+...+a,h" + og(h"™),

qui permet de ne considérer que des développements limités en 0.
Les développements limités permettent d’approcher localement une fonction par une fonction po-
lynéme. Nous illustrons ceci sur la figure 4.9, dans le cas de la fonction exponentielle qui admet pour

développement limité

2 1,3 1,4 1,5

e =ldrt T4 4o
2 76 24 120 '

On a représenté sur la figure 4.9 le graphe de fonction exponentielle a laquelle a été retranché le début de

2 2 3
son développement limité, a savoir les fonctions e*, e —1, " —1—z, e’ —1—w -5, " —1—z -5 — &
ete* —1—x— ””—22 - % - %. On a tracé le graphe sur un petit voisinage de 0 (& savoir [—0.1,0.1]).

Sur ce voisinage, la fonction se confond quasiment avec le premier terme du développement limité. Par
2
exemple ¢* — 1 — z =~ %-. Noter que I’échelle change d'un graphe au suivant.

Propriété 4.4.4. Soit f une fonction dérivable sur un voisinage de 0 dont la dérivée [’ admet un
développement limité a l’ordre n en 0 donné par

f'(z) = Po(x) + o(z"),
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5x 1076 10-7

| |

—0.1 0.1 —-0.1 0.1 —0.1 0.1
-1 —0.1 —5x 1073

0.1 —0/1/ 0.1
—5x 10~ —1077

FIGURE 4.9 — Exemple de développement limité : les graphes des fonctions e*, e* — 1, e* — 1 — x,
e —1—xz—12%/2,e*—1—ax—22/2—-2%/6et e® —1—x—2%/2—23/6 —2t/24.

ou P, est un polynome de degré n. Alors f admet un développement limité a l'ordre n + 1, donné par

f(2) = F(0) + / " Pa)dy + o).

Autrement dit, on peut intégrer terme a terme un développement limité.

Démonstration. On écrit f'(z) — P,(z) = xz"¢(z), ol € est une fonction tendant vers 0 en 0. La fonc-
tion z — f(z) — f(0) — fow P, (y)dy est une fonction nulle en 0, dérivable, de dérivée f' — P,. L’inégalité
des accroissements finis donne alors

‘f(x) - f(0) - /Om Pn(y)dy‘ < sup |f'(y) — Pu(y)| x |z| = sup |e(y)y”| x |z]

ye[-=,z] y€[—=,z]

< sup e(y)] x |z
yE[—z,]

= o(z"h).

La derniere égalité vient du fait que la fonction @ — sup ¢, le(y)| tend bien vers 0 lorsque x tend
vers 0. O

Propriété 4.4.5. Soit g une fonction admettant un développement limité en un point a a ['ordre n
gx)y=ap+ar1(z—a)+...+an(z—a)" +o((z — a)")
et f une fonction admettant un développement limité & lordre m en ag (remarquer que oy = g(a))

f@)=pBo+Pi(x —ap)+ ...+ Bm(z — )™ + o((z — ap)™)
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alors la fonction f o g admet un développement limité a 'ordre min(n,m) en a, obtenu en composant
les développements limités de f et g

Jfog(x) =P
+Bilar(z—a)+ ...+ an(z—a)™)
+ ...
+ Bm(ar(z—a)+ ...+ ap(z —a)™)™
Fof(x — aynen )

en ne gardant que les termes d’ordre inférieur ou égal ¢ min(n,m).

Démonstration. On écrit les termes négligeables explicitement sous la forme (x — a)"e1(xz — a) et (x —
ap)™ea(r — ap), ot €1(y) et e2(y) tendent vers 0 lorsque y tend vers 0. On remplace ensuite le
développement de g(z) dans celui de f(x) et on développe. O

4.5 Développement de Taylor

Définition 4.5.1. Soit f une fonction d’un intervalle I de R dans R. On dit que f est de classe C!
si elle est dérivable et si sa dérivée est continue. De méme on définit par récurrence les fonctions de
classe CkF*1 comme les fonctions dérivables dont la dérivée est de classe CF. On définit également les
fonctions de classe C comme les fonctions qui sont de classe C* pour tout entier k.

Lensemble des fonctions de classe C* (avec k dans N U {oo}) d’un intervalle I de R dans R est
noté Ck(I,R).

On définit la dérivée n-ieme d’une fonction par la relation de récurrence

{f<0><a:> = f(2),

f(n+1) — (f(”))’(:c) pour tout n > 0.

Définition 4.5.2. Soit f une fonction définie sur un voisinage d’un point a. On dit que f est n fois
dérivable au point a si elle est de classe C*~' au voisinage de a et si f*~V) est dérivable en a.
Si f estn fois dérivable en tout point d’un intervalle I de R, on dit qu’elle est n fois dérivable sur I.
On notera parfois D*(I,R) I’ensemble des fonctions de classe k fois dérivable d’un intervalle I de R

dans R.

Propriété 4.5.3. L’ensemble C*(I,R) (avec k dans N U {oo}) est stable par combinaison linéaire et
par produsit.

Démonstration. Cela se déduit des propriétés de dérivabilité d’un produit ou d’une combinaison linéaire.
O

On veut approcher une fonction f par un polynéme. Une maniere naturelle de faire au voisinage
d’un point a est d’utiliser la proposition suivante :

Propriété 4.5.4. Soit f une fonction n fois dérivable sur un voisinage de a € R. Il existe un unique
polynome P, de degré inférieur ou égal a n dont les dérivées en a coincident avec celles de f. Plus
précisément, pour 0 < k <n, on a

f®(a) = PM(a).
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Le polynome P,, appelé polynome de Taylor d’ordre n de f, est donné par
(X —a)"

Py = f(a) + f'(@)(X —a) +...+ f"(a)=—

(4.2)

Démonstration. L’ensemble E, des polynome de degré inférieur ou égal & n est un espace vectoriel de
dimension n + 1. La famille (H’;)kzov_m définie par 1If = (X;i,a)k est une base de cet espace dont la
base duale (3¢)x=o....» est définie par 0¢(P) = P*)(a) (pour le prouver, il suffit de vérifier que op(IIg)
vaut 1 si k = ¢ et 0 dans le cas contraire).

Pour toute suite (Ax)g=0,....n, il existe donc un unique polynéme P de E,, tel que 67 (P) = A, donné

par P =3, _, \II¢. En appliquant ce résultat a Ay = f(’“)(a)7 on obtient le résultat annoncé. O

Une question naturelle est alors de calculer 'erreur commise en approchant f(x) par la valeur P, (x)
ou P, est le polynéme de Taylor défini en (4.2). Plus précisément, on cherche une expression de la
quantité f(z) — P,(z), appelée reste de Taylor. C’est 'objet des formules de Taylor, qui sont données
par les théoremes 4.5.5, 4.5.6 et 4.5.7

Théoréme 4.5.5 (Formule de Taylor avec reste intégral). Si f est une fonction de classe C" 1 sur
un voisinage du point a, alors on a, pour tout h suffisament petit, le développement :

f(aJrh):J“’(a)Jrhf/(a)+w+m+w4r 1

at+h
3 e [ @ @,

Le reste intégral peut aussi s’écrire, apres le changement de variables £ = a + th comme

1 a+h prtl 1
(a+h—z)" fOF)(z)de = — / (1 —t)"f ) (q + th)dt.
: 0

nJ,
On remarquera que dans le cas n = 0, la formule de Taylor avec reste intégral est simplement la

formule f(b) — f(a) = f; f'(z)dz exprimant une fonction C! comme 'intégrale de sa dérivée.

Démonstration. C’est une récurrence sur n utilisant la formule d’intégration par parties. Pour n = 0,
I’égalité

a+h
fath) =@+ [ s

exprime simplement la fonction comme l'intégrale de sa dérivée (ce qui est prouvé au chapitre 5 dans la
propriété 5.2.1). En supposant vraie I’égalité au rang n, on montre I’égalité au rang n + 1 en intégrant

par parties (f("*1) se dérive en f("+? et L(a+ h — )" se primitive en fﬁ(a +h—z)"t)
1 a+h a+h
=l (a+h—2)"f(2)de = [—M(a + h—z) D ()
1 a+t+h
+ m / (a +h— x)"+1f(“+2) (SL’)dLE
=0+ (n " 1)| thrlf(nJrl)(a)
1 at+h
+ m / (a + h— 1’)n+1f(n+2) (ZL’)d(t
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O

On peut affaiblir 'hypothese “f de classe C"*t1” quitte & avoir une expression moins précise du reste.

Théoréme 4.5.6 (Formule de Taylor-Lagrange). Si f est une fonction n + 1 fois dérivable sur un
voisinage d’un point a, alors pour tout h tel que [a,a + h] (mote 5) soit inclus dans le domaine de
définition de f, il existe o dans [0,1] tel que

h2 f!! hr (n) pntl
@,

5 oo T @t ah).

fla+h) = f(a)+hf'(a) +

Notamment, si {1 est bornée, on en déduit la majoration de Uerreur :

h2f//(a) N N hnf(n)(a)>’ - hn+1

5 . ' sup |f ) (a + ah)|.
n!

(n+1)! o<a<i

‘f(a w0 (@) + (@) +

On remarquera que le cas n = 0 est exactement le théoreme des accroissements finis.

Démonstration. On pose

n _kpk£R) (g
k=0 ’

On vérifie alors que ¢ est dérivable, puisque f est de classe C" et que f(™) est dérivable. On a »(0) =

>oreo hkf;:!)(a) —Xet o(1) = f(a+ h). Le choix

— hk ¥ (a)
A:—f(a+h)+ZT
k=0
permet donc d’avoir ¢(0) = (1), ce qui permet d’appliquer le théoréme de Rolle & la fonction ¢. 11
existe donc un « dans [0, 1] tel que
(1 — )R ) (g 4 ah)

¢'(a) = p —(n+ DAl —a)" =0,

et la définition de A permet de conclure. O

On peut également se passer de I’hypothese selon laquelle f(™) est dérivable en cherchant une ex-
pression encore moins fine du reste.

Théoréme 4.5.7 (Formule de Taylor-Young). Si f est une fonction de classe C"~* au voisinage d’un

point a telle que f*~1 soit dérivable en a, alors on a le développement :

h2 1" (a hn (n) a
@ )
2 n!

fla+h) = f(a) + hf'(a) + +o(h™).

Le cas n = 0 est simplement la définition de la continuité de f en a, et le cas n = 1 est la définition
de la dérivabilité de f en a.

(note 5). ou [a + h,al], si h est négatif.
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Démonstration. On le montre par récurrence.

Le cas n =1 correspond a la définition de la dérivabilité de f en a.

Supposons la propriété vraie au rang n. Si la fonction f est de classe C" avec f(™ dérivable, alors f’
est de classe C" ™! et sa dérivée n — 1°™€ est dérivable, on peut donc lui appliquer la propriété, de sorte
que

h2 " hn (n+1)
Flatn) = @)+ hp'()+ DO I g,
11 suffit ensuite d’intégrer ce développement limité en vertu de la propriété 4.4.4. O

Il est important de remarquer que dans chacun des théorémes 4.5.5, 4.5.6 et 4.5.7, les hypotheses
correspondent aux hypotheses “minimales” pour que la formule obtenue ait un sens. En effet :
— dans la formule de Taylor avec reste intégral, on doit pouvoir définir I'intégrale faisant intervernir
la fonction f"*!, on demande donc par exemple que f soit de classe C" 1 ;
— dans la formule de Taylor-Lagrange, f("*1) (a4 ah) n’est définie que si f est n+ 1 fois dérivable ;
— dans la formule de Taylor-Young, le dernier terme du développement n’a de sens que si f est
dérivable en a.
De plus, dans cette série de trois théoréemes, les hypotheses sont de plus en plus faibles, ce qui fait que
les conclusions sont également de plus en plus faibles.

Corollaire 4.5.8. Une fonction n fois dérivable en un point a admet un développement limité a l’ordre n
au point a.

Quelques remarques :

— La réciproque du corollaire 4.5.8 est fausse! Pour s’en convaincre, il suffit de considérer une
fonction f continue mais non dérivable, vérifiant f(0) = 0t 6 On pose ensuite f,(z) =
2" f(x). Comme f est continue en 0 avec f(0) =0, on a f,(x) = o(z™) en 0. Cependant, si n > 2,
la fonction f,, n’est dérivable qu’au point z = 0.

— Toutefois, une partie de la réciproque pour n = 1 est vraie. En effet, le développement limité
a Pordre 1, f(z 4+ h) = f(z) + hA + o(h) revient exactement & la définition de la dérivabilité
de f en x avec f'(z) = A. En fait ce qui empéche de passer & n supérieur a 1 est le fait qu’un
développement limité donne de l'information sur la fonction (par exemple si elle est dérivable),
mais pas sur ses dérivées (par exemple il n’indique pas que la dérivée est dérivable).

4.6 Exercices

Exercice 4.1.
Calculer la dérivée n°™¢ des fonctions

2 1
224 2cos(f)x 4+ 17

h(z) = cos(2z)e” et k(x) = sin(z)e?* (z? — z).

Exercice 4.2.
Déterminer la droite asymptote en © = oo des fonction suivantes, et préciser la position de la courbe

(note 6). On a admis 'existence de telles fonctions, voir la propriété 4.3.3



84 CHAPITRE 4. FONCTIONS DE LA VARIABLE REELLE

par rapport a I’asymptote :

3 —202+2 Vit +a3+ax—1

T2 — , 2% In(x) — 22 In(1 + 2).

Exercice 4.3.
Donner le développement limité a ’ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :

M, sin(e” — 1), tan(zx), M7 (cos(z))sn@),
cos(z) x

Exercice 4.4.

Trouver de trois manieres différentes le développement limité a 'ordre 5 de la fonction tan. On pourra

utiliser la définition de la fonction tan, utiliser ’expression de sa dérivée, ou encore inverser la fonc-

tion arctan.

Exercice 4.5.
Donner les limites en x = 0 des expressions suivantes :

In(1 + 2z) —sin(z)  e* — cos(2x) Vaz a3 -z —2%/2  cos(z)® —1 p, gein@), ( x >wl"’ .

e3r —1 " tan(2x) — sin(z)’ In(1 4+ z) — sin(z — 22/2)" sin(z) — = sin(z)

Exercice 4.6.
Montrer que la fonction
classe C1 ?

% peut se prolonger par continuité en 0. Le prolongement est-il de

Exercice 4.7.
Trouver la limite en z = 0 de la fonction f définie par

tan(sin(z)) — sin(tan(z))

fz) =

arctan(arcsin(x)) — arcsin(arctan(z))

(cet exercice peut se faire sans trop de calculs si on s’y prend bien).

Exercice 4.8.
Soit a > 0 et ug # 0 deux réels. Montrer que la relation de récurrence

2

n R

ou, 2 ou,

Uz —a Uy «

Up+1 = Up —

définit bien une suite (u,)nen. Montrer que (uy,)nen converge et calculer sa limite. Donner une ma-
joration de w, — limy ux quand n tend vers l'infini (éventuellement en supposant |ug — lim,, u,| assez
petit).

Exercice 4.9.
Soit n un entier supérieur ou égal a trois. Montrer que 1’équation e®* = nx a deux solutions réelles
ap, < b,. Quel sont les comportements asymptotiques de (an)nen €t (bn)nen?
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Exercice 4.10.
Caractériser les fonctions continues de R dans R vérifiant ’équation fonctionnelle :

flx+y) = f(z)+ fy).

Et si on suppose seulement f continue en 07 Méme question pour les équations

flx+y) = f@)f(y), flay) = f(x)+ fy) et flay) = f(x)f(y)

(pour les deux derniéres, on prendra f de ]0,00[ dans R, et on considérera le point 1 plutét que 0).

Exercice 4.11.
Donner un exemple de fonction de R dans R continue en aucun point ; en un seul point. Montrer que la
fonction f de R dans R définie par

q

Losiz= £ est un rationnel (écrit sous forme de fraction irréductible)
0 sinon

est continue en tout point de R\ Q mais en aucun point de Q.

Exercice 4.12.
Soit f une fonction k-Lipschitzienne de R dans R avec k < 1.

1. On définit, pour zy un réel donné, la suite (z,)nen par la relation de récurrence x, 11 = f(x,).
Montrer que (z,)nen est de Cauchy ;

2. En déduire qu’il existe un unique réel z tel que f(z) = z;

3. La conclusion précédente est elle toujours valide si f va de I dans I, ou I est un intervalle ouvert 7
fermé ?

Exercice 4.13.

Montrer que la fonction f : R — R qui & x associe £ est continue mais pas uniformément continue.
Montrer que la fontion g : RT — R qui & z associe y/Z est uniformément continue, mais pas Lipschit-
zienne.

2

Exercice 4.14.
Montrer que si une fonction f : R — R est uniformément continue, alors on peut trouver deux constantes
réelles a et b telles que |f(z)| < alz| + b. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 4.15.
Montrer qu'une fonction f : R — R est uniformément continue si et seulement si il existe une fonction w
de [0, co[ dans [0, oo telle que lim;_qw(t) = 0 et que pour tous réels z, y, on ait

[f (@) = f(y)] <w(lz—y)).

Retrouver a partir de cela le fait que les fonctions Lipschitziennes sont uniformément continues.

Exercice 4.16.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x?sin(L1). Est-elle dérivable ? Est-elle de classe C! ?

x
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Exercice 4.17.
Montrer que la fonction de R dans R définie par

0 siz <0
xTr) =
/(@) {eacl2 sixz>0
est de classe C*.

Exercice 4.18.
Soit f une fonction de classe C! sur [a,b] telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que pour tout x de [a, b],

b
|f(x)] < %/ |f (@) |da.

Exercice 4.19.
Soit f une fonction de R dans R de classe C? telle que f et f” soient bornées. Montrer que 1'on a

sup /(a)| <2 (sup ()] sup (o)
z€R zeR zeR
(on pourra commencer par montrer |f(z)| < hsup,cp |f(@)| +  sup,cg |/ ()] quels que soient z € R

et h > 0).

Exercice 4.20.

Soit P € R[X] un polynéme scindé (sur R). Montrer que P’ est également scindé sur R et que ses racines
sont comprises entre la plus petite et la plus grande racine de P. Montrer que si les racines de P sont
distinctes, alors les racines de P’ le sont aussi.

Exercice 4.21.
Soit f une fonction de classe C? de [0, 1] dans R nulle en 0. Quelle est la limite de

21 (%)

Et celle de

n
> ()
i \nTk

Exercice 4.22.

Soit f une fonction dérivable en tout point de [0,1]. On suppose f'(0) < f/(1). Pour « un élément
de ]f7(0), f/(1)[ et « € [0,1], on pose go(z) = f(x) — cx. Montrer que g, est continue sur [0,1] et que
son minimum n’est atteint ni en 0 ni en 1. En déduire que la fonction f” vérifie le théoreme des valeurs
intermédiaires.

Exercice 4.23.
Soit f une fonction continue de R dans [0, 00| telle que lim;—, oo f(¢) = lims oo f(t) = 0. Montrer
que f est majorée et atteint sa borne supérieure.



Chapitre 5

Intégration

5.1 Intégration sur un segment

Il existe plusieurs théories de I'intégration, permettant de donner un sens a 'intégrale des fonctions
appartenant a une certaine catégorie de fonctions, plus ou moins vaste selon la théorie utilisée. La théorie
de l'intégration que nous présenterons ici la théorie de 'intégration au sens de Riemann. Nous allons
revenir sur la construction de cette intégrale.

La notion d’intégrale a pour objectif d’associer & une fonction f de [a,b] dans R un nombre,
noté fab f(z)dz, qui correspondrait & la “taille” de cette fonction. On peut notamment penser a la
surface présente sous le graphe de la fonction. Idéalement, on voudrait que cette notion ait un sens pour
la plus grande classe de fonctions possibles.

On s’attend a ce que l'intégrale vérifie les propriétés “évidentes” suivantes :

(croissance) Si f et g sont deux fonctions ayant une intégrale et telles que f < g, alors

/a " flayde < / " (@)

(linéarité) Si f et g sont deux fonctions admettant une intégrale et A et p sont deux réels, alors Af + pug
admet une intégrale qui vaut

/ab M (z) + pg(z)dr = A/ab f(z)dx + p,/abg(m)dx.

(cas des fonctions élémentaires) Si « et 8 sont des éléments de [a,b] avec a < 3, alors la fonc-
tion 14, gy (note 1), (note 2) "5 yne intégrale, donnée par

b
/ lap =F—a

(note 1). Les parentheses désignent des crochets ouverts ou fermés
(note 2). Pour une partie A de R la fonction 14, appelée indicatrice de A est définie par 14(z) = 1siz € Aet 14(z) =0
sinon.

87
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Nous allons maintenant partir de ces trois propriétés élémentaires pour en déduire une notion d’intégrale
pouvant s’appliquer a une classe plus grande de fonctions, contenant notamment toutes les fonctions
continues sur [a, b].

Définition 5.1.1. — On appelle subdivision d’un segment [a,b] une suite finie
a=20< 21 <...<Tp_1 <z, =n>0

La quantité max;-:Ol |xit1 — x;| s’appelle le pas de la subdivision.

— On dit qu’une fonction f définie sur un segment [a,b] est en escalier si il existe une subdivi-
sion (z;)i=0,...n de [a,b] telle que f soit constante sur Uintervalle |x;, x;41[. On notera E([a, b))
(ou simplement £ s’il n’y a pas d’ambiguités) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a,b].

Une fonction en escalier est donc de la forme

n n
fx) = Z )‘il]fi—hwi[(x) + Zﬂil{wi}(x)7
i=1 i=0
avec a =29 < 1 < ... < Tp_1 < T, = b. La propriété de linéarité permet de définir 'intégrale d’une

fonction en escalier a partir des intégrales de fonctions élémentaires : en effet, on peut écrire

n

b n n b
/ Z)\il]mi,a;,-,l[(if)dx = Z )\i/ l]xi7$,£71[(£€)d1‘ = Z )\i(asi — xi_l).
@ =1 i=1 a

=1

Noter que les fonctions de la forme 1., ont une intégrale nulle, on va donc les oublier dans le reste du
chapitre.

Soit f une fonction définie sur un segment [a, b]. On suppose que la fonction f admet une intégrale.
Si v et w sont des fonctions en escalier sur [a,b] telles que v < f < w, la propriété de croissance nous
donne 'inégalité suivante, illustrée sur la figure 5.1

/abv(z)dx < /ab fl@)dx < /abw(x)d:c.

En passant a la borne supérieure sur toutes les fonctions v en escalier inférieures & f et a la borne
inférieure sur toutes les fonctions w en escalier supérieures a f, on obtient ’encadrement

sup /abv(:z:)d:cg/abf(a:)dmg inf /abw(os)dz.

vel, v<f weé, f<w
On est donc amenés naturellement a la définition suivante :

Définition 5.1.2. On dit qu’une fonction f définie sur un segment [a,b] est intégrable (au sens de Rie-

mann, ou encore Riemann-intégrable) si les quantités sup,cg ,<s f:v(x)dx et infyee f<w f:w(x)dx
sont finies et égales. On définit alors U'intégrale de f comme la valeur commune

/ab f(z)dz = sup /abv(m)da: = inf /abw(:c)dx.

veE, v<f wee€, f<w
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FIGURE 5.1 — Encadrement d’une fonction par des fonctions en escalier. L’aire sous la courbe est encadrée
par les deux surfaces grisées.

Le principe de cette définition est le suivant : on sait intégrer les fonctions en escalier, dont les graphes
ne sont que des réunions de rectangles, la propriété de croissance de l'intégrale permet donc d’encadrer
I’hypothétique intégrale d’une fonction f par les bornes inférieures et supérieures de la définition 5.1.2.
Quand ces deux bornes sont égales, I'intégrale de la fonction, si elle existe, ne peut pas valoir autre chose
que la valeur commune de ces deux bornes. On définit donc 'intégrale de f de cette maniere.

Il existe des fonctions bornées qui ne sont pas intégrables au sens de Riemann. L’exemple le plus
simple est la fonction 1g qui vaut 1 sur I’ensemble des rationnels et 0 en dehors. Montrons que cette
fonction n’est pas intégrable sur le segment [0, 1] (pour fixer les idées). Tout d’abord, on a un encadrement
de la fonction 1g donné par 0 < 1g < 1 sur le segment [0, 1], de sorte qu’on a les inégalités

1 1

sup / v(xz)dz >0 et inf / w(z)dr < 1. (5.1)
vel, v<lg JO wee€, 1g<w Jy

De plus, si v une fonction en escalier avec v < 1g, en écrivant v = Z?:l Ailp, 40 avec 0 =t <

t1 < ... <t, =1, on voit que 'on a nécessairement \; < 0, de sorte que fol v(z)dz < 0. En passant

a la borne supérieure et en utilisant (5.1), on obtient sup,cg, ,<1, fol v(z)dz = 0. De méme, on au-

rait inf,,cg, 1p<w fol w(z)dz = 1. Les bornes supérieures et inférieures de la définition 5.1.2 ne sont pas
égales dans le cas de la fonction 1g, ce qui signifie que cette fonction n’est pas intégrable au sens de
Riemann.

En utilisant le fait que les bornes inférieures et supérieures de la définition 5.1.2 peuvent étre ap-
prochée a e pres pour tout € > 0, on peut reformuler la définition 5.1.2 de la maniere suivante :

Propriété 5.1.3. Une fonction [ de [a,b] dans R est intégrable au sens de Riemann si et seulement si
pour tout € > 0 il existe deux fonctions v et w en escalier sur [a,b] satisfaisant u < f < w et

b
0< / (w(z) — u(2))ds < e. (5.2)

On utilise également la convention suivante, de sorte que la relation de Chasles soit vérifiée :
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Définition 5.1.4. Sib < a et si f est une fonction intégrable sur [b,a] on définit

/ab fz)dx = —/ba f(z)dx.

Cette convention donne la propriété suivante :

Propriété 5.1.5 (Propriété de Chasles). Si a, b et ¢ sont trois réels et si f est fonction intégrable
définie sur un segment I contenant a, b et ¢, alors

/ab f(z)dx + /bc f(x)dz = /:f(x)dm.

Démonstration. Supposons que a < b < ¢. On a alors,

b . . c
/a f(x)der/b f(:v)dx:/a l[a,b](:r)f(q;)der/a 1]b,c](l‘)f(:1:)dx
:/ (La,5) (%) + 1 g (2)) f(7)dz
= Cf(x)dac.

Si a < ¢ < b on fait un calcul similaire en utilisant la convention de la définition 5.1.4 et en remarquant
que 1jq 3 (2) = Lep)(z) = 1g,cf(2). Les autres cas se traitent de maniere similaire. O

Propriété 5.1.6. Une fonction intégrable au sens de Riemann sur un segment [a,b] est bornée.

Démonstration. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur un segment [a, b]. Par définition, les quan-
tités inf, < s f: v(z)dz et sup <, fab w(z)dx sont finies. Notamment, ’'ensemble des fonctions en escalier v
et w telles que v < f < w est non vide. Or, une fonction en escalier sur un segment est bornée, de sorte
que infv < f < supw, et la fonction f est bornée. O

Dans la pratique, on se limitera & un sous-ensemble de ’ensemble des fonctions intégrables, plus
simple & caractériser, qui contient les fonctions continues. Il s’agit de I’ensemble des fonctions continues
par morceaur, défini ci-dessous.

Définition 5.1.7. On dit qu’une fonction définie sur un segment [a,b] est continue par morceaux si il
existe une subdivision (z;)i—o,...n de [a,b] telle que fiy, o, [ s0it continue et admette des limites en x;

et en Tiiq-

Propriété 5.1.8. Toute fonction continue par morceauz sur un segment [a,b] est intégrable.

Démonstration. Quitte a faire un changement de variable on peut supposer [a,b] = [0, 1]. On va en fait
montrer qu’'une fonction continue sur [0, 1] est intégrable. En effet, si est f une fonction continue par
morceaux relativement a la subdivision 0 = zg < 1 < ... < x, = 1, il suffit de considérer successivement
chaque intervalle [z;_1,x;] pour se ramener & des fonctions continues.
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On considére donc une fonction f continue sur le segment [0, 1], et € un réel strictement positif. Par le
théoreme de Heine, f est uniformément continue sur [0, 1] et il existe donc un entier N tel que si |z —y| <
> alors | f(x)—f(y)| <e.Sionposex; = 5, onadonc0 < maXyee, , 2, f(T)—Mingem, o) f(2) <e.
On définit deux fonctions en escalier v et w de la maniére suivante :

v = Z < min (x)) X L[p |z €0 W= Z ( max f(:z:)) X Lzt al

T€[xi—1,2] = r€[Ti—1,T4]

Onaalorsv < f <wet fol w(z) —v(x)de < e. O
Nous allons maintenant voir une maniere plus explicite de calculer I'intégrale.

Définition 5.1.9. Soit f une fonction définie sur [a,b], et (z;)i=o,...n une subdivision de [a,b]. On
appelle somme de Riemann associée a la subdivision (z;)i=o,... n toute somme de la forme

n

D fled) (i —wim)

i=1
ol ¢; est un élément de [x;_1,x;].
On a la caractérisation suivante des fonctions intégrables.

Propriété 5.1.10. Une fonction [ définie sur un segment [a,b] est intégrable si et seulement si les
sommes de Riemann associées auz subdivisions de [a,b] convergent quand le pas de la subdivision tend
vers 0.

Plus précisément f est intégrable si et seulement la proposition suivante est vraie :

INER, Ve>0, In >0, Y(x;)izo,....n subdivision, Ye; € [x;-1, 4],

(m%lx|xi — x| < 77) = ( < 6) .
1=

. . . o opb
Le réel A est alors nécessairement égal a [ f(x)dx.
a
Démonstration. Pour montrer le sens direct, on va d’abord raisonner sur les fonctions en escalier. Si u
est une fonction en escalier et si a = o < x1 < ... < x,, = b, est une subdivision de [a, b], alors

ﬂiz_l) A

n

b
Zu(cl)(a: Ti_1) — /u(x)dm

=1

<M x [supu— inf u | x max |z; — z;_1],
[a,b] [a,b] =1
ot M est le nombre de discontinuités de la fonction u. Par conséquent quand le pas de la subdivision

tend vers 0, la quantité Y . | u(¢;)(x; — ;1) converge vers f x)dx. Pour une fonction f intégrable
sur [a, b] quelconque, pour € > 0, il existe par définition deux fonctlons en escalier v et w avec v < f < w

et 0 < f: w(z) — v(z)dz < e. On a donc l'inégalité

Zv(ci)(fﬂi —xi—1) < Zf(cz‘)(xi —xi1) <Y wle) (@i — 1), (5.3)



92 CHAPITRE 5. INTEGRATION

Comme les fonction v et w sont en escalier, le membre de droite de (5.3) converge, quand le pas de
la subdivision tend vers 0, vers [ w " w(x)dz qui est inférieur & f; f(z)dz + ¢ et le membre de gauche

vers f x)dx qui est superleur a f f(z)dz —e. Ceci étant vrai pour tout €, la quantité Y1 | f(c;)(z; —

x;—1) converge bien vers fa f(z

Inversement, supposons que f est une fonction définie sur [a,b] telle que les sommes de Riemann
convergent vers un réel A quand le pas de la subdivision tend vers 0, et soit £ un réel positif. Considérons
le réel 1 tel que les subdivisions de pas < 7 conduisent & des sommes de Riemann valant A a § pres.
Considérons alors une subdivision (z;);=o....» de pas < 7, et définissons deux fonctions en escalier v et w

par

.....

v(x) = Z ( inf f(a:)) 1, 2 et w(z) = Z ( sup f(:c)) 1, il

i=1 [xi—lymi[ i—1 [xi717xi[

Onaalorsv < f <w et

/0 w() - of =_Z< sup f(a)— inf f(ar)> (2 — 21)

[@i1,2i[ [@i—1,24]
<(A+e/2)—(A—¢/2) =e.

Par la propriété 5.1.3, cela montre que la fonction f est intégrable au sens de Riemann.
O

En pratique, la propriété 5.1.10 est surtout utilisée dans le cas ou la subdivision utilisée est la

subdivision uniforme (ugu’b]’n)ie{o7.__,n} sur [a, b] définie par

Le pas de cette subdivision vaut b*T“, ce qui tend bien vers 0. On obtient donc le résultat suivant :

Corollaire 5.1.11. Si f est une fonction Riemann intégrable sur le segment [a,b], alors on a

320 (5o ) = [y

Deux inégalités utiles pour encadrer des intégrales :

Propriété 5.1.12 (Inégalité de la moyenne et inégalité triangulaire). Si f et g sont deux fonctions
inégrables sur un segment [a,b], alors on a ’inégalité triangulaire

/a ' fla)de| < / ' @)l

ainsi que ’inégalité de la moyenne

b
2)dz| < suplg| [ |f(x)lda.

[a,b]
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Démonstration. On a, par définition de la valeur absolue, —|f(z)| < f(z) < |f(z)]. La propriété de
croissance de l'intégrale nous donne alors

—/abf(x)|dx</abf(x)dx</ab|f($)|d$,

ce qui donne la premiere inégalité.
Pour la deuxiéme, on remarque que

0 < |f(x)g(x)] < |f ()] sup 9l

et on integre par rapport a x. O

Propriété 5.1.13. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur un segment [a,b|, alors la fonction fg
est elle aussi intégrable sur [a,b.

Attention : ce résultat est valide pour des fonctions intégrables sur un segment, mais ne le sera plus
dans le cas des fonctions définies sur un intervalle quelconque.

Démonstration. En écrivant fg = 2((f + g)* — (f — 9)?), on voit qu’il suffit de montrer que le carré
d’une fonction intégrable sur [a, b].

On considére donc une fonction f intégrable sur un segment [a, b]. Supposons tout d’abord f positive,
on peut encadrer f par deux fonctions en escalier v et w telles que 0 < v < f < w < sup f et telle
que f; w(z) —v(z)dr < 5557 On aalors v? < f? < w?, oft les deux fonction v? et w? sont en escalier
et vérifient

b

b
/ w?(z) — v*(x)dr = / (w(z) — v(z))(w(x) +v(z))de < sup(w + v) <e,

@ 2sup f

ce qui montre que f? est intégrable. Si maintenant f est de signe quelconque, alors comme f est bornée,
il existe une constante c telle que f + ¢ soit positive. On a alors f2 = (f +c—c)? = (f +¢)? — 2cf + 2.
La fonction f + ¢ étant positive, on peut lui appliquer le raisonnement précédent, de sorte que (f + ¢)?
est intégrable. De plus, —2cf + c¢? est intégrable, ce qui fait que f? est intégrable comme somme de
fonctions intégrables. O

Propriété 5.1.14 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si f et g sont deux fonctions intégrables sur un

segment [a, b], alors
b b
< ¢ [ 1s@lds [ lgte)es (54)

Dans l'inégalité (5.4), tous les termes sont bien définis en vertu de la propriété 5.1.13.

/a ' f@)g(a)de

Démonstration. On considere le polynome de degré 2 suivant :

b
P(X) = / (XF(z) + g(x))?da

b b b
= </ |f(x)2dx> X242 (/ f(:n)g(x)d:v) X +/ lg(z)|2da.
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La premiere expression de P montre qu’il ne prend que des valeurs positives sur R, et notamment que
son discriminant est négatif. D’apres la deuxieme expression, ce discriminant vaut

b 2 b b
A=4 (/ f(x)g(x)d»”ﬂ) *4/ |f($)|2d$/ lg(z)da.

L’inégalité A < 0 correspond alors exactement a I'inégalité a démontrer. O

On peut également définir I'intégrale de fonctions a valeurs dans R™, C, C™, ou méme dans un
espace vectoriel réel de dimension finie quelconque. Il suffit pour cela de travailler coordonnée par
coordonnée : on considere une fonction f a valeurs un R-espace vectoriel F de dimension finie et on
écrit f(z) =1, fi(z)e; ot (e;)i=1,.. n est une base de E. On définit alors

/abf(l‘)dx _ zj: </b fi(x)dx> e € B,

on est donc ramené a des intégrales de fonctions a valeurs réelles. Toutes les résultats ci-dessus restent
alors vrais, pour peu que I'on remplace la valeur absolue par une norme sur FE.

5.2 Lien entre intégrale et primitive
On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle I admet une primitive F si la fonction F est

dérivable sur I et vérifie F'(x) = f(x), pour tout z de I.
On a la propriété suivante :

Propriété 5.2.1. Soit f une fonction intégrable sur un segment [a,b]. Soit ¢ un point de [a,b]. On
pose Fo(x) = [ f(y)dy. On a les résultats suivants :

1. la fonction F, est continue ;
2. si f est continue en x, alors F, est dérivable en x et vérifie Fl(x) = f(x);

3. si f est continue sur [a,b], alors F, est de classe C1 et est I'unique primitive de f sur [a,b] qui
s’annule en c. Notamment, pour tout primitive F de f, on a

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Démonstration. 1. Comme f est intégrable sur le segment [a,b], la propriété 5.1.6 montrer qu’elle
est bornée par une constante M. On peut alors écrire
Yy
/ Mdzx
xT

/  fla)ds / @)z

La fonction F, est donc Lipschitzienne, et par conséquent continue.

|Fe(z) — Fe(y)| = < < = M|z —y|.
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2. On va montrer que le taux d’accroissement de F, en un point g ot f est continue tend vers f(zg).
Soit € un réel positif, et soit n tel que

[z —mo| <= [f(x) - flzo)| <e

Tr — X

On a alors
Fc(x) : Fc(-TO) f(xo)‘ _ _1 /.L f(t)dt ~ f(io)
T —To T =20 Sy,
- o= [0 - s
< [0 - swolar

Si |z — 20| <7, pour tout ¢ dans [zg,z] ™% 3) on a |f(t) — f(20)| < &, de sorte que

F.(z) — F.(x0)
T — X9

_f(gjo)‘ < L /xedtzs.

T — X zo

Cela montre que F, est dérivable en xo de dérivée f(zo).

3. Si f est continue en tout point de [a, b], alors F, est, d’apres le point précédent, dérivable sur [a, b]
et F! = f est une fonction continue. L’unicité de la primitive a constante prés a été vue dans le
corollaire 4.3.12. Enfin, si F et une primitive de f, on a, par la propriété de Chasles

b b a
/ f(@)de = / f(@)dz / J(2)dz = F.(b) — F.(a) = F(b) — F(a),

ou la derniére égalité vient du fait que la fonction F, — F est constante (d’ou Fi.(b) — F(b) =
Fe(a) = F(a)).
O

Corollaire 5.2.2. Toute fonction continue admet une primitive.

Démonstration. Si f est une fonction continue définie sur un intervalle I, alors si a est un élément de I,
la fonction x — f; f(y)dy est bien une primitive de f. O

On déduit de cette propriété les deux regles de calculs suivantes, treés importantes pour le calcul
d’intégrales.

Propriété 5.2.3 (Intégration par parties). Siu et v sont deux fonctions de classe C* sur [a,b], on a
l’égalité

b b
/ u(z)v'(z)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o' (z)v(z)dx.

(note 3). ou [z, zo] suivant les cas.
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Démonstration. La fonction uv est de classe C!, on a donc notamment

b

b b
u(b)v(b)fu(a)v(a):/ (uv)'(a:)d:c:/ u(:c)v'(z)da:Jr/ v (z)v(z)dx.

a

O

Propriété 5.2.4. Si ¢ est une fonction de classe C* sur [a,b] et si f est continue sur o([a,b]) POt D),

alors on a

@ (b) b
x)dx = ) (x)dzx.
L N / F(@)e' (@)

Un moyen mnémotechnique simple pour retrouver cette formule est d’imaginer qu’on a posé y = ¢(z),
de sorte que dy = ¢ (x)dz, que f(y) = f(p(x)) et que si x varie de a & b, alors y varie de p(a) & p(b).

Démonstration. Soit F une primitive de f (une telle fonction existe, puisque f est continue). On a alors,
puisque (F o ¢)'(x) = f(p(z))¢'(x),

»(b) b
|t = (o) - Flela) = [ fea)e @)
#(a) a

O

Dans la plupart des cas, les changements de variables utilisés sont bijectifs : ¢ est une fonction de
classe C! de [a,b] dans [p(a), p(b)] ™ %) et on peut alors écrire la formule de changement de variables

sous la forme
B e 1(b)
[ t@ia= [ fe)e @),
o o1(a)

5.3 Intégration approchée

Il est utile de pouvoir donner des valeurs approchées a une intégrale que ’on ne sait pas déterminer
explicitement.

On va présenter deux méthodes simples pour ce faire. L’idée de base est que I'intégrale d’une fonction
sur un segment peut étre approchée par la longueur du segment multipliée par la valeur de la fonction
en un point du segment. On va voir que le choix de ce point a une importance.

5.3.1 La méthode des rectangles a gauche

La méthodes rectangles & gauche consiste a utiliser 'approximation suivante :

b
/ F@)dz ~ (b— a)f(a). (5.5)

(note 4). Qui est un segment, par les théorémes 4.2.1 (valeurs intermédiaires) et 4.2.6 (de Heine).
(note 5). ou [(b), p(a)].
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On remarque que cette approximation est exacte si la fonction f est constante. Pour estimer 'erreur
commise dans le calcul de cette intégrale, on va donc mesurer a quel point la fonction f est proche de
la constante f(a). Ceci est formulé dans le résultat suivant :

Lemme 5.3.1. Si f est une fonction de classe C' sur le segment [a,b], alors on a

<= i

b
[ @ s - < &5
a [a,b]

Démonstration. La formule de Taylor-Lagrange appliqué a f en a nous donne la majoration suivante :

[f(2) = f(a)| < (z —a)sup|f’].

[a,b]

On a donc

/ f(@)dz — f(a)(b— a) / (f(2) - f(a))de

< / 1F(z) - f(a)lda

< / (x — a)dxsup |f'|

[a,d]
b—a)?
_(boar 5 ) sup | f'].
[a,0]

O

2
En revanche, la quantité (b;a) SUP[q, 4] |f'] n’a aucune raison d’étre petite. Pour que Uintégrale ap-

prochée soit proche de la vraie valeur, une méthode est de subdiviser 'intervalle en N sous-intervalles
plus petits, et d’appliquer la méthode des rectangles a chacun des sous-intervalles.

Plus précisément, on a le résultat :

Propriété 5.3.2. Soit f une fonction de classe C! sur [a,b]. Alors on a

b N-1 2
b—a b—a (b—a) ,
_ < .
/af(x)dgc N kz_0f<a+k N > = TN [S,Bg'f'

L’approximation utilisée dans la propriété 5.3.2 est illustrée sur la figure 5.2.

Démonstration. En appliquant le lemme 5.3.1 & la fonction f sur Iintervalle [a+(b—a) %, a+ (b—a) %],

on obtient la majoration

a+(k+1) 252 b—a b—a (b—a)?
de — —— k < .
Juase T S50 (w50 | = P

N
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FI1GURE 5.2 — La méthode des rectangles a gauche pour le calcul approché d’intégrales. La surface grisée
correspond a l'erreur commise.

En sommant de K =0 a N — 1, on obtient

/abf(x)dx—bj_vaNZ_:lf(a—&- b—a) )

k=0

<y

at(k+1) by b—a b—a
2 /a—i-kb“ flx)dx — I f(a—i—k N)

ye-a° a)?
e i}l}j'f'

(b - a)2 /
= ———sup|f’|.
2N ey

O

On peut aussi parler d’'une méthode des rectangles a droite, pour laquelle les mémes résultats sont
valides, en remplagant l’approximation (5.5) par

b
/ f@)dx ~ (b—a)f(b).

5.3.2 La méthode du point milieu

Dans cette partie, on va utiliser la méme méthode qu’a la partie précédente, mais en évaluant la
fonction au milieu de 'intervalle et non pas en son bord. Autrement dit on utilise I’approximation

[lbf(z)de(ba)f<a;Lb).

On pourrait croire que l'erreur d’approximation sera sensiblement la méme que pour la méthode des
rectangles & gauche. On va voir qu'il n’en est rien.

La différence vient du fait que la méthode du point milieu est exacte non seulement pour les fonctions
constantes, mais aussi pour les fonctions affines. Ceci se voit sur la figure 5.3. L’intégrale approchée par
la méthode du point milieu correspond a 'aire situé sous le graphe de la fonction en escalier, mais cette
aire est égale a ’aire située sous le graphe de la fonction affine par morceaux.
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F1GURE 5.3 — La méthode du point milieu pour le calcul approché d’intégrales. L’intégrale de la fonction
en escalier a gauche est égale a l'intégrale de la fonction affine par morceaux a droite. Par conséquent,
Perreur commise dans la méthode du point milieu correspond a la surface grisée

Lemme 5.3.3. Soit f de classe C? sur [a,b]. On a la majoration :

[ e 0w (“47)

Démonstration. La formule de Taylor-Lagrange appliquée & f sur [a, b] nous donne

B a+bd\ [ a+b\, a+b>‘<1< _a+b)2‘ "
-1 (450) - (- 5) 7 (5| =3 (= 557) s

La conclusion vient du méme calcul que pour le lemme 5.3.1, en utilisant les identités
b
a+b a+b\ ., (a+b B a+b
[o(5) (=550 (557 = omer (557),
b a+b\> (b—a)3
/ T — dx = .
. 2 12

(b a)?
< sup| f
24 [a,b]

//|

et

Comme précédemment, on déduit, en subdivisant I'intervalle [a, b] :

Propriété 5.3.4. Soit N > 1 et f de classe C? sur [a,b]. On a

b ol b— b—a)
/ f(:z:)def(aJr <k;) Na)| < (24]\?2)?115|f~|.
a k a,

=1

On voit que dans le cas de la méthode du point milieu, erreur est de 'ordre de O(N~2), ce qui est
bien meilleur que dans le cas de la méthode des rectangle, ot I'erreur est en O(N~1).
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5.4 Intégration sur un intervalle quelconque

On peut légitimement se poser la question de définir I'intégrale de fonctions définies sur un intervalle
quelconque plutdét que de se limiter & des segment. Sur un intervalle ouvert (dont une des bornes peut
désormais valoir +00) on peut observer différents problémes qui ne se posaient pas sur un segment.
En effet, la définition naturelle de fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque I (qui
généralise notamment les fonctions continues) est la suivante, pour laquelle une fonction continue par
morceaux peut tres bien tendre vers +0o a une des bornes.

Définition 5.4.1. On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle I (non nécessairement fermé) est
continue par morceaux si elle est continue par morceaux sur tout segment contenu dans I.

Ainsi, on se convaincra sans peine qu’une fonction continue par morceaux sur un intervalle ne peut
pas nécessairement étre encadrée par des fonctions en escalier intégrables, de sorte que sur un intervalle
ouvert, on va pouvoir trouver des fonctions continues par morceaux qui ne sont pas intégrables au sens
de la définition 5.1.2. Par exemple, la fonction x % définie sur ]0,1] ne pourra pas étre majorée par
une fonction en escalier sur |0, 1].

On va donc considére la définition suivante :

Définition 5.4.2. Soit f une fonction positive définie sur un intervalle I, et telle que f soit Riemann-
intégrable sur chaque segment de I. On dira que [ est intégrable sur I si elle vérifie une des trois
propriétés équivalentes suivantes :
L. Sup y segment, JCI fJ f(l‘)d.’l) <00,
2. il existe une suite (ay), oy décroissant vers inf I et une suite (by,), oy croissant vers sup I telles
que lim,, fab" f(x)dz emiste;
3. pour toute suite (an), cy
limite lim,, f:” f(z)dz eiste.

On appelle alors intégrale de f le nombre

décroissant vers inf I et toute suite (by), oy croissant vers supl, la

bn
sup /Jf(x)dx = li7rln/ f(z)dx.

J segment, JCI

Il est & noter que les fonctions définies sur un intervalle I quelconque qui sont continues par morceaux
au sens de la définition 5.4.1 sont bien intégrables au sens de Riemann sur chaque segment de 1.

On peut définir de méme l'intégrale d’une fonction de signe quelconque, en passant par la valeur
absolue de la fonction.



5.4. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 101

Définition 5.4.3. Une fonction f de I dans R est dite intégrable si |f| est intégrable sur I (au sens
de la définition précédente). On dit aussi que l'intégrale converge. Dans ce cas, si (an), cy €t (bn)
sont deux suites tendant respectivement vers inf I et sup I, alors la limite

neN

b’Vl
lim f(z)dx

An

existe et ne dépend pas du choiz des suites (an),cy €t (bn),cn- On définit alors

/abf(m)dx _ hglfain F(@)da.

On peut ramener I’étude de I'intégrabilité d’une fonction sur un intervalle a ’étude de 'intégrabilité
aux bornes de cet intervalle :

Propriété 5.4.4. Soit I un intervalle, soient a et b deux réels avec infI < a < b < supl et f une
fonction Riemann-intégrable sur tout segment de I. Alors f est intégrable sur I si et seulement si elle
est intégrable sur |inf I,a] et sur [b,sup I|.

Démonstration. On considere deux suites (an),,cy €t (bn), oy tendant respectivement vers inf I et sup 1.

On écrit alors , . . .
dr = d d dzx.
/a f (@) |de /alf(x)lx+/a\f(x)lx+/b \f(2)|de

n n

Quand n tend vers U'infini, le membre de gauche converge si et seulement si f est intégrable sur I, et le
membre de droite converge si et seulement si f est intégrable sur |inf I, a] et [b,sup I[. Cela montre le
résultat. O

L’inégalité triangulaire est toujours vraie pour les intégrales sur un intervalle quelconque, de méme
que la linéarité.

Propriété 5.4.5. Soit f une fonction intégrable sur un intervalle I. Alors

] [ s@is) < [ Is@)as,

Démonstration. Pour (an),cy et (bn), oy des suites d’éléments de I tendant respectivement vers inf I

et sup I, on écrit ‘f:” f(z)da:’ < f;" | f(z)| dz, puis on fait tendre n vers co. O

Propriété 5.4.6. Soit I un intervalle et f et g deux fonctions intégrables sur I. Si A et u sont deux
réels, alors \f + ug est intégrable sur I et on a

/I)\f(x) + pg(w)de = A/If(x)dx + u/lg(x)da:.

Démonstration. On considere (an), oy €t (bn), oy deux suites d’éléments de I tendant respectivement
vers inf I et sup I. On écrit ff M (z) + pg(x)|dz < )\f; f(a:)|da:+uf;:
vers 00, on voit que Af + ug est intégrable.

L’égalité des intégrales s’obtient en passant & la limite dans fab" A () + pg(z)de = A f:" f(z)dz +

bn
wf," g(x)de. O

g(z)|dz. En faisant tendre n
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On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de l'intégrale d’une fonction au voisinage
d’une borne de l'intervalle d’intégration. Le théoréeme suivant est tout a fait analogue a ce qui a été fait
pour les séries.

Théoréme 5.4.7. Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur tous les segments d’un inter-
valle [a, b] ("°* 6) avec g positive.
— Si g nest pas intégrable sur [a,b] et si f(x) = o(g(x)) (respectivement f(x) = O(g(x)), f(x) ~
g(z)) au voisinage de b alors on a

/jf(t)dt —0 </:g(t)dt> (resp. /:f(t)dt ~0 (/:g(t)dt), /:f(t)dtw /jg(t)dt),

au voisinage de b.
— Si g est intégrable sur [a,b] et si f(x) = o(g(x)) (respectivement f(x) = O(g(x)), f(x) ~ g(x))
au voisinage de b alors f est intégrable sur [a,b] et on a

/:f(t)dt —0 (/:g(t)dt> (Tesp. /:f(t)dt: 0 (/:g(t)dt> , /:f(t)dtN /:g(t)dt>,

au voisinage de b.

Ce théoreme permet notamment d’étudier I'intégrabilité d’une fonction en se ramenant a des fonc-
tions équivalentes dont on connait l'intégrabilité.

Démonstration. On ne traite que le cas g non-intégrable en b et f = o(g), les autres cas se traitant de
maniere similaire.
Soit € > 0. Comme f = o(g) au voisinage de b, il existe un élément xq de [a,b[ tel que si x € [xg, b]

alors, |f(x)| < 5g(z). On a donc pour z > xg
/a f(t)dt' < / f(t)dt‘ + ;/ o)t < / f(t)dt‘ + %/ g()dt.

Comme g n’est pas intégrable en b, ffg(t)dt tend vers 4+o0o quand x tend vers b, et il existe un x;

dans [a, b tel que si x > x1, alors
xo c x
/ Ftdt] < f/ g(t)dt.
a 2 a

Finalement, on a, pour > max(x1,z2)

/ " ptye| < < / “gtyt,

ce qui montre que [ f(t)dt = o ([ g(t)dt). O

I f(t)dt‘ - (D)t <

Beaucoup de fonctions usuelles ont un comportement équivalent & une puissance de x au voisinage
des bornes d’intégration. Il est donc utile de savoir pour quelles valeur de « la fonction x — z¢ est
intégrable sur ]0,1] et sur [1, oof.

(note 6). le méme résultat est bien entendu vrai pour des intervalles de la forme ]a, b] si 'on fait les substitutions adéquates.
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Propriété 5.4.8. Soit o un réel quelconque. Alors :
— La fonction x — x% est intégrable sur ]0,1] si et seulement si o > —1.
— La fonction x — x® est intégrable sur [1,00[ si et seulement si o < —1.

Démonstration. Pour tout x > 0, on a z® > 0, il suffit donc d’étudier le comportement asymptotique

des suites L
n
/ x%dz et / x%dz.
1/n 1
On a pour a = —1
1 n
/ x%dr = [ln(m)]}/n =In(n) - oo et / z%dx = [In(z)]} = In(n) — co.

1/n 1

Par conséquent, pour v = —1, z® n’est intégrable ni sur ]0, 1] ni sur [1,00[. Pour @ # 1, on a

1 at+171 1 1 n a+17m a+1 1
/ z%dx = [a: ] = — o1 et / z%dx = [x } = — .
1n at+l],, a+l (a+1)n 1 a+l], a+l o+l

On doit donc différencier selon le signe de a + 1. On observe alors que fll/n x%dz a une limite finie si et

seulement si a« > —1 et que fln x%dx a une limite finie si et seulement si a < —1. O

Les autres comportement classiques a la limite d’un intervalle sont les comportement logarithmiques
et exponentiels.

Propriété 5.4.9. Pour tout a € R, la fonction x — In®(x) est intégrable sur]0,1/2] mais pas sur [2, 00].
La fonction e est intégrable sur [0, 00| si et seulement si A < 0.

Démonstration. On sait que 2 = o(In®(z)) en +oo quel que soit a € R, par le théoréme 2.4.4. Or 1
n’est pas intégrable sur [2, oo[, donc In® non plus.

On sait également que In“(z) = o ﬁ) en 0, quel que soit & € R. Comme, ﬁ est intégrable

sur ]0,1/2], la fonction In“ Iest donc aussi.
Pour la fonction exponentielle, un calcul donne, pour A # 0

n Az ™ _An
RS
; Y PR

Si A > 0 cette suite diverge, si A < 0, elle converge vers % Le cas A\ = 0 correspond a une fonction

constante, ce qui a déja été traité dans le cas des fonction puissances.

O

5.5 Théoremes de convergence

Le théoreme suivant est 'outil principal pour étudier 'intégrabilité de la limite d’une suite de fonc-
tions.

Théoréme 5.5.1 (Théoreme de convergence dominée). Soit (f,),cn une suite de fonctions intégrables
au sens de Riemann sur tous les segment d’un intervalle I. On suppose que
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1. pour tout x € 1, la suite (fn(2))nen converge ;
2. la fonction f(x) = lim, f,(x) est Riemann-intégrable sur les segment de I ;

3. il existe une fonction positive g intégrable sur I telle que

[fn(2)] < g(z)

pour tout n et tout x de I.

Alors, les fy, et f sont intégrables sur I et

im [ 1fu(a) = f(@)l do = 0. (5.6)

De plus, on a
lim | fo(z)de = | f(x)dx.

Démonstration. Admis. Le résultat “fort” & montrer est la limite (5.6). La deuxiéme conclusion s’en

déduit par
fr(x)de — | f(x)dx

On va démontrer une version plus faible de ce théoréme, mais dont la preuve sera plus simple.

< /I|fn(:z:)dx ~ f(2)] dz — 0,

Propriété 5.5.2. Soit (f,,),cy est une suite de fonctions Riemann-intégrable sur un segment [a, b]. On
suppose que la suite (fn)nen converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f Riemann-intégrable.
Alors on a

b
i [ £, ()~ f(@)]dz =0,

Démonstration. On écrit

b
/ [fn(2) = f(@)|dz < |b—a] sup [fn(z)— f(x)] = 0.

z€la,b]

5.6 Intégrales dépendant d’un parametre

Dans cette partie on s’intéresse aux fonctions définies comme 'intégrale d’'une fonction de plusieurs
variables par rapport & I'une de ses variables, plus précisément, aux fonctions F' de la forme

F(m):/lf(t,x)dt.

Une question naturelle est alors de trouver des criteres pour assurer que ces fonctions sont continues,
dérivables, etc.
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On va noter (t,z) les variables de la fonction & intégrer, ¢ désignant la variable d’intégration, qui
vivra donc dans un intervalle de R, et z désigant la variable par rapport a laquelle on souhaite obtenir de
la régularité (c’est-a-dire de la continuité, de la dérivabilité, etc.). Cette variable vivra dans une partie
de R? (par exemple).

Dans les théorémes & suivre, on va donc faire des hypotheses d’intégrabilité sur la fonction ¢t — f (¢, z),
et des hypotheses de régularité sur la fonction = — f(¢, ).

On commence par énoncer un théoreme permettant de prouver la continuité d’une fonction définie
par une intégrale.

Théoréme 5.6.1 (Théoreme de continuité sous l'intégrale). Soit f une fonction définie sur I x ), ot I
est un intervalle de R et Q une partie de R®. On suppose que

1. pour tout t de I la fonction x — f(t,x) est continue sur ) ;

2. pour tout x de Q, la fonction t — f(t,x) est Riemann-intégrable sur les segments de I ;

3. il existe une fonction g positive, intégrable sur I telle que |f(t,z)| < g(t) pour tout (t,x) de I x Q.

Alors la fonction t — f(t,x) est intégrable pour tout x et la fonction F définie par

Pla) = /If(t,a:)dt

est continue sur €.

Démonstration. Comme, pour tout z, la fonction ¢ — |f(¢, )| est majorée par la fonction intégrable g,
la fonction ¢ — f(t,z) est intégrable et la définition de F' a bien un sens.

Soit x un point de Q et (z,,),y une suite d’éléments de €2 tendant vers z. On va montrer que la
suite (F(xn))nen tend vers F(z), ce qui suffira & montrer que la fonction F' est continue. On a F(x,) =
J; f(t,2n)dt. Posons ¢, (t) = f(t,2,). D’apres les hypotheses du théoréme, la fonction ¢,, est Riemann-
intégrable sur les segments de I, la suite (¢, (t)),cy converge vers p(t) = f(t,z) pour tout t, (t) est
Riemann-intégrable sur tout sergment de I et enfin on a l'inégalité

lon ()] < g(t)

pour tout ¢.
On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée, et on trouve

li}ln F(z,) = li}ln/lgon(t)dt = /Igo(t)dt = F(x).

Passons maintenant a un théoreme de dérivabilité.
Théoréme 5.6.2 (Théoreme de dérivabilité sous l'intégrale). Soit f une fonction définie sur I x Q,
ou I et Q) sont des intervalles de R. On suppose que

1. pour tout t de I, la fonction x — f(t,x) est de classe C* sur §2;

2. pour tout x de Q, la fonction t — f(t,x) est intégrable sur I ;

3. pour tout x de Q, la fonction t — 0, f(t,x) est intégrable sur I ;
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4. il existe une fonction g positive, intégrable sur I telle que |0, f(t,z)| < g(t) pour tout (t,x)

de I x Q.
:/f(t,a:)dx
I

Alors l’expression
définit bien une fonction F de classe C! et on a
(o) = / 0, f(t, z)dt
I
A noter :

— Remarquer que les hypotheses 1, 2 et 3 sont seulement des hypotheses servant a donner un sens
aux intégrales [, f(t,x)dx et [, 0, f(t,x)dx.

— Noter que pour ce théoreme, on n’a pas besoin d’hypothese de domination sur la fonction f
elle-méme, mais seulement sur sa dérivée partielle en z.

Démonstration. Tout d’abord, F est bien définie car ¢t — f(t,x) est supposée intégrable sur I.
Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que pour tout = dans €2 et toute suite (hy), o tendant
vers 0 et telle que x + h,, soit dans €2, on a

limF(x+h /(’9fxt

n

On aura en effet montré que la fonction F est dérivable et que sa dérivée est la fonction z — || 1 0 f(t,x)dt
qui est continue, au vu du théoréme précédent.
On a

F(x+h];‘ij(x) = i (/If(t,erhn)dt/If(t,x)dt) /If(t’x+h;zf(t’x)dt.

Posons donc ¥, (t) = w La fonction 1, est intégrable sur I, converge simplement vers la
fonction intégrable t — O, f(t, ) et le théoréme des accroissements finis montre que

‘ftx—f—h n) — f(t,x+hn)

|thn (1) || s |02 f (t, & + M )| < g(2).

hn |h | A€lo,
On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée, et on en déduit
. T+ h
lim il / O f(t, )
n
ce qui acheve la démonstration. O

5.7 Exercices

Exercice 5.1.
Calculer les intégrales suivantes :

a _ x __ ,—=x T o 1 5 4 2 3 1 1
/ %dm, / de, / Sa7 1 Sa” + 2w+ dz, / (22 + 32%)V/1 4 22 + 23dx,
0 0 0 -1

er +e % 1+ cos?2zx 20+ 225 + 24 + 220+ 3
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a a 1 a 2 a
t d
/ In(z)dx, / arcsin(z)dz, / Mdaa / x? arctan(z)dz, / xIn(z)dz, / 7:6,
1 0 o 1427 0 1 o " te”

a a @ 2 ’
/0 _dr /0 (x? + 1)e*"dx, /0 (x% + 1) cos zdx, /1 o de, / (b —x)(x — a)dz.

et +e % +2’ o 1+a?

Exercice 5.2.
Donner un équivalent des expressions suivantes lorsque n tend vers oo (o > —1)

n Lo n 1 n 1 n . £2 1/n

k=1

Exercice 5.3.
Calculer, pour € R\ {-1,1}

In(1 — 2cos(x)a + o?)dx
0

(on pourra utiliser des sommes de Riemann et considérer la factorisation de X2" — 1 en produits de
polynomes réels irréductibles).

Exercice 5.4.
Soit f une fonction continue positive sur [a, b]. Montrer que

1/n

b
lim /f(:c)" = sup f(z).
n—00 a z€la,b]
Exercice 5.5.

On considere f une fonction de classe C? de [0, 1] dans R.

1. Montrer que

1 1
| @ =50+ 1)+ 5 [ 2= @i

iZf(i) —/Olf(a»dx

k=1

2. En déduire un équivalent de

(on pourra commencer par regarder % Sorey % (f (%) + f (%)))

Exercice 5.6.
Soit f une fonction 27-périodique continue.

1. Si ¢ est une fonction de classe C', 2r-périodique, on définit le produit de convolution de f par ¢
par la formule

frp(z) = /O ’ o(x —t)f(t)dt.

Montrer que la fonction f * ¢ est 27-périodique, de classe C! et que f* ¢ = @ * f.
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2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe n > 0 tel que pour toute fonction positive ¢ de classe C!, vérifiant

fo% p(t)dt =1et p(t)=0site[n,2r—nona

Ve e R, |f(z) — f*o(z)] <e.

Exercice 5.7.
Pour chacune des intégrales suivantes, dire si I'intégrale est convergente, et la calculer le cas échéant.

1 0o w/2 0o T
/ x%dx, / r%dx, / tan(z)dz, / 2arctan(z) — wdzx, / d73:7
0 1 x/2 0 o 1+ cos(z)

1 dx /OO /1 o) [e%s} dx 1 dx
_ e *dx, In(z)dz, / In(z)dz, / , / .
/,1 Vi—a? Jo 0 (@) 1 (@) 1 In(z)" Jo zn(z)

Exercice 5.8.

1. On considére la suite (I,,) définie par la formule

/0 "2 sin())"de

(on appelle les I,, intégrales de Wallis).

(a) Donner une relation de récurrence entre I, et I, 0.
(b) En déduire un expression générale pour I,,.
)

(¢) Montrer que I,, ~ I,,11. En déduire que

(on pourra considérer la suite (1,1, 11)).

2. On considere la suite (J,,) définie par

Vn 2\ "
Jn:/ (1—”5) de.
0 n

(a) Montrer que la fonction = e est intégrable sur [0, oo].

(b) Montrer que J,, converge vers [ e da.
) A T'aide d’un changement de variable, donner une relation entre I, et J,.
)

(c

(d) En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss

/ e dx = ﬁ
0 2
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Exercice 5.9.
On considere la fonction

o0
I'(z) = / t*le~tat.
0
1. Montrer que I'(z) est bien défini pour tout z > 0, et que I' est une fonction de classe C* (C*°,
méme).

2. Montrer que I'(x + 1) = 2T'(z). Que vaut I'(n) pour n entier ?
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Chapitre 6

Suites et séries de fonctions

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude des suites de fonctions, et plus particulierement a leur
convergence : que signifie converger pour une suite de fonctions, et quelles propriétés sont conservées
par les passages a la limite ?

6.1 Convergence d’une suite de fonctions

La notion la plus simple de convergence d’une suite fonctions est la notions suivante.

Définition 6.1.1. On dit qu’une suite (f,)nen de fonctions définies sur un intervalle I de R converge
simplement vers une fonction f si quel que soit le réel © de I, on a la convergence lim,, f,(z) = f(z).

Toutefois, en pratique cette notion est trop faible. Notamment, elle ne préserve pas la notion de
continuité. Par exemple la suite (f,,)nen de fonctions définies sur [0, 2] par

f(l):{x” six <1,

1 siz>1,

est une suite de fonctions continues, qui converge simplement vers la limite f définie par

f(x):{o siz <1,

1 sixz>1.

Cette convergence simple est illustrée sur la figure 6.1. On remarque que la fonction limite f n’est
pas continue. On a donc besoin d’une notion de convergence des fonctions qui soit plus forte (c’est-a-
dire plus restrictive) pour pouvoir déduire de la continuité a la limite. Cette notion est la notion de
convergence uniforme :

Définition 6.1.2. On dit qu’une suite (f,)nen de fonctions définies sur un intervalle I de R converge
uniformément vers une fonction f si

limsup | f,(z) — f(2)] = 0.
zel

n

111
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FIGURE 6.1 — Convergence simple de la suite de fonction continue (fy), oy vers une fonction f non
continue.

Autrement dit, une suite de fonction converge uniformément si f,(z) converge vers f(x) avec une
vitesse indépendante de x.

La convergence uniforme est effectivement une notion plus forte que la notion de converge simple,
comme en atteste la propriété suivante.

Propriété 6.1.3. Si une suite de fonctions converge uniformément, alors elle converge simplement.

Démonstration. Soit x un réel de I. On a
|fa(z) = flz)| < Sup | fn(2) = f(2)] =0 0.

O

La notion de convergence uniforme est importante en analyse car elle préserve la continuité des
fonctions. Plus précisément, on a le résultat :

Propriété 6.1.4. Soit (f,,)nen une suite de fonctions continues d’un intervalle I de R dans R. Si la
suite (fn)nen converge uniformément vers une fonction f, alors f est continue.

Démonstration. Soit € un réel positif. Par convergence uniforme, il existe un entier n tel que sup; | fr, — f|
soit inférieur a 5. La fonction f,, étant continue, il existe un réel n > 0 tel que si x et y sont deux éléments
de I vérifiant |z —y| < 0, alors on a |f,(z) — fn(y)| < 5. On peut alors conclure en remarquant que

si [z —y[ <n,ona

[f(@) = )l < (@) = fu(@)| + [ful2) = fu(@)] + [fn(y) = F(y)]

g
< = +2suplfy, — f|
3 I

3

IA
Wl m

=e.
O

Propriété 6.1.5. Soit (f,)nen une suite de fonctions de classe Ct d’un segment I de R dans R. On
suppose que :
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— la suite de fonctions (f])nen converge uniformément vers une fonction g (qui est par conséquent
continue) ;
— il existe un a € I tel que f,(a) converge.
Alors (fn)nen converge uniformément, et sa limite f est de classe Ct et vérifie f' = g.

Démonstration. On écrit "
£al0) = ful) + [ £u(w)dy.
On a alors
1500 = Jn)) < 1a(@) = S + | [ F20) = Fu(w)ay
<|fnla) = fm(a)| + |z —a sup | fr = fonl

< |fnla) = fm(a)| +sup [z — a|sup | f,, — f1.]-
xzel I

Comme [ est un segment, la quantité sup,c; |z — a| est finie. Comme la suite (f,(a))nen converge et
que la suite (f},)nen converge uniformément sur I, on en déduit que

lim sup |fn(x) - fm(x” =0, (61)

n,m—00 g

autrement dit, la suite (f,,(2))nen est de Cauchy quel que soit z. En conséquence, f,, converge simplement
quand n tend vers l'infini vers une limite, que 'on notera f(z). De plus, '"équation (6.1) implique

limsup | fn(x) — f(z)| = 0,
nogxel

de sorte que la convergence simple de f,, vers f est en fait une convergence uniforme.
Il reste maintetant & montrer que f est une fonction dérivable de dérivée g. Pour cela, on écrit,
pour h > 0 (le cas h < 0 étant tout a fait symétrique)

fle+h) = flz)

z+h z+h
= lim - /gﬂ fn(y) — g(y)dy| + % /i 9(y) — g(x)dy

<limsup|f,(y) —g(y)|+ sup |g(y) — g(x)]
n I y€Elz,z+h]

=0+ sup |g(y) —g(z)|
y€Elz,z+h]

Quand h tend vers 0, le terme de droite tend vers 0 en vertu de la continuité de g sur 1.
Par conséquent, la quantité w tend bien vers g(x), ce qui montre que f est dérivable de
dérivée g. O

On peut généraliser ce résultat pour des fonctions k fois dérivables :

Corollaire 6.1.6. Soit (f,,)nen une suite de fonctions de classe C¥ d’un intervalle I de R dans R telle
que :
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— la suite de fonctions ( ,(L ))nEN converge uniformément vers une fonction g (qui est par conséquent

continue) ;

— pour tout q dans {0,...,k — 1}, il existe un aq € I tel que (f,SQ)(aq))neN converge.
Alors la suite (f,)nen converge uniformément, sa limite f est de classe CF, et pour tout ¢ dans {1,...,k}

la suite (fy(Lq)) converge uniformément vers (9.
Démonstration. 11 suffit de raisonner par récurrence sur k en appliquant la propriété précédente. O
Pour les séries, on utilise également le vocabulaire suivant :

Définition 6.1.7. Soit Y f, une série de fonctions définies sur un intervalle I. Si la série (a termes
réels) Y sup,cy | fn(x)| converge, on dit que la série ) f, converge normalement.

Cette notion permet en fait de rapporter la convergence uniforme d’une série de fonction a la conver-
gence d’une suite de réels. En effet, on a I'implication :

Propriété 6.1.8. Une série de fonction qui converge normalement converge uniformément.

Démonstration. On consideére une série de fonction > f,, convergeant normalement. Pour tout z, on a

N

N [e%s)
D_ (@) < suplfal <3 suplful.
n=0 n=0

n=0

Par conséquent, pour tout x, la série > f,(x) est absolument convergente, et donc convergente. On a
alors la majoration, pour x € I

N o] 00 )
n=0 n=0 n=N+1 n=N+1
(oo}
< Z sup | fnl-
n=N+1 I
En passant a la borne supérieure en x, on obtient
N o) o]
sup fn(x)_z.fn(x) < Z Sup‘f’n| —N 07
zel n=0 n=0 n=N+1 I
ce qui montre que la convergence est uniforme en x. O]

6.1.1 Approximation de fonctions

Il peut souvent étre utile d’approcher une fonction donnée par une autre fonction vérifiant certaines
propriétés, par exemple une fonction continue, ou dérivable, ou bien encore une fonction en escalier.

Théoréme 6.1.9. Soit f une fonction continue sur un segment [a,b] & valeur dans R et e un réel
positif.
— 1l existe une fonction g continue et affine par morceaux telle que supy, lf—g| <e.
De maniere équivalente, il existe une suite (gn), oy de fonctions continues et affines par morceaus
qui converge vers | uniformément sur [a,b] (prendre pour gy, la fonction obtenue en posant e = %)
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— 1l existe une fonction h en escalier telle que supj, 4 [f — h| < e.
De maniere équivalente, il existe une suite (hy,), oy de fonctions en escalier qui converge vers f
uniformément sur [a,b] (prendre pour h, la fonction obtenue en posant e = %)

Ce résultat est illustré sur la figure 6.2.

FIGURE 6.2 — Approximation d’une fonction continue par une fonction en escalier et par une fonction
affine par morceaux.

Démonstration. Pour simplifier, on supposera que [a,b] = [0,1] (on peut s’y ramener par un simple
changement de variables).

La fonction f étant continue sur un segment, elle est uniformément continue par le théoreme de
Heine. Par conséquent, étant donné un £ > 0, on peut trouver un entier n > 0 tel que si |z — y| < % on
a |f(x) = f(y)| < 5. On prend alors comme fonction g la fonction affine par morceaux par rapport a la
subdivision 0 < % <. < % < 1. valant f (%) au point % pour chaque entier k € {0,...,n}. Si z est

un élément de [0, 1], on peut noter k I'entier tel que = € [£, E£L[ On a alors :
k k k k € €
_ < I Y4 (2 o <= R
@ gl <|s@ -1 (B)|+ |7 (£) =0 (5)]+]s (&) o] < 5 +0+ 5 =
En effet, |z — £[ < 1 de sorte que |f(z) — f (£)| < £, et comme g est affine sur [£, 1] on a

o5 () < (0) o ()| =1 ) - (57 <3

On a finalement supy 11 [f — g < e.

Pour les mémes raisons, on pourra vérifier que la fonction h prenant la valeur constante f (%) sur
k w[ vérifie

n’ n

chaque intervalle de la forme [

sup|f —h| <e.
(0,1]
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On peut également approcher une fonction continue par une fonction polynomiale, ou par un po-
lynéme trigonométrique.

Théoréme 6.1.10 (Théoreme de Stone-Weierstrass). — Soit f une fonction continue sur un seg-
ment [a,b], & valeurs dans R et € un réel strictement positif.
Alors, il existe un polynome P tel que supy, ) |f — P| <e.
De maniére équivalente, il existe une suite (P,), .y de polynémes qui converge vers f uni-
formément sur [a,b] (prendre pour P, le polynéme obtenu en posant € = %)

— Soit f une fonction continue 2w-périodique, d valeurs dans R et € un réel strictement positif.

Alors il existe un polyndme trigonométrique q(x) = >, _ . are™*® tel que supg |f — q| < e.
De maniére équivalente, il existe une suite (qn),cy de polyndmes trigonométrique qui converge
vers [ uniformément sur R (prendre pour q, le polynome trigonométrique obtenu en posant ¢ =
1
)

Démonstration. Admis. O

Théoréme 6.1.11. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur un intervalle [a,b]. Alors pour tout € >
0, il existe un polynome P tel que

b
/ (@) — Pla)lda < <.

Démonstration. Quitte & faire un changement de variable, on peut se placer sur lintervalle [0, 1].
Comme f est Riemann intégrable, il existe deux fonctions en escalier g et h telles que ¢ < f < h

! [ o [ i <=

/O (@) — g(a)|dz = / f(@) — g(a)dz < / h(x) — g(x)dz < <.

Notamment, on a

On peut donc approcher aussi précisément que l’'on veut une fonction Riemann-intégrable par une
fonction en escalier (au sens de la distance fol |f(z) — g(x)|dz). I suffit donc de montrer le résultat pour
une fonction f en escalier.

Une fonction en escalier étant une somme finie d’indicatrices d’intervalles, il suffit de montrer le
résultat pour une indicatrice d’intervalle. On suppose donc f = 1, ). Si on considere la fonction ¢
continue nulle hors de [a, (], valant 1 sur [a+¢, 8 —¢] et affine sur [o, a+¢] et [ —¢, (], alors on vérifie
que [y |f(x) — pl()|dz = .

On a donc approché f par une fonction continue. Il suffit donc de montrer le résultat pour une
fonction continue.

Enfin par le théoréme 6.1.10, il existe une fonction g telle que supyy 47| f—g| < e. On a donc fol |f(x)—
g(z)|dz < supjgq;|f — gl < e, d’ott le résultat.

6.2 Séries entieres

Dans cette partie, on va s’intéresser a un cas particulier de série de fonctions qui généralise la notion
de polynome.
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Définition 6.2.1. Une série entiere est une série de la forme > a, 2", 0t (ay)nen est une suite complexe
et z est un élément de C.

Le point de vue le plus naturel pour étudier les séries entieres est de les considérer comme des
fonctions définies sur un sous-ensemble de C et a valeurs dans C. La forme de ’ensemble sur lequel la
série converge a une description simple, comme on va le voir dans la partie suivante.

6.2.1 Rayon de convergence

Théoreme 6.2.2. Pour tout série entiére > anz", il existe R € [0, 00], appelé rayon de convergence
de la série, tel que > anz™ diverge si |z| > R et converge si |z| < R.

Pour la preuve de ce résultat, on aura besoin du résultat intermédiaire suivant :

Lemme 6.2.3 (Lemme d’Abel). Si il existe un nombre complexe zy tel que anz{ tende vers 0, alors la
série > anz™ converge pour tout z tel que |z| < |zg).

Démonstration. Le fait que a2 tend vers 0 peut s'écrire a,, = o(]zo|~™). Par conséquent, si |z| < |zo],
on a n n
|| 2|
=lanzol | — | =ol| | — .
S~—— |ZO| ‘Z0|
|2

Comme o] < 1, on en déduit que |a,z"| est majoré par le terme général d’une série géométrique

z
anZo—

lanz"| =
20

convergente, on l'on en déduit que Y a,2" converge. O

Preuve du théoréme 6.2.2. On note C = {z € C, ) a,z" converge} 'ensemble des points ou la série
converge. On pose alors R = sup{|z|, z € C}. On va montrer que cette quantité vérifie bien les propriétés
énoncées dans le théoreme.

Si |z| > R par définition de R, le point z n’est pas dans C, c’est-a-dire que Y a,, 2™ ne converge pas.
Si |z| < R, il existe un élément z de C tel que |z| < |zp| < R. On applique alors le lemme 6.2.3 : comme
la série > anz§ converge, on en déduit que Y a, 2™ converge, ce qui acheve la preuve du théoreme. O

Les séries entieres peuvent étre vues commes des séries de fonctions de la variable z. On a pour
Iinstant montré une convergence ponctuelle. On va voir que la convergence a en fait lieu d’'une maniere
tres forte par rapport a z.

Propriété 6.2.4. Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Pour tout 0 < r < R,
la série converge uniformément sur le disque D(0,r).

Démonstration. Pour z € D(0,r), on a

N o0 00 [eS) 0
Zanz" - Z anz"| = Z anz"| < Z lan|z]" < Z |an|r™.
n=0 n=N-+1 n=N+1 n=N+1 n=N+1

Ce dernier terme est le reste d’une série convergente, par conséquent, il tend vers 0. On a donc

N oo oo
sup E anz" — g apnz"| < E an”™ = N0 0,
ZED(O’T) n=0 n=0 n=N+1
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ce qui acheve la preuve. O

Comme les sommes partielles d’un série entiere sont des fonctions continues (se sont des polynémes)
et que la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue, on déduit de la propriété 6.2.4
le résultat suivant :

Corollaire 6.2.5. Une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R définit une fonction z —
oo o anz™ continue sur le disque ouvert D(0, R).

On va maintenant donner quelques moyens pratiques de calculer le rayon de convergence.

Propriété 6.2.6. Soit > a,z™ une série entiére dont les coefficients sont non nuls & partir d’un certain

lan]

rang. Si la suite lamia] Converge, alors sa limite est le rayon de la série.
n

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le critere de d’Alembert & la série Y a,2™. En effet, on calcul le
rapport

lan2"| L |an|
e i . (6.2)
|an+12 | z |an+1|
Dans le cas ou la suite |Ja1|1| converge vers une limite R, le rapport (6.2) vers une constante plus grande

que 1 si |z| > R, et vers une constante plus petite que 1 si |z| < R. Le critére de d’Alembert permet de
conclure que la série converge si |z| < R et diverge si |z| > R. Par conséquent, R est bien le rayon de
convergence de la série. O

On peut en fait préciser ce résultat, quitte a obtenir un expression moins explicite.

Propriété 6.2.7 (Formule de Hadamard). Soit Y a,z" une série entiére. Le rayon de convergence R
de la série est donné par

1

— = limsup |a,|"/™.

R N P lan|
Si la limite supérieure ci-dessus est nulle, ce résultat se comprend comme R = co.

Démonstration. Notons R la quantité (limsup,, |a,|'/™)~! et montrons qu'il s’agit bien du rayon de
convergence de la série Y a,2z".
Soit z un nombre complexe avec |z| < R et r un réel vérifiant |z| < r < R. On a alors
1 1 1
limsup |a,|'/" = = < = <
n

R r m

Par conséquent, a partir d’un certain rang, on a I'inégalité |an|1/" < %, de sorte que

"] = (72" < (2

n

|2l

l=1 ]
I

n
Comme est plus petit que 1, la série de terme général ( converge, et par conséquent, la série

de terme général |a,z"| converge également. On en déduit que le rayon de convergence de la série est
supérieur ou égal a R.

Pour montrer I'inégalité inverse, on considére un complexe z avec R < |z|. Comme limsup,, |ay,
% > ﬁ, on a l'inégalité |a,|'/™ > ﬁ pour une infinité de valeurs de n, de sorte que |a,z"| > 1 pour
une infinité de valeurs de n. Il s’en suit que le terme général de la série ne tend pas vers 0, et la série
est divergente. O

|1/n —
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Considérons deux séries entieres > a,2" et > b,2". Que se passe-t-il si 'on fait, pour l'instant sans
chercher a justifier les calculs, le produit de ces deux séries ? On obtient

(i anz”> <i bnz") = i i a2y = Z pbp 2™t
n=0 n=0

n=0m=0 (n,m)€eN2

o
= § § Qp bmzn+m

k=0 (n,nL)ENQ

n+m==k
oo k
= <Z anbkn> 2k,
k=0 \n=0

On est donc naturellement amenés & la définition suivante :

Définition 6.2.8. Soient Y a,z" et > b,z" deux séries entiéres. On appelle produit de Cauchy de ces
deuz séries la série Y ¢, 2™, ou la suite ¢, est donnée par

n
Cp = E akbn_k.
k=0

Propriété 6.2.9. Si deux séries entiéres ont des rayons de convergence respectifs Ry et Ro, alors leur
produit de Cauchy a un rayon de convergence supérieur ou égal @ R = min(Ry, Ra), et sur le disque de
rayon R le produit de Cauchy a pour somme le produit des deur sommes.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la propriété 3.4.4. O

On peut trouver des cas ol le rayon de convergence du produit est strictement supérieur a chacun
des deux rayons. Un exemple est donné par les deux séries

1+2 > 1—2 >
=1+2 " oet =1+2 —1)"2".
e B e S

Ces deux séries ont un rayon de convergence de 1, en revanche, on peut vérifier que leur produit de

Cauchy vaut 1, qui a donc pour rayon de convergence oo. Cela se comprend sur le calcul % X %fz =1.

On a de méme les propriété suivantes :

Propriété 6.2.10. Si deux séries entiéres Y a,z™ et b,z™ ont des rayons de convergence respectifs Ry
et Ry, alors leur somme Y (ap + by)z™ a un rayon de convergence supérieur ou égal ¢ min(Ry, Ra).

Démonstration. C’est une réécriture du fait que la somme de deux séries convergente est convergente. [

De méme, dans certains cas, le rayon peut étre strictement supérieur a R; et Ry. Par exemple, la
somme des deux séries Y 2™ et > —z" est nulle et a donc un rayon de convergence infini, alors que les
deux séries ont un rayon de convergence de 1.

A partir d’une série entiere, on peut définir, au moins formellement, une série “dérivée” et une série
“primitive” :
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Lemme 6.2.11. Si une série enticre s(z) = > a,2" a un rayon de convergence de R, alors sa série
i 4 _ n—1 gt _ an n+l1 5

dérivée s'(z) = ), cn- NARZ et sa série primitive S(z) = >, oy 772 ont également pour rayon

de convergence R.

Démonstration. Tl suffit d’appliquer la propriété 6.2.7 selon laquelle R = (limsup,, |a,|"/™)~'. En effet,
les inverses des rayons de convergence de la série dérivée et de la série primitive sont donnés respective-

ment par

|1/n 1/n.

limsup [(n + 1)an+1 et limsup |a,—1/n|

n n
Or (n+ 1)Y/n = e +t)/n ot (1/n)l/" = e~ 198"/ tendent vers 1, ce qui fait que ces deux quantités
sont égales & limsup,, |a,|'/™.

Sans utiliser la propriété 6.2.7, on peut aussi remarque que si |z| < r < R, alors |na, 2" !| = o(a,r")
or Y |as|r™ converge, donc Y na,z""! aussi. De méme, si R < r < |z|, alors |a,r"| = o(|na,z""1|).
Or a, 7™ ne tend pas vers 0, donc na, 2" ~! non plus, et > na,z" ! ne peut pas converger. Le rayon de
convergence de la série dérivée est donc égal a R. Un raisonnement similaire fonctionne pour la série
primitive. O

Il est a noter que I'on a pas défini de notion dérivation et de primitivation pour le fonctions définies
sur C. Par conséquent, les notation S et s’ ne sont que des analogues aux notions de dérivation et
de primitivation. On peut toutefois considérer les restrictions a R des fonctions définies par des séries
entieres, qui deviennent des fonctions de la variable réelle. Les fonctions ainsi obtenues sont en fait tres
régulieres.

Propriété 6.2.12. Soit ), a,2" une série enticre de rayon de convergence R. En posant ¢(x) =
Y nen @nZ", on définit une fonction de | — R, R[ dans C qui est de classe C*°.
De plus, la dérivée k™ s’obtient en dérivant terme d terme :

oM (z) = Zann X (n—1)x...x (n—k+1)z""*
n=k

Démonstration. Pour tout N, la fonction ¢p définie par py(x) = ZN anx” est de classe C*° sur R,

. n=1
puisqu’il s’agit d’un polynéme. De plus, sa dérivée k"¢ est donnée par

N
o) (z) = Zannx (n—1)x...x (n—k+1a""
n=~k

qui est une la somme partielle d’une série entiere de rayon de convergence R, d’apres le lemme 6.2.11.
Cette derniére série converge donc uniformément sur tout segment [—r, r| avec r < R. Par conséquent,
toutes les dérivées de la suite (¢n)nen convergent uniformément vers les dérivées de ¢ sur [—r,r]. On
en déduit par le corollaire 6.1.6 que ¢ est de classe C* sur [—r, ] pour tout r < R, et par conséquent
sur | — R, RJ. O

On remarquera que divers comportements sont possibles sur le cercle de convergence. Par exemple, la
série ZZO:O 2™ a pour rayon de convergence 1 mais la série ne converge en aucun point du cercle |z| =1

(en effet si |z| = 1, le terme général ne tend pas vers 0). A Topposé, la série > f? a également un
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rayon de convergence nul, mais cette fois-ci la série converge pour tous les complexes de module 1
(puisqu’alors |fl—2| = n"2 qui est le terme général d’une série convergente). On peut également touver
des situations intermédiaires : la série ) Z%, de rayon 1 converge en tout les points du cercle unité sauf
en z = 1 (voir le corrollaire 3.3.4).

6.2.2 Quelles fonctions peuvent se représenter comme des séries entieres ?

Définition 6.2.13. On dit qu’une fonction f est développable en série entiere sur un intervalle |a, B[ si
pour tout a de |, B, il existe un voisinage V de a tel que pour tout z de V, on ait f(z) = 0" an(z—
a)™.

Une question naturelle est de caractériser les fonctions développable en série entiere. Une premiere
remarque est que les séries entieres définissent des fonctions de classe C*°. Par conséquent, une fonction
développable en série entiere est nécessairement de classe C™.

Inversement, soit f une fonction de classe C*° sur un intervalle |a, 8[. On se demande si f est
développable en série entiere. Si ¢’était le cas, on aurait, sur un voisinage de tout point a de |a, 8], :

o0
flx) = an(x—a)",
n=0
et les dérivées successives de f seraient données par
o0
(k) n! n—k
! (CU):ZW%(»T_G) )
n=~k :

Par conséquent, en évaluant ’expression précédente en x = a, on aurait f (k)(a) = klay. Autrement dit,
le seul développement possible pour f est alors

> £(n)(q
Z f '( )(x _ a)n.
n=0

n:

Ce développement correspond au développement de Taylor en a de la fonction f au point a, avec une
infinité de termes.

Par conséquent, une fonction de classe C*° sera développable en série entiere quand sa série de Taylor
converge et est égale a la fonction. On peut donc trouver des fonctions de classes C*° qui ne sont pas
développables en série entiere en se plagant dans un des deux cas suivants :

— Le développement de Taylor de la fonction correspond a une série entiére de rayon nul. Par
exemple, étant donné une suite de réels quelconques (ay)nen, il est possible de construire une
fonction de classe C*° dont la dérivée ni*™¢ en 0 est donnée par a,, (nous ne détaillerons pas la
construction). Si f est la fonction ainsi associée a la suite ((n!)?)nen, la série de Taylor de f
est Y_o° ,nlz", qui a un rayon de convergence nul.

— La série de Taylor a un rayon de convergence strictement positif, mais la somme de la série differe
de la fonction f. Par exemple, la fonction f(z) = e est de classe C® et toutes ses dérivées
sont nulles en zéro (exercice!). Sa série de Taylor en 0 est donc la série nulle, qui a un rayon de
convergence infini, mais qui ne coincide pas avec f.

En fait on peut caractériser les fonctions développables en série entiére de la maniere suivante :
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Propriété 6.2.14. Une fonction f :]—r,r[— R de classe C™ est développable en série entiére sur|—r,r]
si et seulement la proposition

Mn!
Tn

IM >0, VneN, Vo €] —r |, [f™M(z)| <

est vérifiée.

Démonstration. Admis. O

6.3 Séries de Fourier

On appelle série trigonométrique une série de la forme

Z cpe™. (6.3)

neZ

On remarque que si une série trigonométrique définit une fonction de ¢ (c’est-a-dire si la série converge
quel que soit t), alors cette fonction est nécessairement 27-périodique. La théorie des séries de Fourier
tente de répondre & la question inverse : une fonction 27-périodique peut-elle toujours étre représentée
par une série de Fourier 7

Observons le calcul non justifié suivant :

2 o0 o 2
/ . Z e et = Z cn/ Gitn—k)t gy
0 n=—oo n=-—oo 0
2m 2m
= ck/ dt + Z cn/ el =Rt gt
0 ik 0
i(n—k)t 127
e
= 27eg + Z Cn L(n — k’)}o
n#k
= 2meg + 0. (6.4)

On remarque que si une série trigonométrique définit effectivement une fonction, et si tous les calculs
précédent sont justifiés, alors I’équation (6.4) montre que les coefficients ¢, peuvent étre calculés par
intégration a partir de la fonction. On est donc amenés a la définition suivante.

Définition 6.3.1. Soit f une fonction 2w-périodique et Riemann-intégrable sur [0,2w]. On appelle
série de Fourier associée a f la série trigonométrique Y, -, cn(f)e™, ot cn(f) est défini par

1 2w

ealf) = o= [ et

:27T 0

On remarquera que le calcul précédent peut étre mené sur n’importe quel intervalle de largeur 27 :

Propriété 6.3.2. Pour une fonction f 2mw-périodique et Riemann-intégrable sur [0, 2], la valeur de
Uintégrale f;00+27r f{t)dt ne dépend pas de xg.
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Démonstration. On va montrer que U'intégrale sur [xo, zo + 27| est égale a 'intégrale sur [0, 27], ce qui
suffit pour démontrer la propriété. Pour cela, on écrit

To+27 0 2 To+2m
/ o= [ fwde+ [ fedt+ / F(t)dt
xo 0

X0 27

0 27 zo
= [ fwdt+ | fyat+ / F(s+2m)ds
0 0

Zo
2T

= | f)dt

0
ou la deuxieme égalité a été obtenue a l'aide du changement de variable t = s + 27. O
On remarquera que tout les théoreme que nous présenterons resteront valides pour des fonctions 7-

périodique, pour un 7" arbitraire. Pour se ramener au cas T = 2, il suffira de faire le changement de
variables s =t x 2%

6.3.1 Le cas des séries réelles

On peut remarquer que méme si f est & valeurs réelles, la série (6.3) est une série & termes complexes.
Or, si on cherche a développer en série de Fourier une fonction a valeurs dans R, il est naturel de vouloir
une série a termes réels. Cela peut se faire en remplagant les exponentielles complexes par des sinus et
cosinus. Plus précisément, on écrit

cn(£)e™ 4 c_p(fe™™ = ¢, (f)(cos(nt) + isin(nt)) + c_,(f)(cos(nt) — isin(nt))
= a,(f) cos(nt) + b, (f) sin(nt),

ou l'on a posé
an(f) = ca(f) +con(f) et bu(f) =i(ca(f) —c—n(f))

On peut calculer directement les coefficients a,, et b,, comme intégrales de la fonction f.

an(f) = 1 " f(¢t) cos(nt)dt, pour n > 0,
178 (65)
1 2m .
bn(f) = = f(t)sin(nt)dt, pour n > 1.

Avec ces notations, la série de Fourier de f peut se récrire (pour I'instant formellement) comme

S ea(f)ein = %ao( £+ 3" an(f) cos(nt) + by (f) sin(nt). (6.6)

nez

Certaines conventions utilisent plutét le coefficient ag(f) défini par

wif) =5 [ fo
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La définition est alors moins symétrique, mais I’expression (6.6) se récrit alors
D el =ao(f) + D an(f) cos(nt) + by (f) sin(nt),
n=1

et on n’a plus de facteur % devant le terme constant. On remarquera qu’il n’y a pas de coefficient bg(f).
Ces particularités viennent du fait que pour n = 0, les coefficients ¢, (f) et ¢_,(f) sont confondus.

Dans la suite, on ne parlera plus que des séries d’exponentielles complexes du type (6.3). Tout les
théoremes énoncés seront encore valides pour une série de sinus et cosinus : en effet, le passage d'un
type de série a I'autre est un simple changement d’écriture, qui ne modifie pas fondamentalement le
comportement de la série.

On pourra remarquer que la parité d’une fonction se traduit sur les coefficients de Fourier. Plus
précisément :

Propriété 6.3.3. Soit f une fonction 2n-périodique et Riemann-intégrable sur [0, 27].
— Si f est une fonction paire, alors c,(f) = c—n(f), ce qui s’écrit également b, (f) = 0.
— Si f est une fonction impaire, alors ¢, (f) = —c_,(f), ce qui s’écrit encore a,(f) = 0.
— Si [ est une fonction réelle, alors c,(f) = c_n(f), ce qui se revient a dire que les an(f) et
les by, (f) sont réel.
— Si f est une fonction imaginaire pure, alors c,(f) = —c_n(f), et les an(f) et les by(f) sont
1Maginaires purs.

Démonstration. Si f est paire, on a ¢, (f(t)) = ¢, (f(—t)). On remarque alors, en faisant le changement
de variables s = —t, que

1 27 . 1 27 .
W(f(—) = — —t)e "Mdt = — At = c_p(f).
en(f0) =52 [ r-be 5 | e = ()
Les autres égalités se traitent de facon similaire. O

6.3.2 Séries de Fourier et dérivabilité

Propriété 6.3.4. Si f est une fonction 2w-périodique de classe C', alors on a l’équation

en(f') = inen(f).
Le résultat reste vrai si f est seulement de classe C' par morceauz et continue.

Démonstration. 1l s’agit d’une simple intégration par parties :

f(t)eii”t } 27
) 0

27 —int 27 —int

2w e
[ rwS—a= | fw

- —dt.
0 m 0 m

—int _
; f(t)e dt{ o

Les termes de bords s’annulent & cause de la 27-périodicité.
Pour le cas d’une fonction C' par morceaux et continue, on subdivise [0,27] en intervalles ou la
fonction est de classe C*. O
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Cette formule est la raison historique pour laquelle les séries de Fourier on été introduites. En effet,
la motivation initiale de Fourier était de résoudre ’équation décrivant 1’évolution de la température d’un
solide, connue aujourd’hui sous le nom d’équation de la chaleur. Cette équation est donnée par

8tf(t7x) = 8zazf(t7x)v

ou f(t,x) est la température du solide au point = et a l'instant ¢ et 0, et 9y désigne la dérivation par
rapport a t et x respectivement. Si on suppose que la température est 2mw-périodique, on peut développer
en série de Fourier la fonction x — f(t,x), pour tout ¢ fixé. En notant c,(t) les coefficients de Fourier
correspondants, on obtient, grace a la propriété 6.3.4, ’équation

cn(t) = —n’en(t),

que l'on sait résoudre explicitement. En résumé, I’équation de la chaleur prend une forme trés simple
quand on regarde les coefficients de Fourier, ce qui a permis d’étudier ses solutions.

On peut donner une réciproque partielle a la propriété 6.3.4, c’est-a-dire une condition suffisante sur
les coefficients de Fourier pour que la fonction soit de classe C!.

Propriété 6.3.5. Soit (u,)nen une suite telle que la série EnEZ nu, soit absolument convergente. Alors

la série de Fourier ), ., une™" définit une fonction 2m-périodique de classe C'.

Démonstration. Comme |u,| < [nuy| dés que n # 0, la série Y, une™” est elle aussi absolument
convergente. Les sommes partielles de cette série sont des fonctions de classe C!, dont les dérivées
sont les sommes partielles de la série ) _, inu,e’™, qui est absolument convergente. Il suffit ensuite

d’appliquer les propriétés 6.1.5 et 6.3.10 pour conclure. O
Par récurrence, on déduit de la propriété 6.3.5 le corollaire suivant :

Corollaire 6.3.6. Si la suite u,, vérifie u, = o(n=") pour tout entier k, alors la série Y. _, u,e™"®

définit une fonction de classe C*.

ne”Z

6.3.3 Structure Hilbertienne

La décomposition en séries de Fourier a une interprétation géométrique dans I’espace de dimension
infinie des fonctions de carrés intégrables.

27
/ einte—imtdt =0
0

Propriété 6.3.7. Sin # m, alors

Sin =m, alors

1 2 ) )
— eMe Mt = 1.
2 0

Autrement dit, la famille (e?*?),,cz constitue une famille orthonormée pour le produit scalaire défini

par
1 27

{(f.9) = o f(t)g(t)dt.
T Jo

Avec ce point de vue, on a alors

Cn(f) = <fv eint> ’
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et 'approximation d’une fonction par sa série de Fourier devient alors tres naturelle : en effet, si on veut
approcher une fonction donnée par un polynoéme trigonométrique, une facon de faire est de prendre son
projeté orthogonal sur ’espace des polynémes trigonométriques de degré < N. Ce projeté orthogonal

est donné par
N N

Sn(f)(t) = Z <f7eint>eint: Z cn(f)ei"t,

n=—N n=—N

et on retrouve les sommes partielles de la série de Fourier de f.
On a équivalence entre l'intégrabilité du carré d’une fonction et la sommabilité des carrés de ses
coefficients de Fourier :

Théoréme 6.3.8. Pour une fonction 2mw-périodique Riemann-intégrable sur [0, 27|, les séries

Do lealHP Do lan(HP et Y balHI
nez n=1 n=1
sont convergentes. De plus, on a [’égalité de Bessel-Parseval

ao
OPdt = 3 lea(P? = [DE 1 Zmn DI? + balF)P-

nez

1 277

2m
Enfin, la fonction f peut étre vue comme la somme de sa série de Fourier au sens suivant :
M 2

F&) = > ealf)e™| dt =0. (6.7)

n=—N

27
lim
N,M— o0 0

L’égalité de Bessel-Parseval est un équivalent infini-dimensionnel du théoréeme de Pythagore.

Selon 1’égalité (6.7), une fonction Riemann-intégrable est égale a la somme de sa série de Fourier en
un certain sens. Toutefois, le fait que la limite (6.7) soit nulle n’implique pas que, pour un ¢ donné la
série réelle > ¢, (f)e™ converge, ni que sa somme vaille f(t).

Démonstration. On a I'inégalité

2
1 27 N )
0< o ), f(t) - Z en(f)e™| dt (6.8)
1 27 27 ) 2
=5 /. 1£(2)] dt+—/ (flet| dt
Y8

N

1 o int 1 — [ —int
_%n_Z:Ncn(f)/O f(t)e dt—% > elf) f(t)e ™ty

n=—N 0
1 27 27
= g ‘ | dt + 7/ )emt

dt — 2 Z len (f
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De plus, en utilisant la propriété 6.3.7, on obtient en développant

1 e | N . 2 N
o D elDe™| dt= D7 len(£)I
0 n=—N n=—N
Finallement, 'inégalité (6.8) se récrit
N 1 2m
> lelhP <52 [ 150
n=—N T Jo

La série Y, o5 [ca(f)[? est donc une série & termes positifs dont les sommes partielles sont majorées :
cette série converge. La définition de a,(f) et b,(f) montre alors que les deux séries >, o, |an(f)[?

et > o1 |bn(f)]? convergent aussi.
Les autres assertions sont une conséquence du fait (admis) que pour toute fonction 27w-périodique
Riemann-intégrable sur [0, 27] et tout & > 0, on peut trouver un polynéme trigonométrique ¢ tel que :

27
/O |£(t) — q(t)|Pdt < e.
O

Une conséquence de ce théoreme est qu’une fonction est caractérisée par ses coefficients de Fourier.

Corollaire 6.3.9. Soit f et g deux fonctions 2n-périodiques et Riemann-intégrables sur [0, 27]. Si pour
tout n, on a c,(f) = cn(g), alors sont égales “presque partout”, au sens ou on a l’égalité

|15 - gtopar=o (6.9)

Notamment, si f et g sont continues par morceauz, on a f(t) = g(t) sauf éventuellement en un nombre
fini de points (les points de discontinuité de f ou g).

Démonstration. Par hypothese, les coefficients de Fourier de la fonction f — g sont nuls, de sorte que
Pégalité de Bessel-Parceval appliquée a la fonction f — g prend la forme (6.9). Dans le cas ou f et g sont
continues par moreaux, la fonction | f — g|? est une fonction positive continue par morceaux et d’intégrale
nulle, de sorte que f(t) — g(t) est nulle sauf éventuellement aux discontinuités de f ou de g. O

6.3.4 Convergence normale

Propriété 6.3.10. Soit (u,)ncz une suite telle que la série )y, ., |u,| soit convergente. Alors, la série
. int . P . . .

de fonctions ), ., une'™ converge uniformément vers une fonction f continue dont les coefficients

de Fourier sont donnés par

en(f) = up.
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Démonstration. L’hypothese faite sur les coefficients de la suite (uy)nez font que la série Y, une™
est une série normalement convergente. Par conséquent, elle converge uniformément, et les termes de la
séries étant des fonctions continues, sa somme est une fonction continue.

Il reste a montrer que les coefficients de Fourier de f sont les ¢,. Pour cela, on remarque que dans
ce cas, le calcul (6.4) est justifié : en effet, comme la série converge uniformément, on peut intervertir la
somme infinie et 'intégrale. Le reste du calcul est direct. U

Théoréme 6.3.11. Si f est une fonction 2n-périodique de classe C' par morceauz et continue, alors

la série de fonctions
Z Cn(f)eznt
ne”Z

converge uniformément vers f sur R (ou, de maniére équivalente, sur [0,27]).

Démonstration. On va montrer que la proposition précédente s’applique. Les hypothéses faites sur la
fonction permettent d’appliquer la proposition 6.3.4, et on obtient en appliquant I'inégalité de Cauchy-

Schwarz
IRHGIEDS < Z% > len(f)]? < oo

nez neZ neZ nez

—en()

La somme >, [co(f)|? est finie en vertu du théoréme 6.3.8, puisque la fonction f’ est continue par
ImMorceaux. O

Un exemple de convergence uniforme est donné sur la figure 6.3, dans le cas de la fonction x +—
(5 — 4cos(z))~! dont le développement en série de Fourier est donné par

1 1 ein:p

5—4cos(r) 3 2Inl”?
€z

n

ce qui correspond bien a une convergence uniforme.

6.3.5 Convergence simple
On définit, pour une fonction continue par morceaux f donnée, la fonction f suivante :

F#) = reDsn)
2

- f(@) si f est continue en ¢
sinon,

ou f(t+) et f(t—) désignent les limites respectivement a droite et a gauche de f en t. Cette fonction est
introduite en vue du résultat suivant :

Théoréme 6.3.12 (Dirichlet). Si f est une fonction 2w-périodique de classe C* par morceauz, alors

la suite de fonctions
N

Sn(f)= > eal(f)e™

n=—N

converge simplement vers f sur R (ou, de maniére équivalente, sur [0,27]).
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1 4

N

FIGURE 6.3 — Convergence de £ 3" 62% vers (5 —4cos(z))~!. On a tracé les sommes partielles de
la séries pour N =1, N =3 et N =5.

La différence entre le théoreme 6.3.11 et le théoreme 6.3.12, est que dans ce dernier, on ne suppose
pas que la fonction soit continue. Noter qu'une fonction peut trés bien étre C! par morceaux sans étre
continue.

On prétera bien attention au fait qu’il faut effectuer la somme de fagon symétrique (de —N & N).
En effet il existe des fonctions vérifiant les condition du théoréeme 6.3.12 telle que les deux séries

N N
Z Cn(f)eint ot Z C,n(f)e_int
n=0 n=0

divergent en certains points. La convergence des suites de —N a N correspond alors a un phénomene de
compensation. Autrement dit, la série est convergente, mais pas forcément absolument convergente, de
sorte que la limite peut dépendre de l'ordre de sommation. Par exemple, considérons la fonction f 27-
périodique définie par f(t) = 7 —t si ¢ €]0,27[ et f(0) = 0. On peut vérifier que la développement en

série de Fourier de f est donné par
int

e
in
n#0
L. gint eint . . N
On remarque que les séries > o, 5 - et >0 | % - divergent en t = 0, alors que le théoreme 6.3.12
N int —int -
assure que y ., S— 4 £ converge vers f(t) quand N tend vers +oco. Cette derniere convergence est

illustrée sur la figure 6.4.
Pour faire la preuve du théoreme de Dirichlet, on va avoir besoin de la notion suivante :

Définition 6.3.13. Si f et g sont deux fonctions 2m-périodiques et Riemann-intégrables sur [0,27], on
définit leur produit de convolution f * g par la formule

2m

[xg(t) = L f(8)g(t — s)ds.

_271— 0

On remarquera que pour tout ¢, la fonction s — f(s)g(t — s) est Riemann-intégrable par la pro-
priété 5.1.13, de sorte que l'intégrale définissant f x g a bien un sens.
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. int_ _int :
FIGURE 6.4 — Convergence simple de ZN grioe™ _ N Zsin(nd)

n=1 in n=1

vers la périodisée de m — t (on a

Propriété 6.3.14. Le produit de convolution est une application bilinéaire et commutatif : si f, g et h
sont trois fonctions 2w-périodiques et Riemann-intégrables sur [0, 27], et si A et p sont deux réels, alors
on a les relations

frg=gxf et (A +pg)xh=Af*h)+p(g*h).

Démonstration. La bilinéarité vient de la linéarité de l'intégrale, la commutativité s’obtient par le chan-
gement de variables u =t — s dans la définition du produit de convolution. O

L’intérét de cette notion dans le cadre des séries de Fourier vient du fait que la somme partielle de la
série de Fourier peut s’exprimer comme un produit de convolution, comme expliqué dans la proposition
suivante.

Propriété 6.3.15. Soit f une fonction 2w-périodique et Riemann-intégrable sur [0,2] On a les égalités

N
ea(F)e™ = e x f, Sn(f)(H) = ( 3 ) .
n=—N

Démonstration. La premiere égalité est un simple calcul. La deuxieme s’obtient a partir de la premiere
grace a la linéarité du produit de convolution. O

La propriété 6.3.15 montre que le comportement asymptotique d’une série de Fourier va étre relié
au comportement de la suite de fonctions (Dy)nen appellée noyau de Dirichlet, définie par
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Propriété 6.3.16. On a l’expression

Dy(t) = W (6.10)

On remarquera que Dy est une fonction m-périodique.
On remarquera que l’expression (6.10) se prolonge par continuité en 0 puisque
(N+1)t+o(t) N+3+o(1)

Dn(t) = % + o(t) % +0(1)

= 2N + 1+ o(1).
Cela se voit aussi sur la définition de Dy, puisque Dy (0) = zngN em*0 = 2N + 1.

Démonstration. On effectue le calcul, en remarquant que la série définissant Dy est une série trigo-
nométrique.

N N ; it 1 —i 1
int . Nt 61(2N+1)t -1 els N+3t _ ¢ i(N+3)t
DN(t) = e = (e ) =€ _— - - -
et — 1 e’% Bl% — 6_1%
n=—N n=—N

B sin (N—|— %)t
sin § ’

O

Lemme 6.3.17 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [0, 2mx].
Alors la suite (cn(f))nez tend vers 0 quand n tend vers co ou vers —oo. Plus précisément, on a

27 )
lim e Mdt = 0.
A—+too J f( )
Démonstration. On va commencer par faire la preuve dans le cas ou la fonction f est de classe C'. On
a alors, en intégrant par parties

27 ) 1
f(t)e‘“tdt‘ ==

2m
. 1
5 f'(t)e_“\tdt‘ < — sup |f'| = 0.

A [0,27]

0 0

Dans le cas général, le théoreme 6.1.11 nous donne, pour tout € > 0, Iexistence un polynoéme g tel
que fOQTr |f(t) — g(t)|dt < e. Un polynome étant de classe C!, on a
2m )
li tye Mdt| =0
i | [ ot ,

de sorte que

27 27 2m 2
lim sup f(t)e_i)‘tdt’ < lim sup f(t)e_i’\tdt—/ g(t)e_i’\tdt‘ + / g(t)e_i’\tdt’
A—too [JO A—Foo [JO 0 0
2 )
< e+ limsup / g(t)e”\tdt‘
A—+oo 0
=e.

On conclut par le fait que cette inégalité est vraie pour tout € > 0. O
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme de Dirichlet.

Preuve du théoréme 6.3.12. On a l'égalité

N 2m
Dy(tydt = / etdt = 2.
n=—N 0

De plus,la fonction Dy est paire de sorte que 'on peut écrire

2m

0

™ s

2n (Sn(£)(®) = 1) = | Dn(s)f(t=s)ds— [ Dn(s)f(t)ds

7: 0 T
:/0 Dn(s)f(t —s)ds+ | Dn(s)f(t—s)ds— | Dy(s)f(t)ds

-7 —T

-/ " Dn()f(t - s)ds + / " Dn()f(t + 5)ds — / " Dn()(f(t-) + £(t4))ds.
0 0 0

On a donc écrit Sy (f)(t) — f(t) comme l'intégrale sur [0, 27] de D,, multiplié par une certaine fonction.
On écrit alors

27 (Sn (1)~ F(1)) /07r sin <<N + 1) s> <f(t o) = i), Sl o) sf(t)> ds

2 sin (5) sin (5)

Lo (o)) (i i)
-/ " (s + / "N ) g (5)ds,

— L) —r

ou l'on a posé

flt+s) - fl+)  JE—s)— f(to)
sin (%) sin (%)
Or, f étant de classe C' par morceaux, on a les développements, en s > 0
ft+s)=ft+)+ f(tH)s+o(s) et f(t—s)=f(t—)— f'(t=)s+o(s),
de sorte que la fonction g vérifie, au voisinage de 0,

_ 1) = F1E=))s +0(8) _oipresry — p16-)) 4 0

g(s) =

La fonction g se prolonge donc par continuité en 0 et est donc continue par morceaux. Le lemme 6.3.17

montre donc que Sy (f)(t) — f(t) tend vers 0 quand N — oo. O

6.4 Exercices

Exercice 6.1.
Les suites de fonctions suivantes convergent-elles simplement (pour n — oo) 7 uniformément ? On pourra
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considérer différents ensembles de définition.

nr 1+nx
14+nz’ n2+22

"

Exercice 6.2.
Les séries de fonctions suivantes convergent-elles simplement 7 uniformément 7 normalement 7 On pourra
considérer différents ensembles de définition.

—nx 1 1
Ze ;Zl—i—ﬁn?;zn?—i—zﬁ'

Exercice 6.3.
Soit a un réel positif. Montrer que la suite des fonctions x — (1 +x/n)"™ converge uniformément vers e”
sur lintervalle [—a, a).

Exercice 6.4.
Soit (Pp,)nen une suite de polynémes qui converge uniformément sur R vers une fonction f.

1. Montrer que la suite (deg(P,))nen est bornée.

2. En déduire que f est un polynome.

Exercice 6.5.
On considere la série 3 e=#V™,

1. Montrer que pour tout € > 0, cette série converge uniformément sur [e,00[. On notera sa

somme f(x).
/oo ~Vig <1f< 1 ></OC ~Vig
e y<—fl—=) < e Y.
0 N VN 1/n

3. En déduire un équivalent simple de f en 0.

2. Montrer 'inégalité

Exercice 6.6.
On va montrer 1’égalité

1 [eS)
/ % = g n~".
0 n=1

/01 o é/ol (—xlzg!(w))”dm.

1. Montrer 1’égalité

2. Montrer que
1 o'}
/ z" log(z)"dr = (—1)"(n + 1)_("+1)/ e Yy"dy
0 0

(on pourra utiliser le changement de variable y = —(n + 1) log(x)).
3. Montrer la relation fooo e Yyrdy = nl.

4. Conclure.
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Exercice 6.7.

Montrer que la série > ﬁ converge pour tout z € R\ Z. On note sa somme f(x). Montrer que la
fonction f est 1-périodique, et que la convergence de la série vers f est uniforme sur tout intervalle de

la forme [k + ¢,k + 1 — €] avec k entier et € > 0.
Exercice 6.8.
On consideére la série > n~% ot z € R.

1. Montrer que cette série converge deés que x > 1. Dans ce cas, on notera sa somme ((z).

k
2. Montrer que la série % converge uniformément sur tout intervalle de la forme |1 + ¢, oo,

avec € > 0.
3. En déduire que la fonction ¢ est de classe C* sur |1, oo].
4. Montrer I'inégalité floo f—t <((z) <1+ floo f—t
5. En déduire un équivalent de {(z) pour z — 1. Que vaut lim,_, o {(x)?



Chapitre 7

Fonctions usuelles

La plupart des fonctions que ’on rencontre usuellement en analyse sont obtenue a partir de diverses
opérations sur des fonctions simples, principalement les polynémes, la fonction exponentielle et les
logarithmes.

Dans ce chapitre, on va donner les définitions et prouver les principales propriétés de ces fonctions.

7.1 Définitions

7.1.1 Les polynémes

Définition 7.1.1. On appelle fonction polynéme une fonction f définie sur R de la forme
fa) =Y aia, (1)
k=0

pour des réels (ar)re{o,...n}-

Propriété 7.1.2. Les polynomes sont des fonctions de classe C*° de R dans R, et la dérivée de la
fonction polyndme [ définie en (7.1) est la fonction polynéme donnée par

fl(z) = Z kapxh=t.
k=1

Démonstration. Commencons par traiter le cas de la fonction = — x*. Grace a la formule du binéme,
on a, pour x et h des réels avec h # 0 :

(z+h)r—a* 1 - q,.k—apa _ .k - q,.k—qpq—1 k—1 - 4 pk—apa—2
— = ZC’,Cx h!—zx :ZCkx h = kx +hZC’kl’ hi=.
q=0 q=1

q=2

k. k
On a donc, dans la limite A — 0, le développement W = kz*=1 + o(1), de sorte que = > ¥
est dérivable de dérivée kxz*~1. Par récurrence, la dérivée k + 1°™° de z* est la fonction nulle qui est
de classe C*. Les fonctions monomes z +—+ z* sont donc de classe C*, et par combinaison linéaire, c’est

aussi le cas des fonctions polynomes. O

135
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7.1.2 L’exponentielle

Définition 7.1.3. On appelle fonction exponentielle la fonction exp définie sur C par la série entiére

oo

exp(z) = ) - (7.2)
n=0
On peut vérifier en utilisant la propriété 6.2.6 que la série entieére » %z” a bien un rayon de conver-
gence infini, de sorte que la foncion exponentielle est effectivement définie sur C tout entier.
Comme les coefficients de la série entiere définissant exp sont réels, la restriction & R de exp est une

fonction de classe C*° a valeurs réelles. Son graphe est tracé en figure 7.1.

§
e

FIGURE 7.1 — Les graphes des fonctions exp et In. Chaque graphe est le symétrique de I'autre par rapport
a la droite d’équation y = .

Voici une propriété importante de ’exponentielle, qui aurait également pu servir de définition.

Propriété 7.1.4. La restriction a R de la fonction exponentielle est l'unique solution de [’équation
différentielle avec condition initiale :
y =y, (73)
y(0) =1.

Démonstration. On a clairement exp(0) = 1, et la propriété 6.2.12 de dérivation des série entieres montre

que
0 n\ "’/ e n—1 OO n—1
x nx T
exp’(x) = Z <n'> = Z = Z =D exp(z).

n=0 n=1 ’ n=1 (n
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La fonction exponentielle est donc bien solution de ’équation (7.3).
Pour montrer que l’exponentielle est I'unique solution de (7.3), on considére une solution y, et on va
montrer que y(x)e~* vaut 1, quel que soit le réel z. Pour cela, on dérive

(y(@)e™™) =y'(@)e" +y(a)(—e™) = y(x)e™" —y(x)e™" = 0.

Par conséquent, la fonction y(x)e™® est constante égale a y(0)e=" = 1, ce qui acheve la démonstration.
O

Une autre propriété qui caractérise I’exponentielle :

Propriété 7.1.5. La fonction exponentielle est l'unique fonction de R dans R vérifiant la proposition
Va € R, Vb e R, f(a+b) = f(a)f(b), (7.4)

qui soit dérivable en 0 avec f'(0) = 1.
De plus, la relation (7.4) est également vraie si a et b sont des nombres complexes.

La propriété (7.4) fait qu’il est naturel d’utiliser la notation exp(z) = e*. On notera aussi e = exp(1).

Démonstration. On a bien exp’(0) = 1, et le fait que la fonction exponentielle vérifie la proposition (7.4)
se déduit du calcul suivant :

P B B e B B LD D) Bprr

n=0 nOko' n=0 k=0 k=0n=k

o0 oo 1
=X m“kbn
k=0n=0
=1 =1
= k!ak> X (Z n'bn> .
k=0 n=0

Ce calcul est justifié par la propriété 3.4.2 et le fait que la série (7.2) soit absolument convergente
pour z =a et z =b.

Pour montrons 'unicité, on va montrer qu'une fonction qui satisfait les hypotheses de la pro-
priété 7.1.5 est une solution de 1’équation (7.3), qui admet une unique solution. Soit donc f une fonction
vérifiant les conditions de ’énoncé. Une telle fonction vérifie pour tout z réel f(x) = f(z+0) = f(x)f(0).
Comme f/(0) = 1, la fonction f est non constante et il existe au moins un zy pour lequel f(xg) # 0.
L’égalité f(xzg) = f(0)f(zo) entraine donc f(0) = 1. Il ne reste qu’a montrer I'égalité f' = f, qui se
déduit du calcul suivant, pour a et h des réels, h £ 0 :

Par conséquent, f est dérivable sur R et vérifie f' = f et f(0) = 1. Elle est donc solution de
léquation (7.3), et on a alors f = exp. O

Propriété 7.1.6. La fonction exp est a valeurs dans C*. De plus, la restriction de exp a R est une
bijection de R dans )0, 00].
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Démonstration. Si il existe un élément zg de C tel que e*® = 0, alors pour tout z de C, on aurait, d’apres
la proposition 7.1.5, e* = €*7%0 x €*0 = ¢*7%0 x ) = 0. Or la fonction exponentielle n’est pas la fonction
nulle.

On a déja vu que l'exponentielle envoyait R dans ]0, co[. De plus, comme exp’(z) = exp(z) > 0 la
fonction exponentielle est strictement croissante.

Pour montrer qu’il s’agit d’une bijection, il suffit, par le théoreme des valeurs intermédiaires, de mon-
trer que les deux limites lim,_, _~ €® et lim,_,~ €* (qui existent par monotonie) valent respectivement 0
et co. Comme e~® = 1/e?, il suffit de montrer lim, ., e® = oco. Or, puisque €’ = 1 et exp’(0) = 1, il
existe a > 0 tel que e® > 1. Par conséquent,

lim e =lime™® = lim(e”)" = oo,
T—00 n n

d’ou le résultat. O]

7.1.3 Le logarithme

Définition 7.1.7. On appelle fonction logarithme néperien (ou plus simplement logarithme) la fonc-
tion In :]0, 0c0[— R réciproque de la fonction exp : R —]0,00[. Cette fonction est bien définie en vertu
de la propriété 7.1.6.

Le graphe de In est tracé sur la figure 7.1.
La proposition suivante aurait pu servir de définition & la fonction In.

Propriété 7.1.8. La fonction In est 'unique primitive de x — 1/x s’annulant en 1.

Démonstration. L’unique primitive de z — 1/z est la fonction F : z — ff d?y. Il suffit de montrer
que F' est la réciproque de l'exponentielle. Pour cela, on calcule, pour = € R, avec le changement de

variable y = e* :
ezd T z x
F(ex):/ —yz/e Z:/dz:x.
1Y 0o €° 0

La fonction F' est donc bien la fonction réciproque de l’exponentielle : F' = In. O

La proposition suivante est une autre caractérisation de la fonction In.
Propriété 7.1.9. La fonction In est l'unique fonction de ]0, 00 dans R vérifiant
VYa > 0, Vb > 0, In(ab) = In(a) + In(b),
qui soit dérivable en 1 avec f'(1) = 1.
Démonstration. Montrons tout d’abord que In vérifie les conditions de I’énoncé. Si a et b sont deux réels,
on a

6ln atlnb _ elnaelnb = ab = eln(ab)'

Comme les réels In(ab) et In(a) +1In(b) on méme image par la fonction exponentielle qui est bijective, ils
sont égaux. L’égalité In'(1) = 1 vient du calcul de la dérivée d’une fonction réciproque (propriété 4.3.7).
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Il reste a montrer que si f est une fonction vérifiant les conditions de I’énoncé, alors f = In. On
remarque tout d’abord que f(1) = f(1 x 1) = f(1) + f(1), de sorte que f(1) = 0. Ensuite, on écrit,
pour z > 0 et h €] — z, 00|,

fla+h) = f(x) _ fl@)+ [ +h/z) = fx) _ f(L+h/z)

h h h

Or, comme f(1) =0et f/(1) =1, 0on a f(1+ h/x) = h/x + o(h), de sorte que W =1 4+0(1).
Autrement dit, f est dérivable sur ]0, co[ avec f'(x) = 1. La fonction f est donc une primitive de z — 1/
qui s’annule en 1, donc f = In d’apres la propriété 7.1.8. O
7.1.4 Les puissances

On avait définit les fonctions puissance x +— z™ pour x réel quelconque dans le cas ou n est un
entier naturel. On peut I'étendre au cas n € Z si on impose x # 0. La fonction exponentielle permet de
généraliser ces fonctions a un exposant réel quelconque en imposant = > 0.

Définition 7.1.10. Pour o un réel et x > 0, on définit x* par la formule

x® = exp(alnx).

Cette notation est cohérente avec les notations exp(x) = e* et ™.

Propriété 7.1.11. Pour « un réel quelconque, la fonction f, définie sur]0,o00[ par la formule
falw) = 2
est de classe C* sur ]0,00(, et sa dérivée est donnée par
fale) = oz

Cette proposition ne revient pas exactement a la propriété 7.1.2 car on n’a pas donné la méme
définition pour z* dans le cas (z,a) € R x N et dans le cas (z,a) €]0, co[xR.

Démonstration. La fonction f, est d’apres la définition 7.1.10 la composée de la fonction In qui est C*
sur ]0,00[ et de la fonction exponentielle qui est C*° sur R. La fonction f, est donc C* sur ]0,00] et
vérifie

fi(z) = aln’(z)exp(alnz) = e exp(alnz) = aexp(—Inz)exp(alnz) = aexp((a — 1) Inz) = az®"!.
x

O

7.1.5 Les fonctions trigonométriques

Définition 7.1.12. Pour x un réel, on pose cos(x) = Re(e®) et sin(x) = Im(e'®). Autrement dit on
a e = cos(r) + isin(x).

On pose également tan(z) = zg;((i;, quand cos(x) # 0.

Les graphes des fonctions cos, sin et tan sont tracés sur la figure 7.2.
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-2 —37 —T —7'(/2 \/ 2
_1 £

ARVAR

o —3m/2 /- /2 37r/2 2w

FIGURE 7.2 — De haut en bas, les graphes des fonctions sin, cos et tan, sur intervalle [—27, 27].
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Propriété 7.1.13. Si x est réel, alors €'® est de module 1. Notamment, on a la formule

Vz € R, cos®(z) + sin’(x) = 1,

et les fonctions sin et cos sont & valeurs dans [—1,1].
De plus, on a e = e, d’ou

eiz + efix ei:v _ e*iz

cos(z) = 5 et sin(x) =

Démonstration. Si x est réel, on a

Par conséquent, |ei|? =

cos?(z) + sin’(x).

€ir = e~ = 1, On obtient alors 1 = [¢/*|? = |cos(z) 4 isin(x)|?

141

O

Comme e est de module 1, 'image de la fonction x — €’ est incluse dans le cercle de centre 0 et

de rayon 1. En vertu de ’égalité

()| = lie*| = 1, la longueur de la courbe (e)c(o,4] est de z. Par

conséquent, le parametre = correspond a la longeur de 'arc de cercle compris entre e et e (en tenant

compte du sens de rotation et du nombre de tours complets effectués).

1
€i(7_w)

ei(‘n’—m) e’
isin(z) F---f------- N
| |
!
A
x |
1 N2
cos(z) 1

ei(fr+$) e i

FIGURE 7.3 — Le cercle trigonométrique.
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Propriété 7.1.14. Les fonctions sin et cos sont de classe C* sur R, avec sin’ = cos et cos’ = —sin. La
fonction tan est de classe C*° hors de l’ensemble des solutions de cos(x) =0, et on a

1

tan’(z) = 1 + tan®(x) = o2 (2)

Démonstration. Les fonctions sin et cos sont de classe C*° car il s’agit des parties réelles et imaginaires

de la fonction x +— €' qui est de classe C*°. Les égalités sin’ = cos et cos’ = — sin découlent du calcul
cos'(x) +isin’(x) = (") = ie"® = —sin(z) + i cos(x).
. / 7 _ 7o 2 02 g . .
Pour la tangente, on a (ﬂ) = S cos—cos sin  cos +8IN- ot on utilise tan = sin / cos ou cos? + sin? =
COS COS COS

1. O

Propriété 7.1.15. Ii existe un plus petit nombre strictement positif m tel que cos(w/2) = 0. On a
approzimativement m = 3.141592....
Le nombre 7 vérifie Uégalité €™/ =i, et donc e*™ = i* = 1.
Notamment, pour tout nombre complexe z et tout entier k, on a e
fonction sin, cos et x +— e sont 2w-périodiques.

#42kT — oz B particulier, les

Démonstration. Par définition du cosinus, on a cos(0) = 1 > 0. De plus la propriété 3.3.1 nous donne la

majoration
22 24 1
)<1l—-—+—==—-<0.

s SI-T 5T
Par le théoreme des valeurs intermédiaire, la fonction cos s’annule au moins une fois sur [0, 2]. Comme
cos(0) > 0, il existe bien un plus petit réel strictement positif o = 7/2 avec cos(zg) = 0.

On a alors
1 = cos®(n/2) + sin®(7/2) = 0 + sin?(7/2).

Par conséquent sin(r/2) vaut soit 1 soit —1. Or, sin a une dérivée positive sur [0,7/2] si bien que
sin(r/2) > 0, d’ott sin(7/2) = 1, et donc €™/ =i. On a donc e*™ = i* = 1. O
Propriété 7.1.16. Pour tout réel x, on a

1. sin(z) =sin(r — z) = —sin(7 + z) = —sin(—z) ;

2. cos(z) = cos(—z) = —cos(m —x) = —cos(m + ) ;

3. tan(z) = tan(z + 7) = —tan(—z) = —tan(r — z) ;

4. cos (% —z) =sin(z) et sin (§ — x) = cos(z).

Démonstration. Utiliser la formule e?T¥ = e%e¥ et les égalités e/ = —1, ¢™/2 = i, O

On a quelques formules pour modifier une expression incluant des fonctions trigonométriques. Il
ne faut pas les connaitre par coeur, mais plutét savoir qu’elles existe et étre capable de les retrouver.
On peut toutes les montrer en utilisant la formule e!®+¥) = e ainsi que les définitions cos(x) =
Re(e'®) = (e 4 =) /2, sin(z) = Im(e™®) = (e'®ie~**)/2i et tan = sin / cos.

Propriété 7.1.17 (Angle somme). Pour tout réels x et y, on a les égalités (quand les quantités sont
définies)
— sin(z + y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(x) ;
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— cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) ;

— tan(z +y) = % ’

— sin(2z) =2 sin(:c) cos(x) ;
— cos(2z) = cos?(x) — sin*(x) = 1 — 2sin*(x) = 2cos(z) — 1;
2 tan(z)
— tan(2x) m
Propriété 7.1.18 (Linéarisation d’un produit). Pour tout réels x et y, on a les égalités (quand les
quantités sont définies)
— sin(z) cos(y) = %(sin(x +y) + sin(x — y)
— sin(xz) sin(y) = 5 (cos(z — y) — cos(z + y)
_1
— cos(z) cos(y) = 5(cos(z +y) + cos(z —y)).
)-

)

Ny

7

Propriété 7.1.19 (Factorisation d’une somme). Pour tout réels x et y, on a les égalités (quand les

quantités sont définies)
— sin(z) +sin(y) = 2sin(*5¥) cos(5Y) ;
— cos(x) — cos(y) = 2sin(FY) sin(FY) ;
— cos(x) + cos(y) = —2cos(F¥) cos(FY) ;

— tan(x) + tan(y) = Sin(wﬂs’

cos(x) cos(y) *

Propriété 7.1.20 (Tangente de l'arc moitié). Pour tout réel x, on a les égalités
) _ 1—tan2(x/2) .
— cos(z) = Ittan2(z/2) ’
. 2t 2
— sin(z) = 1+t2E§”Ei/)2> ;
_ 2tan(z/2)
o tan(:v)  1-tan?(z/2) "

7.1.6 Les fonctions trigonométriques réciproques

On peut définir des réciproques pour les fonctions trigonométriques, pour peu que ’on se restreigne
a un sous-intervalle de R :

Définition 7.1.21. — Pour tout k € Z, la fonction sin induit une bijection
sin : {k‘ﬂ' - g,kﬂ' + g} - [-1,1].
On note arcsin la réciproque a valeurs dans [—%, %} :
arcsin : [—1,1] — {—g E] .
— Pour tout k € Z, la fonction cos induit une bijection
os : [km, (k+ 1)7] — [-1,1].
On note arcsin la réciproque a valeurs dans [0, 7] :

arccos : [—1,1] — [0, 7] .
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— Pour tout k € Z, la fonction tan induit une bijection

T T
tan : [k}ﬂ'— — km+ 7} — R.
2 2
On note arctan la réciproque d valeurs dans [—g, g} :
T
arctan : R — [—f, f} .
272

Les graphes des trois fonctions arccos, arcsin et arctan sont tracés sur les figures 7.4 et 7.5.

w4+

FIGURE 7.4 — A gauche, les graphes des fonctions cos et arccos, a droite des fonctions sin et arcsin. Le
graphe d’une fonction et de sa réciproque sont symétriques par rapport a l'axe y = .

Propriété 7.1.22. Les fonctions arcsin, arccos et arctan sont de classe C* respectivement sur | —1,1],
]— 1L, 1] etR, eton a :

arcsin’(x) = ! arccos’ (z) = _ arctan’(x) = !
V1I—a? V122 S 1+4a?
Démonstration. On dérive 1'égalité x = sin(arcsin(z)) valide pour tout x de | — 1, 1], et on obtient 1 =

arcsin’ () cos(arcsin(z)). De plus, comme arcsin(z) €] — 7/2,7/2[, on a cos(arcsin(x)) > 0 et I’égalité
cos?(y) + sin?(y) = 1 donne

cos(arcsin(z)) = \/1 — sin?(arcsin(z)) = /1 — 2.

Finalement, on obtient 1 = arcsin’(z)v/1 — 22 d’ou le résultat pour la fonction arcsin. Le raisonnement
est similaire pour les fonction arccos et arctan.

Les dérivées obtenues étant des fonctions de classe C*°, les fonction arcsin, arccos et arctan sont elles
aussi de classe C*°. O

Propriété 7.1.23. Ces trois fonctions vérifient les formules suivantes, pour x tel que les quantités
soient définies :

. m 1 ) T
arccos(x) 4 arcsin(z) = 5 arctan <> + arctan(z) = szgne(x)g.
x
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—m/2 /2

_ﬂ-/2 1

FIGURE 7.5 — Les graphes des fonctions tan et arctan.

De plus, pour x et y réels, on a

arctan(z) 4 arctan(y) = arctan (la: +y ) + km,
Y

ouk=1stiazy>letx>0;k=—-1stxy>letx<0;k=0sixy<]l.

Démonstration. Les dérivées de arccos et arcsin étant opposées, la fonction arccos + arcsin est constante
égale & arccos(0) + arcsin(0) = 7/2 + 0.
Par le calcul, on voit que la fonction arctan(1/x)+arctan(z) a une dérivée nulle. Cette fonction étant

définie sur R*, elle est constante sur |0, 00[ et sur | — oo, 0[. Les valeurs prises sur ces deux ensembles
peuvent se déduire des égalités arctan(1/1) + arctan(1) = 2 x 7/4 et arctan(1/(—1)) + arctan(—1) =
2 x (—7/4). O

7.2 Développements en série entiere et développements limités

7.2.1 Développement en série entiere

On a les développements suivants au voisinage de 0, donnés avec leur rayon de convergence.

oo
1
=Y —2", R =00, (résolution de y' = y)
n=0
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> ( n+1 )
sin(z) = nz:% On+ z", R = oo, (partie impaire de e'?)
cos(z) = i (-1 nz" R = 0o, (partie paire de e*?)
= (2n!) 7 ’
2 17 62 i
tan(z) = z+ 32 +EZ —1—5 —l—% 24+.., R= g, (quotient %, pas de formule explicite simple)

5= Z 2", R =1, (série géométrique)

In(l—2) = E Z—, R =1, (primitivation du précédent)
n
n=1
- —1)...(a—n+1
(1+2) = E ala—1) '(a nt )z", R=o0sia€N, R=1 sinon (série de Taylor)
n!

1 o0

)

—Z
n=0

oo
—1)"
arctan(z) = nz% 2(n _: . 22t R =1, (primitivation du précédent)
arcsin(z i k=1 (26— 1) 2?1 R =1, (primitivation de (1 — z2)71/2)
e 0 (2n +1) [T, (2k)
- (2k —
arccos( g Z [T ( D 22l R =1, (primitivation de —(1 — 2z%)~/2).

o 0 (2n+1) Hk 1(2k) 7
7.3 Exercices

Exercice 7.1.
Exprimer les fonctions suivantes en fonction de sin(z) et cos(x) :

cos(2x)sin(3z), cos(4x), sin(bz).

Exercice 7.2.
Exprimer les fonctions suivantes & partir de sin(z), cos(z), sin(y) et cos(y).

cos(2x — y)sin(z +y), cos(3z + ) sin®(z — y).

Exercice 7.3.
Linéariser les expressions suivantes :

cos*(z), sin®(x), cos(z)?sin?(z).
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Exercice 7.4.
Donner une expression des fonctions suivantes en fonction de tan(z) :

sin(z) cos(z) cos?(z)

sin?(z) + 1 cos?(z) — sin®(z)

, cos?(z) — cos(z) sin®(z).

Exercice 7.5.
Donner une expression des fonctions suivantes en fonction de tan(z/2) :

1 1+ cos3(x) sin(x)
cos(z) +tan(x)’  cos?(z) ' cos(z) —sin(z)’

Exercice 7.6.
Calculer les intégrales suivantes. On pourra effectuer un changement de variables trigonométrique :
u = sin(x), u = cos(x), u = tan(x), ou u = tan(z/2).

T sinz d T sinzcosz p “ dx T dx
————dzx ———————dx _ —_—.
o 4—cos2z " Jy sin?z+2cos?z  Jy l+sinzcosz’ J, 2+ cosz

Exercice 7.7.
Montrer I'égalité

f sin(2"z)
2" oky) = =2,
kl;[o cos(2%x) S0 (o)

Exercice 7.8.
Montrer que
Z cos(tay £ ag...+a,)=2"cos(ay)cos(as) ...cos(ay),

ou Y cos(tay £ ay...=+ ay,) désigne la somme sur tout les choix de signes possibles.
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Chapitre 8

Equations différentielles

Une équation différentielle est une équation dont la quantité inconnue a déterminer est une fonction,
et faisant intervenir des dérivées de cette fonction.

Les équations différentielles permettent de modéliser divers phénomenes physiques. Une question
importante du point de vue mathématique est le caractere bien posé de ces équations : 1’équation
admet-elle une solution ? Cette solution est elle unique ?

8.1 Existence et unicité des solutions

On appelle probléme de Cauchy une équation de la forme

{y’(t) = f(y(0).1), (8.1)

y(to) = Yo

Ici f est une fonction définie sur Q2 x I ou 2 est un ouvert de R™ et I est un intervalle ouvert de R. On a
aussi tg € I et yg € Q. On est donc en présence d’'une équation différentielle et d’une condition initiale.

Définition 8.1.1. On appelle solution de ’équation (8.1) un couple (J,y) ot J est un sous-intervalle
de I contenant ty et y est une fonction dérivable de J dans R™, tel que l'on ait y(tg) = yo et tel que
pour tout t de J on ait Uégalité y'(t) = f(y(¢),t).

Graphiquement parlant, rechercher une solution de 1'équation y'(t) = f(y(t),t) revient & trouver
une courbe dans ’espace des coordonnées (¢,z) qui soit en tout point tangente au champ de vec-
teur (1, f(y,t)). En effet, on cherche la courbe (¢, y(t)), dont la dérivée par rapport & ¢ est (1, f(y(t),t).
Par exemple, sur la figure 8.1, on a représenté le champ de vecteur (1,y), ainsi que les deux solu-
tions y1(t) = 0.1e! et yo(t) = —2et de I’équation y' = y.

La fonction f(z,.) est définie sur un intervalle I, mais il est possible qu'une solution y de 1'équation
ne puisse étre définie que sur un sous-intervalle J de I. Donnons quelques définition pour préciser cela.

Définition 8.1.2. — Etant données deux solutions (Ji,y1) et (Jo,y2) de (8.1), on dit que (Ji,y1)
prolonge (Ja,y2) si on a Jo C Jy et si pour tout tout t de Jo, on a y1(t) = ya(t).
— On dit qu’une solution (J,y) est maximale si la seule solution qui prolonge (J,y) est (J,y) elle-
meéme.

149
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FIGURE 8.1 — Le champ de vecteur associé a I’équation 3’ = y, avec deux solutions.

— On dit qu’une solution (J,y) est globale si J = I. On remarquera qu’une solution globale est
nécessairement maximale.

Une remarque importante pour la suite est le fait qu'un couple (J,y) est solution de ’équation (8.1)
si et seulement si il vérifie ’équation

y(t) = o + t'f<y<s>,s>ds, (8.2)

pour tout t de J. L’équation (8.2) est appelée formulation intégrale de équation différentielle (8.1)
On va maintenant chercher un cadre d’hypotheses permettant d’assurer ’existence et 'unicité des
solutions d’une équation différentielle donnée.
On aura besoin de la définition suivante :

Définition 8.1.3. On dit qu’une fonction f définie sur Q2 x I est localement Lipschitzienne en espace si
pour tout ensemble de la forme B(yo,r) X [to—¢€, to+¢] contenu dans Q x I, il existe une constante L > 0
telle

Y(y1,1), (y2,t) € B(yo,r)x]to — &, to + e[, [[f(y1,t) = f(y2, D) < Lllyr — w2l-

La propriété suivante donne un critére simple pour montrer qu’une fonction est localement Lipschit-
zienne :

Propriété 8.1.4. Soit f une fonction de classe C' sur Q x I. Alors f est localement Lipschitzienne en
espace.
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Démonstration. Soit (y,t) un point de Q x I et ¢ > 0 tel que V. = B(y,¢) x [t — &, + €] soit contenu
dans 2 x I. L’ensemble V. étant fermé et borné, la différentielle de f par rapport a y est bornée sur V., par
une constante notée L. Alors, par le théoréme des accroissements finis, f est L-Lipschitzienne sur V.. [

Théoréme 8.1.5 (Cauchy-Lipschitz). On suppose que la fonction f est continue et localement Lipschit-
zienne en espace. Alors le probléme de Cauchy (8.1) admet une solution. De plus, si (J1,y1) et (J2,y2)
sont deux solutions, alors yy et ys coincident sur J1 N Js.

La conséquence a retenir de ce théoreme est la suivante :

Corollaire 8.1.6. On suppose que la fonction f est continue et localement Lipschitzienne en espace.
Alors léquation (8.1) admet une unique solution mazimale.

Démonstration. On considere 'ensemble S = {(J, y) solution de (8.1)}. On définit alors J = Usyyes I
et on définit la fonction ¢ sur J par :

g(t) = y(t), ou (J,y) €S est tel quet € J.

Cette définition a bien un sens, car si (Ji,y1) et (Jz2,y2) sont deux solutions telles que ¢ € J; N Ja, le
théoréme de Cauchy-Lipschitz entraine que y; (t) = y2(t). La valeur de g(t) ne dépend donc pas du choix
du couple (J,y).

Le couple (J,%) est bien une solution maximale de (8.1). En effet, pour tout ¢t € J, 7 est égale sur
un voisinage de ¢ & une solution de (8.1). Enfin, si (J,§) est un prolongement de (J,7), on a (J,7) € S,
de sorte que J C J, et les deux solutions sont alors égales, ce qui montre que (J,7) n’admet pas de
prolongement, et est donc maximale. O

Nous allons maintenant passer a la preuve du théoreme de Cauchy-Lipschitz. On aura besoin du
lemme suivant :

Lemme 8.1.7. [Lemme de Gronwall] Soient o et § deux réels et soit f une fonction de [0,T] dans R
vérifiant l'inégalité

t
0 <a+s [ 1) (33)
0
pour tout t € [0,T]. Alors on a la majoration, pour t € [0,T]

f(t) < ae.

Ce lemme peut se comprendre si 'on remarque que la relation (8.3) est une sorte de “formula-
tion intégrale” de I’“inéquation différentielle” y' < By avec la condition y(0) < «. La conclusion du
lemme 8.1.7 est que I'on peut comparer la fonction f avec la solution de 'équation y' = By, y(0) = «,
qui est donnée par aePt.

Démonstration. On compare la fonction fot f(s)ds avec la fonction e’ : on calcule

(eﬁt /Ot f(s)ds)l =e Pt (f(t) — 5/(; f(s)ds) < e Pla.
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En intégrant cette inégalité de 0 a ¢, on obtient

t Bt
1
e*ﬁt/ f(s)ds < a—° .
0 B
On conclut alors en écrivant
t 1—e Bt
ft) <a+ ﬂ/ f(s)ds < a-+ BeﬁtaT = ae’,
0

On peut maintenant finir la preuve du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Preuve du théoréeme 8.1.5. Pour simplifier, on va faire la preuve du théoréme dans le cas ou f est
globalement Lipschitzienne en espace, de constante de Lipschitz L et est définie sur R™. De plus, par un
changement de variables, on se rameéne & une équation posée sur [0, 1] avec une condition initiale y(0) =

Yo-

— Unicité : Considérons deux solutions y et § de équation définies sur deux intervalles I et I

contenant 0, et montrons qu’elles sont égales sur l'intervalle I N I. Comme y et § sont solutions,
on a

ly(t) —g(t)] < /0 [f(y(s),s) = F(5(s),s)lds < L/O ly(s) — 5(s)|ds.

On applique alors le lemme 8.1.7 avec o = 0 pour obtenir y(t) = ¢(t) pour tout ¢ de I N I.
Existence : Montrons maintenant 'existence de la solution. Pour ce faire, on va utiliser une
solution approchée de I’équation (8.1). Tout d’abord on définit la suite (§™)n=o,... n de la maniére
suivante :

7° =Y
gn-i-l :gn_’_%f(gn’%) pour 0 <n < N —1.

On définit alors la fonction §(N) affine par morceaux sur la subdivision 0 < % < % <...<1

qui vaut §* en %
On va maintenant quantifier & quelle point la fonction 7(N) est une bonne approximation de la
solution de (8.1). Pour cela on estime la quantité e(N,t), appelée erreur de discrétisation définie

par

e(N, 1) = 'y““ 0 -w— [ 1G5

La quantité (N, t) est nulle pour tout ¢ et seulement si y¥) est solution de I’équation (8.1). On
va montrer que (e(N,t))yen tend vers 0, ce qui permettra de montrer que (y(N))NeN tend vers
une solution. En découpant l'intervalle [0,¢] en intervalle de longueur 1/N, on obtient

E(Nt)—1

e(N,t) < Z

k=0

g (S o0 (£ [ g,

70 -5 (250 - Jon 700935

+
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En utilisant la définition de la suite (§™)o<n<n, On a

()4

E(Nt)

-3/

ds

+/E(NM f <g(N) (E(]]V\ft)) ’]@) ™ (s), )| ds
: NZ/N I (yw) (;@) f@) — N (s),5)| ds.

Fixons un n > 0, par uniforme continuité, il existe un entier ng tel que pour N > ng, si [t—s| < %
et |z — 2| < %, on a |f(z,t) — f(2',s)| <n. Par conséquent, pour N > ng, on a

sup e(N,t) Z/Hl ( (;)7]];) f(7 (N)

te[0,1]
Par conséquent sup,¢ (o 1) €(V,?) tend vers 0 quand N tend vers oo.

ds<2/ nds:n.

On va montrer que la suite de fonction y? (t) converge uniformément vers une limite que nous
noterons y. Pour cela, on va montrer que pour tout ¢ la suite (y™ (¢))yen est de Cauchy.
On a

|yN<t>—yM<t>Se<N,t>—e<M,t>|+\/ ™ ( ds—/ £ (s), s)ds

< e+ D]+ [ 16 (6),5) — 10 6.0l

SkﬂWUHﬂdMﬁN+L/m¢W@—yM@N@-
0
On peut alors appliquer le lemme 8.1.7 pour obtenir

Y™ () =y ()] < (le(NV, )] + [e(M, )] )™ (8.4)

Cette inégalité signifie que la suite (yV(¢))nen est de Cauchy, et converge donc vers une li-
mite y(t). De plus, en passant & la limite M — oo dans (8.4), on voit que la convergence est
uniforme en ¢. Par conséquent, la fonction y est continue.

Si on passe a la limite dans

‘ —m—/f
v -w- | " F(u(s), s

La fonction y est donc bien une solution de I’équation (8.1).

on obtient

=0.
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8.2 Quelques exemples

8.2.1 L’équation 3y’ = y?

La fonction y — 3?2 est de classe C!, par conséquent, le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique,
et cette équation définit une unique solution maximale, pour toute condition initiale. Cherchons cette
solution sous la condition y(0) = A. Comme la fonction f ne dépend ici pas du temps, on pourra se
ramener a partir de 1a & n’importe quelle condition initiale.

Traitons tout d’abord le cas A = 0. On remarque que la fonction nulle y(t) = 0 est bien solution de
I’équation. 1l s’agit donc de 'unique solution de I’équation. De plus, elle est définie sur R, c’est-a-dire
qu’elle est globale.

Supposons maintenant A # 0. Par continuité de la solution ¥, on sait que y est non nulle au moins
sur un voisinage de ¢t = 0. (™ 1) On peut alors diviser par y sur ce voisinage de 0, ot 'on obtient la

relation 5—; =1.Or fj—; =— (i)/ En intégrant on a la relation
1 1
—M = _X +t.
On a donc
u) = .
1— Xt
Cette solution est définie sur ]§,00[ si A < 0 et sur | — oo, +[ si A > 0. Dans les deux cas, la solution

maximale n’est pas globale.
Sur la figure 8.2, on a représenté le champ de vecteur (1,%?) correspondant & 1’équation y' = 32,
ainsi que les deux solutions correspondant & A\ = —2 et Ay = 1.

8.2.2 L’équation i = \/[y]

La fonction y — \/m est de classe C! sur R*, mais pas sur R. Par conséquent, on aura existence et
unicité de la solution de I’équation pour une condition initiale y(0) = X avec A # 0, jusqu’a un éventuel
instant ¢t ol y(t) vaudra 0.

En effet, considérons, comme précédemment, la solution de I’équation vérifiant y(0) = A et dont on
sait qu’elle ne s’annulle pas sur un voisinage de ¢t = 0. On a la relation

/

y =

Vi

’ !
mais \% vaut 2signe(y) (s/\ |> , de sorte que, en intégrant, on ait
y

2¢/ly(6)] = 2/A[ + signe(y)t.

On en déduit I'expression

(t) = (£ + V)2, défini sur | — 2v/\, o0 dans le cas A > 0,
- —(=% ++v/=X)?, défini sur | — 00,2y/=A[ dans le cas A < 0.

(note 1). En fait, on sait méme que la solution ne s’annulera jamais : en effet, par unicité, la seule solution qui puisse s’annuler
est la solution nulle, mais cette solution ne peut pas vérifier la condition y(0) = .
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FIGURE 8.2 — Le champ de vecteur associé & ’équation 3y’ = 2, avec deux solutions.

On remarque que dans ces deux cas, la fonction peut étre prolongée au-dela de son ensemble de définition
par la fonction nulle.

En récapitulatif, ’ensemble des solutions de y’' = \/m peut exactement étre décrit de la maniere
suivante : on fixe deux éléments a et b de [—00, 00] avec a < b, et on pose

—(t74a)2 sit<a;
ya(t) =<0 sia<t<b;

# sib<t.

Alors les solutions de y' = \/m sont exactement les fonctions de la forme g%, ol a et b sont deux
éléments de [—o0, 0o] vérifiant a < b

Sur la figure 8.3, on a représenté le champ de vecteur (1, y/]y|) ainsi que les solutions y° correspondant
aux couples (a,b) = (=2, —1) et (a,b) = (0.5, 00).

8.3 Le cas des équations d’ordre supérieur
On appelle équation différentielle d’ordre n une équation de la forme

y™ = fly,y,y", .y, (8.5)

ol f est une fonction de Q x R% x ... x R? x I dans R%, ol 2 est un ouvert de R?,. La variable y vit
ici dans R?. 11 est en fait simple de ramener ce type d’équation & une équation d’ordre 1 en augmentant
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FIGURE 8.3 — Le champ de vecteur associé & ’équation ¢y’ = 4/|y|, avec deux solutions.

la dimension du probléme. En effet, on pose z = (y,7/,... ,y("_l)). La nouvelle variable z vit alors
dans (R%)" = R4,

On remarque alors que la fonction y est solution de ’équation différentielle (8.5) si et seulement si z
est solution de

2= f(z,t).

On peut alors appliquer les résultats de la partie précédente pour les équations d’ordre 1. On remarque
notamment que la condition initiale z(tg) = 2o se traduira sur y par une condition de la forme

y(to) = o, ¥'(t) =S, y(n—1)(te) = y{" ™"
ot le n-uplet (yo,yél), ... ,y(()"_l)).

Par conséquent, un probleme de Cauchy sur une équation d’ordre n doit, pour étre bien posé, porter
sur les valeurs de la fonction et de ses n — 1 premieéres dérivées en un point donné :

Théoréme 8.3.1. Soit Q un ouvert de R? et soit f une fonction de Q x R% x ... x R x I dans R?,
continue et localement Lipschitzienne en les variables d’espace (celles qui vivent dans Q@ x R% x ... x R9).
Soient yo € 2, y1 €ER,...ypn_1 €R? et ty e I.

Alors ’équation

avec la condition intiale

y(to) = yo, ' (to) =1, - -y V(to) =yn

admet une unique solution maximale.
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8.4 Le cas linéaire

Un cas simple et courant en pratique est le cas des équations différentielles linéaires, c’est-a-dire
pour lequel la fonction f qui apparait dans I’équation (8.1) est affine par rapport & y. Autrement dit, il
s’agit des problemes de Cauchy de la forme

{y%t) = A(t)y(t) + b(v), (8.6)
y(to) = Yo,

ol yg est un élément de R™, b est une fonction de I dans R™ et A est une fonction de I dans R™*",
I’espace des matrices carrées de taille n.

Propriété 8.4.1. Si les fonctions A et b sont continues sur I, alors le systéme (8.6) admet une
unique solution maximale. De plus, cette solution est définie sur I tout entier.

Démonstration. L’équation (8.6) peut se met sous la forme (8.1) si on pose f(y,t) = A(t)y + b(¢). Il
suffit donc de montrer que ’on peut appliquer le théoreme de Cauchy-Lispchitz dans notre cadre.

Si les fonctions A et b sont continues sur I, alors elles sont bornées sur tout segment de [. Par
conséquent, si y et z sont deux points de R? on a

1(Az +0) = (Ay +b)[| = [[A(z = »)l| < Cllz =yl

pour une certaine constante C, de sorte que la fonction de R™ dans R™ donnée par y — Ay + b
est globalement Lipschitzienne. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz montre alors qu’il existe une unique
solution. 0

La résolution de 1’équation (8.6) passe par la résolution de 1’équation suivante, appelée équation
homogéne associée a (8.6) :

{y’(t) = A(Dy(®). &)

y(to) = yo,

En effet, on a le résultat suivant :

Propriété 8.4.2. L’ensemble Sa des solutions de l’équation homogéne y'(t) = A(t)y(t) est un
espace vectoriel, et Uapplication yo — y qui & une condition initiale yo associe la solution y de (8.7)
est linéaire.

L’ensemble Sa 1, des solutions de l'équation y'(t) = A(t)y(t) +b(t) est un espace affine dirigé par Sa .
Plus précisément, si § € Sap, alors on a

SA,b = {gj +z, z€ SA,0}~

Autrement dit, pour trouver toutes les solutions de I’équation y'(t) = A(t)y(t)+b(¢), il suffit d’exhiber
une solution de cette équation. Les autres solutions s’en déduisent en ajoutant les solutions de y/(t) =

At)y(t).
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Démonstration. Si y et z sont dans Sa 0, alors on a bien (y + 2)'(t) = A(t)(y(t) + 2(t)). De méme,
si A € R, on a bien (Ay)'(t) = A(t)(Ay)(t). Les fonction y + z et Ay sont bien dans Sa o, qui est donc
un espace vectoriel. Ensuite, on voit que la solution dépend linéairement de la condition initiale sur la
relation (y + 2)(to) = yo + 20 et (Ay)(to) = Ayo.

Siy et z sont dans S4p, alors on a

(y —2)'(t) = (A@)y(t) + b(2)) — (A®)=() + (1)) = A(t)(y(2)=(?))-
La fonction y — 2z est donc dans Sa,0. Autrement dit S4 5 est un espace affine dirigé par Sa . O

Définition 8.4.3. Pour s un élément de I, on note R la solution de l’équation différentielle a valeurs
dans R™*™

R (t) = AQt)Rs(1),
{Rs(s) =1,, (88)

ot I, est la matrice identité de taille n. La famille de matrice (Rs(t))(s,1yer> est appelée résolvante de
l’équation (8.6).

Comme son nom l'indique, la résolvante permet de résoudre ’équation (8.6) :

Propriété 8.4.4. La solution de ’équation (8.6) est donnée par
vt eI, y(t) = Riy(t)yo-
De plus, la matrice Ry, (t) est inversible, quel que soitt € I.

Démonstration. Par unicité, il suffit de vérifier que la fonction donnée est bien solution. On a bien y(tg) =
Ry, (to)yo = Iyo = yo. De plus /() = Ri (t)yo = A(t) Ry, (t)yo = A(t)y(t). La fonction y est bien la
solution cherchée.

Soit ¢t € I. Pour montrer que la matrice Ry, (t) est inversible, il suffit de montrer que si Ry, (t)yo = 0,
alors yo = 0. Si on suppose Ry, (t)yo = 0, cela signifie que la solution y s’annule en ¢. Comme la fonction
nulle est solution de ¥’ = Ay, par unicité, on en déduit que Ry, (s)yo est nul quel que soit s. Par
conséquent, yo = Ry, (to)yo = 0, et on a bien yo = 0. La matrice Ry, (t) est inversible. O

La propriété 8.4.4 signifie que la matrice R(t) envoie la position de y & l'instant s sur la position
de y & l'instant ¢. A partir de cette observation, il est naturel que la résolvante vérifie la relation de
composition suivante :

Propriété 8.4.5. Soit t, s et u trois éléments de I. On a la relation
R, (t) = Rs(t)Ry(s).
Notamment, on a Ri(s)™! = R4(t).

Démonstration. Comme (Rs(t))ier est 'unique solution de (8.8), il suffit pour conclure de montrer
que (R, (t)Ry(s)"1)ier est également solution.
Or, on a R, (s)Ry(s)™t = I, et (Ru(t)Ru(s)™1) = A(t)Ry(t)Ryu(s)~1, d’ot la conclusion. O
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Maintenant que I’on sait exprimer les solutions de 3’ = Ay, on va chercher & en déduire les solutions
de ' = Ay + b. Une méthode est la méthode dite de la “variation de la constante”, qui consiste &
remplacer le vecteur constant yo dans lexpression Ry, (t)yo par un vecteur non-constant. On cherche
donc les solutions de y' = Ay + b sous la forme Ry, (t)7o(t). La question est : quelles conditions doit
satisfaire go(t) pour que Ry, (t)yo(t) soit solution de y' = Ay + b? En remplacant dans I’équation on
obtient

(Reo (1)70(t))" = A(t)Reo ()50 (t) + b(t),
ce qui se récrit
A(t)Reo ()30 (t) + Rey (8)50(t) = A(t) Ry, (8)50(t) + b(t),

et apres simplification, on obtient

Jo(t) = Reo (1) 7'b(t) = Re(to)b(?).

Enfin, pour satisfaire la condition initiale y(to) = yo, comme y(tg) = Ry, (to)To(to) = Fo(to), on doit
avoir 9o (tp) = yo. Au final, on trouve que go est donné par

Jo(t) =0 + /t Ry (to)b(s)ds.

On a finalement

t

Ruy (D70(t) = Ruy (o + / Riy (1) R (to)b(s)ds = Rey (t)yo + / R.(£)b(s)ds.

to to
Ces calculs nous ont permis de démontrer la propriété suivante :

Théoréme 8.4.6 (Formule de Duhamel, ou “variation de la constante”). La solution de I’équation (8.6)
est donnée par

y(t) = R, (t)yo + / R4 (t)b(s)ds.

to

Dans le cas ou la famille (A(t))tc; commute on a une formule explicite pour la solution Rg(t) de
I’équation (8.8) :

Propriété 8.4.7. Si pour tous éléments t et s de I on a A(s)A(t) = A(t)A(s), alors la solution de
léquation (8.8) est donnée par
Ry(t) = els Alwdu

La définition de I’exponentielle d’une matrice est la suivante :

Propriété 8.4.8. Soit A une matrice carrée. Pour tout 1 <i,j < mn, la série %(A”),’j est convergente.
La matrice e définie par

1
A n
et = EO—H!A (8.9)

est appelée exponentielle de la matrice A.
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Démonstration. Notons [|A]l = max}_; 37 [A;]. On a

> AixBi;

k=1

n

n n n
n n
<max N[ Al Br;| = max Y [ Aul z; | Bl
=

j=1k=1 k=1

AB|| = m3
|AB]| = max )

j=1

n n
n n
< (r?_aIXZ|Aik|> max > | Byl
k=1 j=1
= [|A[l x || B]|.

Notamment, pour tout n, on a ||A™|| < ||A|™. De plus, on remarque que pour tout 4, j, on a |A;;| < || 4.
On peut donc faire la majoration

o0

>

n=0

(A, <

< Z *HA"II < Z A" = el < oo,

Par conséquent, la série définissant le (i, j)-éme coefficient de la matrice e?* est absolument convergente,
de sorte que la définition de e a bien un sens. O

n'

Pour prouver la proposition 8.4.7, on va avoir besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 8.4.9. Si A et B sont deux matrices qui commutent (c’est-a-dire si AB = BA), alors on a

6A+B = eAeB .

Démonstration. Comme les matrices A et B commutent, on a
k nn— k
(A+B)" Z i A B

On peut donc écrire

2N N g N Ak gk Ak Bn
e (L) (Sar) - E fem -, T G ew

n=0 = n=0 n=0 k=0 0<n,k<N
2N 2N—k Aan Aan
=22 a2
k=0 n=0 0<n, k<N

- Aan
N Z kln! -~
N<n,k<2N

n+k<2N

Par conséquent, d’une part le membre de gauche de (8.10) converge vers eAT5 — e4eB | d’autre part ses
coefficients sont majorés par

IAFIBI" _ [IA[*|B]™
Z Lin Z Z B N 0.
N<n,k<2N k=N n=N

n+k<2N

On a donc bien eAT8 = e4eB, O
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Lemme 8.4.10. Si (A,), oy est une suite de matrice convergeant vers 0, alors la suite de terme général

e _T— A,
| Arl

converge vers 0.

Démonstration. Par définition de I’exponentielle, on a

et —T—A 1 A 1 ellAnl — 1 — |4,
- "= — < — At = L 5,0,
! = I
T4 2 A | < 2w T4
ce qui acheve la démonstration. O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition 8.4.7.

Preuve de la proposition 8.4.7. Comme la famille (A(t));e; commute, c’est également le cas des ma-

trices fst A(u)du et fttJrh A(u)du. On a donc

1 t t 1 t ¢
7(efs+h A(u)du 6f5 A(u)du) _ E(eft T A(u)du _ I)efs A(u)du
t+h
_ % <eftt+h A(u)du I — / A(u)du) 6[: A(u)du
t

I ‘
+ 7 / A(u)duels A@dv
¢

= 0+ A(t)els Alwde,

/
On a donc bien (efst A(“)d“) = A(t)efst A(wdu_ T4 matrice els A4 vérifie donc la méme équation que
la résolvante, et par unicité de la solution, il s’agit effectivement de la résolvante. O
La famille des (A(t))ie; commute dans au moins deux cas courants :
— Si (A(t))ter est une matrice constante A(t) = Ap pour tout ¢, alors on a bien A(t)A(s) = A2 =

A(s)A(t) et on a
Ry(t) = elt=9)40,

— Si le probléme est posé en dimension n = 1, une matrice A(t) est en fait réduite & un nombre
réel, et on a bien A(t)A(s) = A(s)A(t).

8.5 Exercices

Exercice 8.1.
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1
y'+y=0, ¥y +2/+y=0, y”ﬂ/:?
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Exercice 8.2.
Résoudre les systemes suivants :

' =y, = x+y,
Y= 2243y, |¥V= —z-u,
Exercice 8.3.

Donner les solutions maximales de I’équation différentielle
y +y=y"
On pourra chercher une équation différentielle satisfaite par z = y®, pour une valeur de « bien choisie.

Exercice 8.4.
Trouver toutes les solutions maximales des équations différentielles suivantes :

Yy =—y°, ty=2y—2

Exercice 8.5.
On considere 1’équation différentielle avec condition initiale :

6" = sin(6),
6(0) = by,
0'(0) = 6.

1. Montrer que pour toutes valeurs de (6, 0;), cette équation admet une unique solution globale.
2. Montrer que la quantité §2/2 — cos(f) est constante au cours du temps.

3. En déduire les différents comportements possibles pour la solution de 1’équation, en fonction de 6
et 91 .

Exercice 8.6.
Quelles sont les solutions maximale de 1’équation différentielle

o0
vy = Z a, cos(nzx),
n=0

ol Y ay est une série absolument convergente ?



Chapitre 9

Convexité

9.1 Fonctions convexes

Dans toute ce chapitre, sauf mention explicite, I désignera un intervalle ouvert de R.

9.2 Définition

Définition 9.2.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que f est convexe si
pour tout x et y éléments de I et pour tout A dans [0,1], on a

fOz+ (1= Ny) <Af(x)+ 1 =N f(y).
Si —f est convexe, on dit que f est concave.

Cette inégalité exprime le fait que la courbe de f est partout au-dessous de ses arcs (voir figure 9.1).

M(@)+ 1 =N)f) -

FIGURE 9.1 — Convexité d’une fonction.

En récrivant la définition de convexité, on obtient la proposition suivante, qui traduit le fait que sur
la Figure 9.1, les pentes des droites (AB), (AC) et (BC) sont ordonnées dans l'odre croissant.

163
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Propriété 9.2.2 (Inégalité des pentes). Soit f une fonction convere de I dans R, et soient a < b < ¢
trois points de I. On a linégalité

1) = fla) _ flo) = fla) _ fle) = f(b)

b—a c—a - c—b

Démonstration. L’inégalité a < b < ¢ permet d’écrire b comme un barycentre de a et ¢, & savoir
b= Xa+ (1 —Ne, avec 0 < A < 1. Précisément, il suffit de prendre A = 2=¢. On a donc, par convexité

a—c’

b—c a—2>b

£(0) = FOa-+ (1= X)) S Af(a) + (1= N(e) = < f(a) + “=f (o)
En soustrayant f(a), on arrive a
b—c a—b b—a
F0) — (@) < =5 () — fla) + () = = (@)~ £(0),

et la premiere inégalité s’obtient en divisant par b — a. La deuxieme inégalité s’obtient de méme en
soustrayant f(c) plutot que f(a). O

9.3 Régularité

La simple hypothese de convexité d’une fonction permet d’obtenir certains résultat sur sa continuité
et sa dérivabilité.
La propriété suivante peut étre vue comme un cas limite de 'inégalité des pentes.

Propriété 9.3.1. Une fonction convexe d’un intervalle I dans R est dérivable a gauche et a droite en
tout point. De plus, on a, pour tout x <y < z de I

fL(@) < file) <
ou f' et fi désignent respectivement les dérivées a gauche et a droite de f. Notamment, les fonctions f',
et f' sont croissante.
Démonstration. En appliquant I'inégalité des pentes 4 x — k <z —h <z < x+ h < k + k, on obtient
fla—k)— @) _ fla—h)— @) _ flath)— f@) _ flat k)~ f@)
—k - —h - h - k '

Par conséquent, les fonctions h > w et h — f(z%),:f(m) sont, respectivement croissante et
décroissante, et respectivement minorée et majorée. Elles admettent donc une limite quand h tend
vers 0 en décroissant. La fonction f admet bien des dérivées a gauche et a droite en x. De plus,
I'inégalité f’ (x) < f) () se déduit en passant & la limite h — 0 dans f(zfﬁ)h*f(x) < f("Hh});f(w).

NS fy)—f(x) 1 . . NSRRI
L’inégalité f’ (z) < % se déduit en passant a la limite h — 0 dans l'inégalité des pentes

obtenue avec x < x + h < y, & savoir f(z+h})l_f(m) < f(y;:ic(w). O

Comme une fonction dérivable a gauche et a droite en x est continue en x, on obtient le corollaire
suivant :
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Corollaire 9.3.2. Une fonction convexe de I dans R est continue.

Attention, dans la propriété 9.3.1 et le corollaire 9.3.2, il est important de supposer l'intervalle I
ouvert. En effet, sur un intervalle fermé, une fonction convexe peut ne pas étre continue au bord. Par
exemple, considérons la fonction f définie sur [0, 1] par

f(m)_{o si0<x<l,

1 siz=1ouz=0.

La fonction f est convexe sur [0, 1], et est, comme I’assure le corollaire 9.3.2, continue sur |0, 1[. Toutefois,
cette fonction n’est pas continue en 0 et en 1.
Ces propriétés permettent de caractériser la convexité d’une fonction réguliere a partir de ses dérivées.

Propriété 9.3.3. — Soit f une fonction dérivable d’un intervalle I dans R. La fonction f est
conveze si et seulement si la fonction f' est croissante.
— Soit f une fonction deux fois dérivable d’un intervalle I dans R. La fonction f est convexe si et
seulement si la fonction f" est positive.

Démonstration. — Le fait qu’une fonction f convexe et dérivable vérifie f’ croissante est une
conséquence de la propriété 9.3.1.
Considérons maintenant une fonction f dérivable dont la dérivée est croissante. On considere
également trois points z < Az + (1 — )y < y, ou A €]0,1[. Le theéoréme des accroissements finis
nous donne l'existence de a € [z, A\x + (1 — N)y] et 5 € [z + (1 — Ny, y] tels que

fOz+ (1 =Ny - f(@) fOz+ (1 =Ny - fy)
1=M(y—=z) Az —y)

Par croissance de f/, on a f'(«) < f/(5), ce qui se récrit

A+ (1= Ny) = M () < (1= N f(y) — (1= MO + (1- A)y).

= f'(a) et = f'(B).

Apres manipulation, cette inégalité revient a I'inégalité de la Définition 9.2.1.
— Le deuxieme point se déduit du premier en utilisant le fait que la fonction dérivable f’ est

croissante si et seulement si f” est positive.
O

La propriété 9.3.3 permet par exemple de montrer que les fonctions z + 22 et 2 +—+ e sont convexe,
ou que la fonction In est concave.

Il est toutefois possible qu'une fonction convexe ne soit pas dérivable en tout point. Par exemple la
fonction valeur absolue est convexe sur R sans étre dérivable en 0. Il est méme possible qu’une fonction
convexe ne soit pas dérivable en une infinité de points. Considérons par exemple la fonction F' : z —
fow [y]dy, (ou [z] désigne la partie entiere de z), dont le graphe est tracé en Figure 9.2. La fonction F' n’est
dérivable en aucun point de Z, mais est dérivable sur | J,,c,]n,n + 1, avec F'(z) = n si x €|n,n+1[. En
revanche, F' admet une dérivée a gauche et a droite en tout point. Précisément, si x n’est pas entier, on
a F' (x) = F! (x) = F'(x) = [], alors qu’aux points entiers on a par contre I, (n) = n et F’ (n) =n—1.

Plus généralement, ’ensemble des points de non-dérivabilité d’une fonction convexe est dénombrable,
et inversement, si E' est un ensemble dénombrable, il existe des fonctions convexes dont I’ensemble des
points de non-dérivabilité est précisément F.



166 CHAPITRE 9. CONVEXITE

FIGURE 9.2 — Une primitive de la fonction partie entiere, dérivable seulement aux valeurs non-entieres.

9.4 Exercices

Exercice 9.1.
Montrer les inégalités

2
Vo € [O,g], —x <sin(z) < z, VeeR, 1+ax<e”, et Ve>-1, In(l+4+z)<uz.
T

Soit a un réel positif. Quelle inégalité peut-on écrire pour tout > —1 entre (1 4+ z)* et 1 + ax ?

Exercice 9.2.
Soit V : I — R une fonction convexe de classe C? et xy € I. Montrer que I’équation différentielle

y't) =-V'(y@t),
y(0) = zo,

admet une unique solution maximale. Montrer que la fonction ¢t — V (y(t)) est décroissante et convexe.

Exercice 9.3.
Soit f : I — R une fonction convexe, et soit # € I. Montrer que si f’ (z) < a < f! (x), alors pour tout y
dans I, on a a(y — z) + f(x) < f(y). En déduire I'expression :

f(x) = sup {ax + b}.

a,b t.q.
vy, ay+b<f(y)

Autrement dit, une fonction convexe peut s’écrire comme le supremum de toutes les fonctions affines
qui lui sont inférieures.

Exercice 9.4.
Soient f et g deux fonction continues et bornées de I dans R, et soit ® : R — R une fonction convexe.
On suppose [, g(x)dz = 1. Montrer I'inégalité de Jensen :

@ ( / f<:c>g<x>dx) < [ etr@)g(a)da.

I
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On pourra utiliser le résultat de I’exercice précédent.

Exercice 9.5.
Soit f : I — R une fonction convexe, strictement croissante, de classe C'. On suppose également que
Péquation f(x) = 0 admet une unique solution « sur I. Soit xg tel que f(xp) > 0.

1. Soit y € I, avec a < y. Montrer I'inégalité

2. En déduire que la relation de récurrence x,+1 = x,, — ff/((”;")) définit bien une suite réelle (x,, )nen

décroissante et minorée par a.
3. En déduire que lim, =, = a.
Exercice 9.6.
Soient p > 1 et ¢ > 1 deux réels vérifiant %4—% =1, et soient a et b deux réels positifs. Montrer I'inégalité
suivante, dite inégalité de Young : ab < % + %. Indication : ab = e™(@b).

Exercice 9.7.
Soient f:[0,1] = RT et g:[0,1] = R" deux fonction continues positives. Montrer I'inégalité

/ ' fe)g(a)dr < (f 1 fapas) " (f 1 slos)

On pourra d’abord supposer fol g(z)%dx = 1 et appliquer l'inégalité de Jensen avec ®(x) = aP. Autre

1/q

possibilité : supposer fol f(z)Pdx = fol g(z)%dx =1 et appliquer l'inégalité de Young.



