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2.3.5 Valeurs d’adhérences, limites inférieures et supérieures . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.4 Relations de comparaison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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5.3.2 La méthode du point milieu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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6.3.2 Séries de Fourier et dérivabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
6.3.3 Structure Hilbertienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
6.3.4 Convergence normale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
6.3.5 Convergence simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

6.4 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

7 Fonctions usuelles 135
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9.1 Fonctions convexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
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Chapitre 1

Nombres réels

L’ensemble R des nombres réels est le cadre naturel de l’analyse. Dans ce chapitre, nous allons
construire cet ensemble en partant de l’ensemble N des entiers naturels dont nous poserons l’existence
comme axiome.

À partir de N, nous pourrons construire l’ensemble Z des entiers relatifs et l’ensemble Q des nombres
rationnels. L’ensemble Q est le plus petit corps qui contienne N, c’est à dire l’ensemble le plus simple
dans lequel on puisse définir une addition, une soustraction, une multiplication et une division en se
basant sur les nombres entiers.

L’ensemble Q est également muni d’une structure d’ordre. Toutefois, il manque à Q une certaine pro-
priété relative à cette structure d’ordre, la complétude, ce qui fait que certains nombres qui “devraient”
exister ne sont pas dans Q. L’ensemble R est construit à partir de Q en rajoutant ces éléments. On
obtient alors un corps, contenant strictement Q, mais qui vérifie maintenant la propriété de complétude.

1.1 L’ensemble N des entiers naturels

1.1.1 Les axiomes de Peano

L’ensemble N est défini de manière axiomatique : on considère certaines propriétés de N comme
“évidentes”, et on les suppose vraies. Le but va être de construire successivement Z, Q et R, à partir de
ces quelques axiomes.

Définition 1.1.1. On suppose qu’il existe un ensemble N, un élément 0 ∈ N et une fonction injec-
tive s : N → N \ {0}, appelée fonction successeur satisfaisant la propriété suivante, appelée propriété
de récurrence :

Si un sous-ensemble de N contient 0 et est stable par s, alors il s’agit de N tout entier.

Dans cette définition, “A est stable par s” signifie que si n est dans A, alors s(n) est également
dans A. Le caractère injectif de s entre N et N \ {0} signifie que tout élément de N a un successeur,
que 0 n’est successeur d’aucun élément, et que deux éléments ayant le même successeur sont égaux.

Ces suppositions sont appelées axiomes de Peano. Un élément de N est appelé entier, ou entier
naturel.
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8 CHAPITRE 1. NOMBRES RÉELS

Un première conséquence de cette définition est que l’on peut énumérer des éléments tous distincts
de N en considérant 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), etc. D’après l’axiome de récurrence, on obtient ainsi tous
les entiers.

On note s(0) = 1, s(1) = 2, s(2) = 3, etc. L’élément s(n) aura vocation à représenter n+ 1.

Propriété 1.1.2. La fonction s est en fait une bijection entre N et N \ {0}.

Démonstration. On sait déjà que s est une injection de N dans N \ {0}. Il reste à montrer qu’elle est
surjective.

Pour cela, il suffit de remarquer que l’ensemble {0}∪s(N) contient 0 ainsi que le successeur de chacun
de ses éléments (puisqu’il contient les successeurs de tous les entiers). L’axiome de récurrence montre
donc {0} ∪ s(N) = N.

L’axiome de récurrence est très utile pour montrer des propriétés sur l’ensemble N en l’utilisant de
la manière suivante. On considère une propriété P(n) dont on veut prouver qu’elle est vérifiée par tout
entier naturel n. On considère alors l’ensemble

A = {n ∈ N, P(n) est vraie}.

Notre objectif est de montrer que A = N. On prouve alors les deux propositions P(0) et

∀n ∈ N, P(n) ⇒ P(s(n)). (1.1)

Comme P(0) est vraie, 0 est dans A, et comme (1.1) est vraie, l’ensemble A est stable par s. L’axiome
de récurrence permet de conclure que A = N ; autrement dit, la propriété P(n) est vraie quel que soit n.
Une démonstration suivant ce schéma est appelée démonstration par récurrence.

L’axiome de récurrence permet de définir des fonctions ϕ sur N à partir de relations de la forme

ϕ(s(n)) = f(ϕ(n)).

Propriété 1.1.3. Soit E un ensemble, α un élément de E et f une fonction de E dans E. Il existe une
unique fonction ϕ de N dans E telle que :

ϕ(0) = α, ∀n ∈ N, ϕ(s(n)) = f(ϕ(n)). (1.2)

Quand on aura défini l’addition, l’égalité (1.2) prendra la forme plus habituelle (1.6)

Démonstration. — Pour l’unicité, on considère deux éventuelles fonctions ϕ et ψ vérifiant les condi-
tions de l’énoncé. Il suffir de montrer que l’ensemble

A = {n ∈ N, ϕ(n) = ψ(n)}

est égal à N tout entier. On va procéder par récurrence : on a ϕ(0) = α = ψ(0), donc 0 ∈ A. De
plus, si n ∈ A, on a

ϕ(s(n)) = f(ϕ(n)) = f(ψ(n)) = ψ(s(n)).

On a donc s(n) ∈ A. L’ensemble A est donc stable par s, et donc A = N.
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— (Cette preuve peut être sautée en première lecture) Passons maintenant à l’existence. On va construire le graphe
d’une fonction vérifiant les conditions de l’énoncé. C’est à dire qu’on va construire un sous-ensemble G de N× E
vérifiant la propriété (note 1)

∀n ∈ N, ∃!x ∈ E, (n, x) ∈ G, (1.3)

c’est à dire que G est le graphe d’une fonction. L’unique élément x de E tel que (n, x) ∈ G est à comprendre
comme ϕ(n). On voudra aussi que G vérifie

(0, α) ∈ G (1.4)

et
∀n ∈ N, (n, x) ∈ G ⇒ (s(n), f(x)) ∈ G, (1.5)

ce qui signifie que la fonction dont G est le graphe vérifie bien les conditions de l’énoncé. On considère l’ensemble

E = {A ⊂ N× E, (0, α) ∈ A et ((n, x) ∈ A) ⇒ (s(n), f(x)) ∈ A},

c’est-à-dire l’ensembles des sous-ensembles de N× E vérifiant (1.4) et (1.5). On va montrer que l’ensemble

G =
⋂

A∈E

A

vérifie aussi les conditions (1.4) et (1.5), mais également la condition (1.3), ce qui concluera la preuve.

1. Tout d’abord, chacun des éléments A de E contient (0, α). Donc, (0, α) ∈ ⋂

A∈E A = G et G vérifie (1.4).

2. Ensuite, si (n, x) est dans G, alors pour tout A de E, (n, x) est dans A. Par définition de l’ensemble E, on a
donc (s(n), f(x)) ∈ A pour tout A de E. En conséquence, (s(n), f(x)) ∈ ⋂

A∈E A = G. Donc G vérifie bien (1.5).

3. Pour montrer que G vérifie (1.3), on prouve par récurrence la propriété P(n) suivante :

P(n) : “∃!x ∈ E, (n, x) ∈ G”.

L’ensemble G contient nécessairement l’élément (0, α). Ensuite, pour un x de E avec x 6= α, et pour un
ensemble A ∈ E, l’ensemble A \ {(0, x)} est également élément de E, de sorte que (0, x) /∈ ⋂

A∈E A = G. La
propriété P(0) est donc vérifiée.

Supposons maintenant la propriété P(n) vraie pour un certain n ∈ N. Il existe donc un unique x tel que (n, x) ∈
G. Par (1.5), on a (s(n), f(x)) ∈ G. De plus, pour y ∈ E avec y 6= f(x), si A ∈ E, alors A \ {(s(n), y)} est
également dans E, puisque (s(n), y) n’est pas de la forme (s(n), f(z)), où (n, z) est un élément de G. Par
conséquent, (s(n), y) /∈ ⋂

A∈E A = G, ce qui montre P(s(n)) et achève donc la démonstration de l’existence
de ϕ.

1.1.2 Addition et multiplication

La propriété 1.1.3 nous permet de définir par récurrence la somme et le produit de deux entiers
naturels.

Définition 1.1.4. Soit m un élément de N. On définit l’addition par les relations :

m+ 0 = m et ∀n ∈ N, m+ s(n) = s(m+ n).

On peut également définir la multiplication de la manière suivante.

Définition 1.1.5. Soit m un élément de N. On pose m× 0 = 0 et pour tout n dans N,

m× s(n) = m× n+m.

L’addition et la multiplication vérifient les propriétés classiques suivantes :

(note 1). On rappelle que ∃!x signifie “il existe un unique x tel que...”
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Propriété 1.1.6. L’addition et la multiplication sont associatives et commutatives. L’addition et la
multiplication admettent respectivement 0 et 1 comme élément neutre. La multiplication est distributive
par rapport à l’addition. Pour tous entiers n, m et p, si n + m = n + p, alors m = p. De même,
si nm = np pour n 6= 0, alors m = p.

Démonstration. Toutes les preuves se font par des récurrences bien choisies. On ne rédigera que la preuve
de la commutativité, les autres preuves étant laissées en exercice.

Considérons la proposition P(n) définie par :

P(n) : “∀m ∈ N, n+m = m+ n”.

On va montrer par récurrence que P(n) est vrai pour tout n.
— La proposition P(0) va elle-même être montrée par récurrence. Nous considérons la proposi-

tion Q(m) définie par :

Q(m) : “0 +m = m+ 0 = m”.

La proposition Q(0) est vraie par définition de l’addition. Supposons maintenant que Q(m) soit
vraie pour un certain m. On a alors

0 + s(m) = s(0 +m) = s(m),

par définition de l’addition et l’hypothèse de récurrence. De plus, on a toujours, s(m)+0 = s(m).
La propriété Q(s(m)) est donc vraie, et on a montré par récurrence la propriété P(0).

— Passons maintenant à l’itération de la récurrence. Pour cela, on va démontrer le résultat suivant :
Lemme 1.1.7. Pour tous entiers n et m, on a s(m) + n = m+ s(n).

Démonstration. Encore une récurrence. On considère la propriété

R(n) : “∀m ∈ N, s(m) + n = m+ s(n)”.

Soit m un entier, on a s(m)+0 = s(m) = s(m+0) = m+s(0) (par la définition de +), donc R(0)
est vraie. Si on suppose R(n) vraie pour un certain entier n, alors en utilisant successivement la
définition de +, l’hypothèse de récurrence et encore la définition de +, on a

s(m) + s(n) = s(s(m) + n) = s(m+ s(n)) = m+ s(s(n)),

ce qui montre R(s(n)). Finalement, R(n) est vrai pour tout n, et le lemme 1.1.7 est démontré.

Revenons à la preuve de P(n) ⇒ P(s(n)). Soit n un entier naturel, et supposons P(n) vraie.
Considérons un entier m. On a, en utilisant tour à tour le lemme 1.1.7, la définition de +,
l’hypothèse de récurrence et la définition de + :

s(n) +m = n+ s(m) = s(n+m) = s(m+ n) = m+ s(n).

Cela montre P(s(n)), et la preuve est achevée.

La propriété 1.1.3 prend une apparence plus habituelle en replaçant s(n) par n+ 1 et en notant les
fonctions de N dans E sous forme de suites :
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Propriété 1.1.8. Soit E un ensemble, α un élément de E et f une fonction de E dans E. Il existe une
unique suite (un)n∈N d’élément de E telle que :

u0 = α, et ∀n ∈ N, un+1 = f(un). (1.6)

De même, on peut construire des suites par des relations de récurrence double : si α et β sont deux
éléments de E et f est une application de E × E dans E, alors il existe une unique suite d’éléments
de E vérifiant

u0 = α, u1 = β, ∀n ∈ N \ {0}, un + 2 = f(un, un+1).

En effet, pour construire cette suite, il suffit d’appliquer la propriété 1.1.8 à la fonction F de E×E dans
lui-même définie par F (x, y) = (y, f(x, y)) et à (α, β) ∈ E × E.

La définition 1.1.1 revient à supposer l’existence d’un ensemble N possédant certaines propriétés. On
peut montrer que si un autre ensemble possède les mêmes propriétés, il est isomorphe à N en un certain
sens. Cela signifie que l’ensemble N est défini sans ambigüıtés par les axiomes de Peano.

Propriété 1.1.9. Si deux triplets (N, 0, s) et (Ñ, 0̃, s̃) vérifient les axiomes de Peano, alors il existe une
unique bijection f : N → Ñ telle que f(0) = 0̃ et telle que pour tout n ∈ N, on ait f(s(n)) = s̃(f(n)).

Démonstration. La propriété 1.1.3 donne directement l’existence et l’unicité de f (avec E = Ñ, α = 0̃
et f = s̃).

1.1.3 Bon ordre sur N

Dans la partie 1.1.2, on a muni N d’une multiplication et d’une addition. Une autre structure im-
portante dont dispose N est une structure d’ordre. On rappelle quelques définitions :

Définition 1.1.10. Un ensemble (totalement) ordonné est un ensemble E muni d’une relation (c’est
à dire d’une application de E × E dans {vrai, faux}), notée ≤ vérifiant les propriétés

— pour tout x, on a x ≤ x ;
— pour tous x et y, si x ≤ y et y ≤ x alors x = y ;
— pour tous x, y et z, si x ≤ y et y ≤ z alors x ≤ z ;
— pour tous x et y, on a soit x ≤ y, soit y ≤ x (c’est la propriété d’ordre total).

Définition 1.1.11. Soit E un ensemble totalement ordonné, et soit A un sous-ensemble de E.
— un majorant (resp. un minorant) de A est un élément m de E tel que pour tout a de A, on

ait a ≤ m (resp. m ≤ a) ;
— Un plus grand élément (resp. un plus petit élément) est un majorant (resp. un minorant) de A

qui appartient à A ;
— une borne supérieure (resp. une borne inférieure) de A est un plus petit élément de l’ensemble

des majorants de A (resp. un plus grand élément de l’ensemble des minorants de A).

Propriété 1.1.12. Dans un ensemble ordonné E, si un sous-ensemble A de E admet un plus petit
élément, celui-ci est unique. On le note alors minA. Par ailleurs, la borne supérieure étant définie
comme le plus petit élément d’un certain ensemble, celle-ci est également unique (si elle existe). On la
note supA.

Démonstration. Supposons qu’un ensemble A admette deux plus petits éléments x et y. Comme x est un
plus petit élément de A et que y ∈ A, on a x ≤ y. De même, y ≤ x. On en conclut donc que x = y.
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La propriété suivante montre que bien qu’il soit possible que la borne supérieure d’un ensemble A
ne soit pas dans A, il existe des éléments de A qui s’en approchent autant que l’on souhaite.

Propriété 1.1.13. Soit E un ensemble ordonné et A un ensemble admettant une borne supérieure.
Pour tout x de E avec x < supA , il existe y dans A tel que x < y ≤ supA.

Démonstration. Soit x un élément de E vérifiant x < supA. Comme supA est le plus petit des majorants
de A, x n’est pas un majorant de A. Il existe donc y ∈ A tel que x < y. De plus, comme supA est un
majorant de A, on a y ≤ supA.

On définit une relation d’ordre sur N de la façon suivante :

Définition 1.1.14. Étant donnés deux éléments n et m de N, on dit que n est inférieur ou égal à m et
on note n ≤ m si il existe un entier k tel que n+ k = m.

Propriété 1.1.15. La relation ≤ est une relation d’ordre totale sur N.

Démonstration. Les quatre propriétés définissant une relation d’ordre total sont montrées respectivement
en utilisant :

— l’égalité n+ 0 = n ;
— la propriété 1.1.6 ;
— l’associativité de + ;
— une récurrence sur n pour montrer que {m ∈ N, n ≤ m ou m ≤ n} = N.

La relation d’ordre a un bon comportement vis à vis de l’addition et de la multiplication :

Propriété 1.1.16. Pour tous entiers naturels n, m et k, tels que n ≤ m on a

n+ k ≤ m+ k et nk ≤ mk.

Démonstration. Par définition, si n ≤ m, il existe q tel que n + q = m. On a donc n + k + q = m + k,
donc n+ k ≤ m+ k. De plus mk = (n+ q)k = nk + qk, donc nk ≤ mk.

Propriété 1.1.17. Tout sous-ensemble non-vide de N admet un plus petit élément (note 2).

Démonstration. Soit A un sous-ensemble de N, et supposons que A n’admette pas de plus petit élément.
On va montrer que A est l’ensemble vide. Pour cela on va montrer par récurrence que la propriété P(n)
définie par

P(n) = “{0, . . . , n} ∩A = ∅”,
est vraie pour tout n entier (note 3). Tout d’abord, on remarque que 0 /∈ A, sinon il serait son plus petit
élément, ce qui montre P(0). Soit n un entier, et supposons que P(n) soit vrai. Si n + 1 était élément
de A, par l’hypothèse de récurrence il serait son plus petit élément. Par conséquent, on a n+ 1 /∈ A, ce
qui montre P(n+ 1). On en déduit donc que

A = A ∩ N = A ∩
⋃

n∈N

{0, . . . , n} =
⋃

n∈N

(A ∩ {0, . . . , n}) =
⋃

n∈N

∅ = ∅.

L’égalité N =
⋃

n∈N{0, . . . , n} découle du fait que pour tout entier n, on a n ∈ {0, . . . , n}
(note 2). On dit aussi que N est bien ordonné.
(note 3). Bien entendu, {0, . . . , n} désigne l’ensemble {k ∈ N, k ≤ n}.
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Propriété 1.1.18. N n’admet pas de plus grand élément. En revanche, toute partie non-vide majorée
de N admet un plus grand élément.

Démonstration. — Supposons que N admette un plus grand élémentM . On aurait alorsM+1 ≤M ,
ce qui est contradictoire.

— On va montrer par récurrence la propriété suivante, ce qui concluera la preuve :

P(n) = “Tout sous-ensemble non-vide de N majoré par n admet un plus grand élément.”

Cette propriété est bien vraie au rang 0. En effet, le seul ensemble non-vide majoré par 0 est {0}
qui admet 0 comme plus grand élément.
Considérons n ∈ N, et supposons P(n) vraie. Soit A un sous-ensemble non-vide de N majoré
par n + 1. On a deux cas possibles : soit n + 1 ∈ A, auquel cas n + 1 est le plus grand élément
de A ; soit n+1 /∈ A, auquel cas A est majoré par n et on applique P(n). Dans les deux cas P(n+1)
est vraie.

On a présenté ici une construction de N basée sur le principe de récurrence. On aurait aussi pu poser
comme axiome les propriétés 1.1.17 et 1.1.18, et retouver les axiomes de Peano (qui seraient cette fois-ci
des théorèmes) à partir de ces deux axiomes. En effet, si on part des propriétés 1.1.17 et 1.1.18, on peut
définir 0 comme étant le plus petit élément de N, et on définit s(n) par

s(n) = min{k ∈ N, k > n}.
Cette expression a bien un sens : en effet, comme N n’a pas de plus grand élément, l’ensemble {k ∈
N, k > n} est non-vide, et admet donc un plus petit élément. On peut alors vérifier que s est une
bijection de N dans N \ {0} (il suffit de montrer que sa réciproque est s−1(n) = max{k ∈ N, k < n}), et
que (N, 0, s) vérifie l’axiome de récurrence (pour un ensemble A contenant 0 et stable par s, considérer
le plus petit élément de N \A ; on arrive à une contradiction, ce qui montre que A = N).

1.1.4 Quelques autres types de récurrence

En plus du raisonnement par récurrence simple présenté dans la partie 1.1.1, il existe d’autres types
de récurrence.

La récurrence double (triple, etc)

Pour montrer une proposition P(n) pour tout entier n, on peut également montrer les propositions
suivantes :

— P(0) ;
— P(1) ;
— ∀n ∈ N, (P(n) et P(n+ 1)) ⇒ P(n+ 2).

En effet, une récurrence simple permet alors de montrer la proposition

Q(n) = “P(n) et P(n+ 1)”

pour tout entier n.
On peut également parler de récurrence triple, quadruple, etc. À ce moment-là il faut initialiser la

récurrence par P(0), P(1) et P(2) et montrer “∀n ∈ N, (P(n) et P(n+1) et P(n+2)) ⇒ P(n+3)”
(pour une récurrence triple).
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La récurrence forte

Pour montrer une proposition P(n) pour tout entier n, on peut également montrer les deux propo-
sitions suivantes :

— P(0) ;
— ∀n ∈ N, (∀k ∈ {0, . . . , n}, P(k)) ⇒ P(n+ 1).

En effet, par une récurrence simple, les hypothèses précedentes permettent alors de montrer la proposi-
tion

R(n) = “∀k ∈ {0, . . . , n}, P(k)”

pour tout entier n.

1.2 L’anneau Z des entiers relatifs

On ne peut pas définir une soustraction pour tout couple d’éléments de N, mais on a tout de même
la propriété suivante :

Propriété 1.2.1. Si n ≤ m il existe un unique entier k tel que n+ k = m. On le note k = m− n.

Démonstration. L’existence vient de la définition de la relation d’ordre. Pour l’unicité on suppose n+k =
m = n+ q. La propriété 1.1.6 permet de conclure que k = q.

On va alors construire l’ensemble des entiers relatifs en rajoutant “à la main” les éléments n −m
pour n < m.

Définition 1.2.2. On pose (note 4) Z = {0} ∪ ({+,−} × (N \ {0})). Les éléments de la forme (+, n)
et (−, n) seront respectivement notés n et −n.

On définit alors l’addition et la multiplication sur Z à partir de l’addition et la multiplication sur N

en utilisant les règles habituelles pour les signes.

Propriété 1.2.3. Muni de + et ×, Z est un anneau commutatif.

Démonstration. Laissé en exercice.

La structure d’anneau est la structure naturelle pour effectuer des additions, soustractions et multi-
plications. Ceci est formalisé dans la définition suivante :

Définition 1.2.4. Un anneau A est un ensemble muni de deux loi de composition internes (c’est-à-dire
deux fonctions de A×A dans A), notées + et ×, vérifiant les propriétés “naturelles” suivantes.

— l’addition est commutative, associative, possède un élément neutre 0A et tout élément admet un
opposé ;

— la multiplication est commutative, associative et possède un élément neutre 1A ;
— la multiplication est distributive par rapport à l’addition.

Un autre définition de Z, plus artificielle, mais facilitant les preuves des propriétés classiques de
l’addition et de la multiplication se fait en utilisant un quotient de N.

(note 4). La notation Z vient du mot allemand “Zahl”, qui signifie “nombre”.
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Définition 1.2.5. On définit une relation d’équivalence ∼ sur N×N par (n,m) ∼ (n′,m′) si n+m′ =
n′ +m. On appelle Z l’ensemble des classes d’équivalences de ∼.

On définit la somme de deux éléments de Z par (n,m) + (n′,m′) = (n + n′,m +m′). De même on
définit la multiplication par la formule

(n,m)× (n′,m′) = (nn′ +mm′, nm′ +mn′).

Cette définition se comprend si l’on voit Z comme l’ensemble des différences entre deux éléments
de N : la classe d’équivalence de (n,m) est à comprendre comme n−m.

1.3 Le corps Q des rationnels

Un corps est un cas particulier d’anneau dans lequel on peut effectuer des divisions. Plus précisément,
on définit :

Définition 1.3.1. Un corps est un anneau dans lequel tout élément non nul est inversible (pour la
multiplication).

Les opérations usuelles sont définies de la manière suivante :

Définition 1.3.2. On définit une relation d’équivalence ∼ sur Z × (Z \ {0}) par (n,m) ∼ (n′,m′)
si nm′ = n′m. On appelle (note 5) Q l’ensemble des classes d’équivalence de ∼. La classe de (n,m) est
notée n

m . Les éléments de Q sont appelés nombres rationnels.

Définition 1.3.3. On définit une addition et une multiplication sur Q par les formules

n

m
+
n′

m′ =
nm′ + n′m

mm′ et
n

m
× n′

m′ =
nn′

mm′ .

On définit aussi une relation d’ordre sur Q par

n

m
≤ n′

m′ ⇔ nm′ ≤ n′m si m > 0 et m′ > 0.

La condition m > 0 dans la définition de l’ordre n’est pas restrictive puisque tout rationnel à une
représentation dont le dénominateur est positif (puisque n

m = −n
−m ).

L’ensemble Q est donc muni de deux structures : d’une part d’une structure d’anneau, avec les lois +
et ×, d’autre part, d’une structure d’ordre. Dans le cas de Q ces deux structures sont compatibles au
sens suivant.

Définition 1.3.4. Un corps K est dit ordonné si il est muni d’une relation d’ordre ≤ compatible avec
la structure de corps, au sens où :

— si x, y et z sont trois éléments de K avec x ≤ y, alors x+ z ≤ y + z ;
— si x, y et z sont trois éléments de K avec 0 < z et x < y alors, zx < zy.

On peut remarque que la multiplication par un élément négatif renverse les inégalités :

Propriété 1.3.5. Dans un corps ordonné, si z < 0, et si x < y alors zy < zx.

(note 5). La notation Q vient du mot “quotient”.
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Démonstration. En ajoutant −x − y à l’inégalité x < y, on obtient −y < −x, de sorte que la multi-
plication par −1 renverse les inégalité. Par conséquent, on a 0 < −z, de sorte que (−z)x < (−z)y. En
multilpliant une deuxième fois par −1 on obtient zy < zx.

Propriété 1.3.6. Muni de +, × et ≤, Q est un corps ordonné.

Démonstration. Laissé en exercice.

Propriété 1.3.7. Tout corps ordonné contient un unique sous-corps isomorphe à Q. L’isomorphisme
en question est unique.

Avant de prouver la propriété 1.3.7, on va montrer un lemme.

Lemme 1.3.8. Dans un corps ordonné K, on a, pour tout entier n ∈ N, 0K < n1K.

Démonstration. On procède par récurrence. Tout d’abord, on montre par l’absurde que 0K < 1K. En
effet, si 1K < 0K, la multiplication par 1K changerait le signe de l’égalité, et on aurait 1K > 0K, ce qui est
contradictoire. On a donc montré la propriété au rang 0. Supposons vraie l’inégalité au rang n : 0K < n1K.
Alors, en ajoutant 1K on obtient 1K < (n+ 1)1K, or 0K < 1K, d’où 0K < (n+ 1)1K.

Démonstration de la propriété 1.3.7. Le lemme 1.3.8 montre que dans un corps ordonné, l’égalité n1K =
0 implique que n = 0. On peut donc diviser par tout entier n 6= 0. L’ensemble

{
n1K
m1K

, (n,m) ∈ Z× (Z \ {0})
}

est donc un sous-corps de K isomorphe à Q. L’unicité du morphisme vient du fait que l’image d’un
entier n ne peut être que n1K et donc que l’image du rationnel n

m ne peut être que n1K
m1K

.

On fini ce paragraphe par remarquer qu’il y a “autant” de rationnels que d’entiers.

Propriété 1.3.9. Q est dénombrable, c’est à dire qu’il existe une bijection de N sur Q.

Démonstration. On va faire cette preuve en admettant le résultat assez intuitif suivant, mais dont la
preuve n’est pas si facile, appelé théorème de Cantor-Bernstein :

Théorème 1.3.10. Étant donnés deux ensembles E et F , si il existe une injection de E dans F et une
injection de F dans E, alors il existe une bijection de E dans F .

Comme l’application indentité de N dans Q est clairement une injection, le théorème 1.3.10 fait
qu’il nous suffit d’exhiber une injection de Q dans N pour démontrer la propriété 1.3.9. On définit par
exemple l’injection de Q dans Z définie par n

m 7→ 2m(2n + 1), où la fraction n
m aura été choisie telle

que m soit positif et le plus petit possible. Ensuite, on exhibe une bijection entre N et Z par exemple,
l’application f : N → Z définie par

f :

{

2n+ 1 7→ n

2n 7→ −n

convient.
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1.4 Le corps R des réels

Dans cette partie, nous allons construire et caractériser le corps des réels.

1.4.1 Définition axiomatique de R

Nous commençons par une définition axiomatique de R. Plus précisément, nous allons définir R

comme étant le seul corps vérifiant une certaine propriété. Il restera alors, pour que la définition ait un
sens, à montrer qu’il existe effectivement un corps vérifiant cette propriété, et que ce corps est unique.

Commençons par une définition.

Définition 1.4.1. Un corps ordonné K est dit Archimédien si quels que soient deux éléments x et y
de K avec 0 < x et 0 < y, il existe un entier positifi n tel que x < ny.

Un corps ordonné K vérifie la propriété de la borne supérieure si tout sous-ensemble non-vide majoré
admet une borne supérieure.

On remarquera que Q est un corps ordonné Archimédien, mais qu’il ne vérifie pas la propriété de la
borne supérieure.

Théorème 1.4.2. Il existe un unique corps ordonné vérifiant la propriété de la borne supérieure, à
unique isomorphisme près. On le note R. Les éléments de R sont appelés “nombres réels”.

Dans le théorème 1.4.2 on entend par “isomorphisme” un isomorphisme de corps qui soit également
une fonction croissante.

Le corps des réels est Archimédien d’après la propriété suivante.

Propriété 1.4.3. Un corps ordonné vérifiant la propriété de la borne supérieure est nécessairement
Archimédien.

Démonstration. On va raisonner par la contraposée, en montrant qu’un corps non-Archimédien ne vérifie
pas la propriété de la borne supérieure.

Par définition, dans un corps ordonné non-Archimédien, il existe α > 0 et β > 0 tels que nα < β
pour tout n. Par conséquent, n ≤ β

α , ce qui fait que l’ensemble N est majoré.
Si ω est un majorant de N, alors pour tout n ∈ N, on a n+1 ≤ ω, d’où n ≤ ω−1. Par conséquent, ω−1

est un majorant de N, et N n’a donc pas de plus petit majorant, c’est-à-dire pas de borne supérieure.
N étant une partie majorée n’admettant pas de borne supérieure, le corps considéré ne vérifie pas la

propriété de la borne supérieure.

Nous allons montrer le théorème 1.4.2 dans les deux parties suivantes : nous allons montrer dans la
partie 1.4.2 l’existence d’un corps ordonné vérifiant la propriété de la borne supérieure, puis, dans la
partie 1.4.3, que deux tels corps sont isomorphes .

1.4.2 Une construction de R

Dans cette partie, on va montrer qu’il existe un corps vérifiant les conditions du théorème 1.4.2 en
définissant un ensemble que l’on munira d’une addition et d’une multiplication.

L’idée de cette construction est que l’ensemble {q ∈ Q, q < α} caractérise entièrement le réel α.
Comme pour l’instant on n’a défini que l’ensemble Q, on va chercher à caractériser les ensembles de
cette forme sans faire mention des réels. C’est ce qui est fait dans la définition suivante.
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Définition 1.4.4. On dit qu’un ensemble A ⊂ Q est une coupure (ou coupure de Dedekind) de Q si :

— il est différent de Q et ∅ ;
— pour tout élément q de A, on a {r ∈ Q, r ≤ q} ⊂ A ;
— pour tout q de A, il existe r > q avec r ∈ A.

−3 −2 −1 0 1 2 3

{q, q2 < 2 ou q < 0}

Figure 1.1 – La coupure de Q correspondant au réel
√
2.

L’existence d’un élément r > q dans A permet d’éviter que les deux ensembles {q ∈ Q, q ≤ q0}
et Aq0 = {q ∈ Q, q < q0} ne soient tous les deux des coupures.

Définition 1.4.5. On note R l’ensemble des coupures de Q.

On notera que Q peut être vu comme un sous-ensemble de R par l’identification q ≃ {r ∈ Q, r < q}.
Toutefois, certaines coupures ne s’identifient à aucun rationnel, comme par exemple {q ∈ Q, q ≤
0 ou q2 < 2}, qui correspondra au réel

√
2. Cette dernière coupure est représentée sur la figure 1.1

Quand on aura construit l’ensemble des réels, on verra que les coupures sont exactement les ensembles
de la forme {q ∈ Q, q < α}, avec α ∈ R.

Nous allons définir sur R une structure de corps ordonné, puis nous montrerons que ce corps vérifie
la propriété de la borne supérieure.

Définition 1.4.6. — L’ensemble R est muni de la relation d’ordre ⊂.
— R est muni de la loi de composition interne + définie par

A+B = {q ∈ Q, ∃a ∈ A, ∃b ∈ B, q = a+ b} =
⋃

b∈B
A+ b.

Propriété 1.4.7. L’ensemble R muni de + est un groupe commutatif dont l’élément neutre est O =
{q ∈ Q, q < 0} et l’opposé d’un élément A de R est donné par

−A = {q ∈ Q, ∃r ∈ Q \A, q < −r}

Démonstration. La loi + est commutative et associative. On va montrer que O est son élément neutre.

— Soit A une coupure. On a

A+O =
⋃

q∈Q, q<0

A+ q.

Or, pour q < 0 rationnel, on a A + q ⊂ A, donc A + O ⊂ A. De plus, si q ∈ A, il existe r ∈ A
avec q < r. On a alors

q = r + (q − r) ∈ A+ (q − r) ⊂ A+O,

d’où A ⊂ A+O.
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— Soit q ∈ −A. Il existe r /∈ A avec q < −r. Par conséquent, A + q ⊂ A − r. Or, r /∈ A, de
sorte que A − r ⊂ O, ce qui montre que A + (−A) ⊂ O. De même, soit q < 0. On va montrer
que q ∈ A + (−A). Soit r ∈ A tel que et r − q

2 /∈ A. Un tel rationnel existe : si ce n’était pas le
cas, pour tout r < q, l’ensemble {r − n q2 , n ∈ N} serait inclus dans A, et on aurait A = Q. Le
rationnel −(r−q) est alors dans −A (puisque r−q < r− q

2 /∈ A), ce qui montre que q = r+(q−r)
est dans A+ (−A). On a donc O ⊂ A+ (−A).

On peut également définir une multiplication sur R :

Définition 1.4.8. Si A et B sont positifs (c’est-à-dire si O ⊂ A et O ⊂ B), on pose :

A×B = {q ∈ Q, ∃α ∈ A, ∃β ∈ B, a > 0, b > 0, q < ab}.

Pour A et B quelconques, on définit A×B grâce à la règle des signes.

Propriété 1.4.9. Muni de +, × et ≤, R est un corps ordonné dont l’élément neutre est O = {q ∈
Q, q < 0} et l’élément unité I = {q ∈ Q, q < 1}.
Démonstration. Laissé en exercice.

Propriété 1.4.10. R vérifie la propriété de la borne supérieure.

Démonstration. Soit X un sous-ensemble non-vide majoré de R. On va montrer qu’il admet une borne
supérieure. On note S =

⋃

A∈X A (ne pas oublier que les éléments de R ont été définis comme des
sous-ensembles de Q). On va en fait montrer que S est la borne supérieure de l’ensemble X . Montrons
tout d’abord que S est une coupure de Q. Comme X est non-vide il contient un élément B (et B, qui est
une coupure, est non-vide), et B ⊂ ⋃A∈X A = S, par conséquent S est non-vide. De plus X est majoré,
donc il existe un élément M (qui, en tant que coupure, est différent de Q) tel que tout élément B de X
vérifie B ⊂M . On a alors S ⊂M et S est donc différent de Q. Soit x un élément de S. Comme S =

⋃

A∈X
il existe un A de X tel que x ∈ A. Comme A est une coupure, {y ∈ Q, y ≤ x} ⊂ A ⊂ S et il
existe z ∈ A ⊂ S avec x < z. L’ensemble S est donc bien une coupure.

Montrons maintenant que S est bien une borne supérieure de X . Il faut pour cela montrer que S est
un majorant de X , puis que tout majorant de X est supérieur à S.

Soit B un élément de X . On a S =
⋃

A∈X A, donc B ⊂ S. S est donc bien un majorant de X .
Soit maintenant M un majorant de X . On a donc, pour tout B de X , l’inclusion B ⊂ M . Par

conséquent S =
⋃

A∈X A ⊂M . S est donc le plus petit des majorants de X .

1.4.3 Unicité du corps des réels

On va considérer deux corps vérifiant les conditions du théorème 1.4.2 et montrer qu’il existe un
unique isomorphisme entre ces deux corps.

On savait déjà par la propriété 1.3.7 qu’un corps ordonné contenait un unique sous-corps isomorphe
à Q (également noté Q, par abus de notation). On montre maintenant que le fait que K soit Archimédien
revient à dire que ce sous-corps est dense dans K.

Propriété 1.4.11. Dans un corps ordonné K Archimédien, on peut encadrer tout élément x par des
éléments de Q arbitrairement proches, au sens où pour tout entier m strictement positif, il existe un
encadrement n−1

m ≤ x < n
m , avec n entier relatif.

De plus, si x < y sont deux éléments de K on peut trouver un élément q de Q tel que x < q < y.
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Démonstration. Quitte à remplacer x par −x, on peut supposer que x > 0. Soit m un entier naturel.
Comme K est Archimédien, l’ensemble {k ∈ N, x < k

m} est non-vide. On note n son plus petit élément.
On a donc n−1

m ≤ x < n
m .

Ensuite, si x < y, comme K est Archimédien, on peut trouver m tel que m > 1
y−x , de sorte que

1
m <

y − x. Il existe alors, par la première partie de la proposition, un entier n tel que n−1
m ≤ x < n

m . On a
alors, n

m = n−1
m + 1

m < x+ (y − x) = y. Le rationnel n
m vérifie bien x < n

m < y.

Nous allons maintenant faire la démonstration de l’“unicité” de R. Soient R et R′ deux corps satis-
faisant les conditions du théorème 1.4.2. Nous allons construire un isomorphisme entre R et R′. Par la
propriété 1.3.7, les deux corps R et R′ contiennent respectivement deux corps Q et Q′ isomorphes au
corps des nombres rationnels. On notera q 7→ q′ l’isomorphisme entre Q et Q′ Soit x un élément de R.
On considère le sous-ensemble Ax de Q défini par

Ax = {q ∈ Q, q < x}.

Lemme 1.4.12. Pour tout x de R, Ax est majoré et supAx = x. Notamment, l’application x 7→ Ax
est une bijection de R dans l’ensemble des coupures de Q. De plus, Ax admet également un majorant
dans Q.

Démonstration. Tout d’abord, A est majoré par x, et la propriété 1.4.11 donne l’existence d’un majorant
rationnel de x. Il admet donc une borne supérieure dans R, notée s. La définition de A montre que s ≤ x,
car x est un majorant de A. Mais si s < x, la propriété 1.4.11 donne un rationnel q tel que s < q < x.
Le rationnel q est alors un élément de A strictement supérieur à s = supA, ce qui est une contradiction.
Par conséquent x = s.

On note
A′
x = {q′ ∈ Q′, q ∈ Ax}.

La fin de la preuve va consister à montrer que l’application de R dans R′ définie par

x 7→ Ax 7→ A′
x 7→ x′

est l’isomorphisme de corps recherché.
L’ensemble A′

x est un sous-ensemble de R′ majoré par q′0, où q0 est un majorant rationnel de Ax, et
admet donc une borne supérieure dans R′. On définit donc une application ϕ de R dans R′ par

ϕ : x 7→ supA′
x.

On va montrer que ϕ est un isomorphisme de corps croissant, ce qui achèvera la démonstration.
Tout d’abord, on remarque que si x ≤ y, on a Ax ⊂ Ay, de sorte que A′

x ⊂ A′
y, ce qui montre que ϕ

est croissant. Ensuite, on remarque que si x et y sont deux éléments de K, on a Ax+Ay = Ax+y, ce qui
fait que

supA′
x + supA′

y = supA′
x+y.

Des arguments similaire (en séparant les cas suivant le signe de x et y) montrent que

supA′
x × supA′

y = supA′
xy.

On a donc bien affaire à un morphisme de corps. On peut de même construire un morphisme de corps
de R′ vers R, et l’on montre que ces deux morphismes sont réciproques l’un de l’autre, ce qui montre
que l’on a affaire à des isomorphismes.
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1.4.4 Quelques propriétés en vrac

Approximation décimale

La propriété 1.4.11 montre que pour tout réel x et tout entier naturel x on peut trouver un encadre-
ment de la forme

k

10n
≤ x <

k + 1

10n
.

Les nombres k
10n et k+1

10n sont respectivement appelés des approximations décimales de x par défaut et
par excès.

Par des divisions Euclidiennes succesives, on peut écrire k = a0 +10a1 + . . .+10qaq, de sorte que le
rationnel k

10n peut être exprimé sous forme d’un développement décimal fini .

On verra plus loin (dans le chapitre sur les séries), comment tout réel s’exprime à l’aide d’un
développement décimal, éventuellement infini.

Partie entière

La propriété 1.4.11 montre que pour tout réel x, il existe un unique entier relatif n tel que n ≤ x <
n+ 1. On appelle n la partie entière de x et on le note généralement E(x).

Valeur absolue

Définition 1.4.13. Étant donné un réel x, on pose |x| = max(−x, x). De manière équivalente, si x ≥ 0
on a |x| = x et si x < 0 on a |x| = −x.

Propriété 1.4.14 (Inégalité triangulaire). Si x et y sont deux réels, on a les inégalités

∣
∣
∣|x| − |y|

∣
∣
∣ ≤ |x− y| ≤ |x|+ |y|.

Démonstration. On a x ≤ |x| et −y ≤ |y|, de sorte que, par addition, x − y ≤ |x| + |y|. De même, on
a y − x ≤ |x|+ |y|. Comme |x− y| = max(x− y, y − x), on a prouvé l’inégalité de droite.

Pour la première inégalité, on écrit, en utilisant la deuxième,

|x| = |y + (x− y)| ≤ |y|+ |x− y|,

ce qui donne |x| − |y| ≤ |x − y| De même, on a |y| − |x| ≤ |x − y|. On a alors ||x| − |y|| = max(|x| −
|y|, |y| − |x|) ≤ |x− y|.

Approximation rationnelle quadratique

On va ici préciser la propriété 1.4.11. En effet, étant donnés un réel x et un entier m, il existe un
encadrement

n

m
≤ x <

n+ 1

m
. (1.7)

Une majoration de l’erreur dans cette appoximation est alors donnée par |x− n
m | ≤ 1

m . On va montrer
que si m est bien choisi, on peut avoir une approximation bien plus précise.
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Propriété 1.4.15. Soit x un nombre réel et soit N un entier naturel. Il existe n et m deux entiers
avec n ≤ N et m ≤ N tels que

∣
∣
∣
n

m
− x
∣
∣
∣ ≤ 1

mN
. (1.8)

On peut remarquer que 1
mN est inférieur à 1

m2 qui est très inférieur à 1
m , de sorte que l’approxima-

tion (1.8) est bien meilleure que l’approximation (1.7).

Démonstration. Pour tout m ∈ {0, . . . , N}, il existe un entier nm tel que

nm ≤ mx < nm + 1.

On considère alors l’ensemble

A = {mx− nm, m ∈ {0, . . . , N}} ⊂ [0, 1[.

L’ensemble A a N + 1 éléments, donc si on écrit [0, 1] comme une union de de N intervalles :

[0, 1] =

N⋃

k=1

[
k − 1

N
,
k

N

[

,

il existe un entier k tel que [k−1
N , kN [∩A ait deux éléments (note 6) px− np et qx− nq, avec p 6= q. On a

donc

|(q − p)x− (nq − np)| ≤
1

N
.

On en déduit que ∣
∣
∣
∣
x− nq − np

q − p

∣
∣
∣
∣
≤ 1

(q − p)N
.

Il suffit de poser n = nq − np et m = q − p pour conclure.

1.5 Exercices

Exercice 1.1.
Montrer les propriétés suivantes :

∀n ∈ N,

n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
et ∀n ∈ N,

(
n∑

k=1

k

)2

=

n∑

k=1

k3.

Exercice 1.2.
Pour tout n ∈ N et tout p ∈ N, montrer l’égalité

n∑

k=1

Cpk = Cp+1
n+1.

Exercice 1.3.
Que pensez-vous du raisonnement suivant ?

(note 6). On met N +1 objets dans N ensembles. Par conséquent, les N +1 objets ne peuvent pas tous se retrouver dans des
ensembles distincts. Ce principe s’appelle le principe des tiroirs.
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— On veut montrer par récurrence la propriété suivante : un groupe de n personnes étant donné,
ces personnes sont toutes de même sexe.

— La propriété est vraie au rang 1 : un groupe d’une personne est composé soit d’un homme, soit
d’une femme.

— On suppose la propriété vraie au rang n. On considère alors un groupe de n+ 1 personnes dont
on distingue deux personnes a et b. En écartant a, on obtient un groupe de n personnes qui sont
donc (hypothèse de récurrence) toutes de même sexe. b est donc de même sexe que les n−1 autres
personnes. De même, en écartant b, on montre que a est de même sexe que les n− 1 autres. La
propriété est démontrée au rang n+ 1.

Exercice 1.4.
Soit x un réel tel que pour tout entier naturel n, on ait |x| ≤ 1

n . Montrer que x = 0.

Exercice 1.5.
Déterminer les bornes supérieures (resp. inférieures) des ensembles suivants si elles existent, et dire si
ce sont des plus grands (resp. plus petits) éléments :

{
n+ 1

n2 + 1
, n ∈ N

}

;

{√

2n2

(n+ 2)(n+ 1)
, n ∈ N

}

;

{
n

nm+ 1
, (n,m) ∈ N∗ × N

}

.

Exercice 1.6.
Soient A et B deux sous-ensembles non-vides de R satisfaisant la propriété :

∀a ∈ A, ∀b ∈ B, a ≤ b.

Montrer que supA ≤ inf B.

Exercice 1.7.
Soient A et B deux sous-ensembles non-vides bornés de R. Montrer les relations :

sup(A ∪B) = max(supA, supB) ; sup(A ∩B) ≤ min(supA, supB) ; A ⊂ B ⇒ supA ≤ supB.

Exercice 1.8.
Soit A un sous-ensemble borné non-vide de R. On pose −A = {x ∈ R, −x ∈ A}. Montrer que sup(−A) =
− inf A et inf(−A) = − supA.

Exercice 1.9.
Soit A une partie non vide majorée de R. Montrer la proposition :

∀ε > 0, ∃x ∈ A, supA− ε ≤ x.

Exercice 1.10.
Soit A une partie non vide majorée de R. On suppose que supA /∈ A. Montrer que pour tout ε > 0
l’ensemble A∩] supA− ε, supA[ contient une infinité d’éléments.

Exercice 1.11.
Soit A une partie de R. On désigne par B(A,R) l’ensemble des fonctions bornées de A dans R. Montrer
que pour f et g dans B(A,R), on a

sup
A

(f + g) ≤ sup
A
f + sup

A
g et inf

A
(f + g) ≥ inf

A
f + inf

A
g.
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Donner un cas où les inégalités ci-dessus sont strictes. On fera attention de vérifier que toutes les
quantités écrites ont un sens. Pour f, g ∈ B(A,R), on pose

d(f, g) = sup
x∈A

|f(x)− g(x)|.

Pourquoi la quantité d(f, g) est-elle bien définie ? Montrer que si f , g et h sont trois fonctions de B(A,R),
alors

d(f, h) ≤ d(f, g) + d(g, h).

Exercice 1.12.
On va chercher à classifier les sous-groupes de R. On considère donc G un sous-groupe de R, et on va
différencier selon deux cas. On suppose que G 6= {0}.

1. Montrer que le réel α = inf G∩]0,∞[ est bien défini.

2. On suppose α > 0. Montrer que G = αZ.

3. On suppose α = 0. Montrer que pour tout réel x et tout réel ε > 0, l’ensemble G ∩ [x, x+ ε] est
non vide. On dit que G est dense dans R.

4. On s’intéresse à l’ensemble Gλ = {n+kλ, (n, k) ∈ Z2}. Que peut on dire de Gλ en fonction de λ,
au vu des questions précédentes ?

Exercice 1.13.
Soit f : [0, 1] → [0, 1] croissante. Montrer que l’ensemble E = {x ∈ [0, 1], x ≤ f(x)} admet une borne
supérieure α. Montrer que f(α) = α.



Chapitre 2

Suites numériques

2.1 Un peu de vocabulaire

Définition 2.1.1. Une suite réelle est une fonction de N dans R.

On utilisera la notation (un)n∈N pour désigner les suites de réels, où un est l’image de n par la suite.
L’ensemble des suites réelles (parfois noté RN) peut être muni d’une structure d’espace vectoriel sur R
en définissant, pour deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N et un réel λ

λ · (un)n∈N = (λun)n∈N

et

(un)n∈N + (vn)n∈N = (un + vn)n∈N .

Définition 2.1.2. On dit qu’une suite (un)n∈N est croissante si elle vérifie la proposition

∀n ∈ N, un+1 ≥ un.

Si l’inégalité est stricte, on dit que la suite est strictement croissante. De même on dit que (un)n∈N est
décroissante si elle vérifie

∀n ∈ N, un+1 ≤ un,

et qu’elle est strictement décroissante si l’inégalité est stricte. Une suite croissante ou décroissante est
dite monotone.

Définition 2.1.3. Une suite (un)n∈N est dite majorée si elle vérifie

∃M ∈ R, ∀n ∈ N, un ≤M.

De même, on définit une suite minorée. Un suite majorée et minorée est dite bornée.

25
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2.2 Convergence des suites

Définition 2.2.1. On dit qu’une suite de réels converge vers un réel l si elle satisfait la proposition
suivante :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, (n ≥ N) ⇒ (|un − l| < ε).

Autrement dit, si on se fixe a priori un seuil d’erreur ε, il suffira d’aller assez loin dans la suite
(au-delà de N) pour que tous les termes de la suite valent l, avec une erreur inférieure au seuil ε. Cette
définition est illustrée sur la figure 2.1.

l − ε

l

l + ε

•u0

•u1

•u2

•
•

•
•

un−1

•un

•
un+1

•
• •

0 1 2 n− 1 n n+ 1

Figure 2.1 – Convergence d’une suite. À partir d’un certain rang n, tout les termes de la suite se
trouvent dans l’intervalle [l − ε, l + ε].

Si une suite ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Propriété 2.2.2. Si une suite (un)n∈N converge vers un réel l, alors ce réel est unique, on l’appelle
la limite de (un)n∈N et on le note l = limn un. On utilisera également la notation un →n l.

Démonstration. Soit (un)n∈N une suite convergente, et soient deux réels l et l′, avec l < l′. Supposons

que (un)n∈N tend vers l, et montrons que (un)n∈N ne tend pas vers l′. On pose ε = l′−l
2 . Par définition

de la convergence d’une suite, il existe un entier N tel que si n ≥ N , on a |un − l| < ε. L’inégalité
triangulaire donne alors que pour n ≥ N ,

2ε = l′ − l ≤ |un − l′|+ |un − l| < ε+ |un − l′|.

Autrement dit, |un − l′| > ε pour n assez grand, et (un)n∈N ne peut pas converger vers l′.
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En revanche, certaines suites ne convergent vers aucun réel. Par exemple, la suite ((−1)n)n∈N ne
converge pas. On prendra donc garde à ne pas utiliser la quantité limn un avant d’avoir montré que
la suite (un)n∈N est convergente. Notamment, on se souviendra que la notation un →n l signifie : “la
suite (un)n∈N converge et sa limite vaut limn un = l”.

Par exemple, si on définit la suite (un)n∈N par u0 = 1 et un+1 = 1 − un, on pourrait être tenté
de passer à la limite dans la relation de récurrence et obtenir limn un = 1 − limn un, ce qui se résout
en limn un = 1/2. Or, ici on n’a pas vérifié que la suite admettait une limite. Effectivement, on vérifie
sans peine qu’en fait un = 1

2 (1 + (−1)n), ce qui fait que la suite (un)n∈N n’admet pas de limite.

Propriété 2.2.3. Une suite (un)n∈N converge vers un réel l si et seulement si la suite (un − l)n∈N

converge vers 0.

Démonstration. Il suffit de récrire la définition.

Propriété 2.2.4. Si deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N convergent, alors leur somme converge et vérifie

lim
n
(un + vn) = lim

n
un + lim

n
vn.

De même si (un)n∈N converge et si λ est un réel, alors λ (un)n∈N converge et sa limite vaut :

lim
n
λun = λ lim

n
un.

Autrement dit, l’ensemble des suites convergentes est un espace vectoriel et l’application (un)n∈N 7→
limn un est linéaire.

Démonstration. — Pour la suite λ (un)n∈N :
Soit ε > 0. Il existe un entier N tel que pour n ≥ N on ait |un − limn un| ≤ ε

λ . On a alors
pour n ≥ N ,

∣
∣
∣λun − λ lim

n
un

∣
∣
∣ ≤ ε.

— Pour la somme de deux suites :
Soit ε > 0. Il existe un entier N tel que pour n ≥ N , on ait (note 1)

∣
∣
∣un − lim

n
un

∣
∣
∣ ≤ ε

2
et

∣
∣
∣vn − lim

n
vn

∣
∣
∣ ≤ ε

2
.

On a alors pour n ≥ N

∣
∣
∣(un + vn)− (lim

n
un + lim

n
vn)
∣
∣
∣ ≤

∣
∣
∣un − lim

n
un

∣
∣
∣+
∣
∣
∣vn − lim

n
vn

∣
∣
∣ ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Propriété 2.2.5. Une suite convergente est bornée.

(note 1). La convergence de (un)n∈N donne un entier N1 à partir duquel (un)n∈N est à moins de ε/2 de sa limite. De même,
on a un entier N2 à partir duquel (vn)n∈N est à moins de ε/2 de sa limite. On prend alors N = max(N1, N2).
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Démonstration. Soit (un)n∈N une suite convergeant vers une limite l. Par définition de la convergence
d’une suite (avec ε = 1), il existe un entier N tel que si n ≥ N , alors

|un − l| ≤ 1, ou encore l − 1 ≤ un ≤ l + 1.

On a donc, pour tout n, l’encadrement

min(u0, . . . , uN , l − 1) ≤ un ≤ max(u0, . . . , uN , l + 1).

La réciproque est bien entendu fausse, la suite ((−1)n)n∈N étant bornée sans être convergente (pour
montrer que cette suite n’est pas convergente, on peut par remarquer qu’elle n’est pas de Cauchy,
puisque |un − un+1| = 2, voir propriété 2.3.8).

La propriété 2.2.5 nous permet de montrer que la convergence est aussi stable par produit :

Propriété 2.2.6. Si (un)n∈N et (vn)n∈N sont deux suites convergentes, alors la suite (unvn)n∈N converge
et vérifie

lim
n
unvn =

(

lim
n
un

)(

lim
n
vn

)

.

De plus, si limn vn 6= 0, alors à partir d’un certain rang, on a vn 6= 0, de sorte que l’on peut parler de

la convergence de la suite
(
un

vn

)

n∈N
. Cette suite converge et on a

lim
n

un
vn

=
limn un
limn vn

.

Démonstration. Les suite (un)n∈N et (vn)n∈N sont convergentes donc bornées. Soit doncM tel que |un| ≤
M et |vn| ≤ M quel que soit n. Soit ε > 0 un réel. Comme (un)n∈N et (vn)n∈N convergent, il existe un

entier N tel que pour n ≥ N , on ait (note 2)

∣
∣
∣un − lim

n
un

∣
∣
∣ ≤ ε

2M
et

∣
∣
∣vn − lim

n
vn

∣
∣
∣ ≤ ε

2M
.

On a alors, pour n ≥M
∣
∣
∣unvn − lim

n
un lim

n
vn

∣
∣
∣ ≤

∣
∣
∣unvn − un lim

n
vn

∣
∣
∣+
∣
∣
∣un lim

n
vn − lim

n
un lim

n
vn

∣
∣
∣

= |un|
∣
∣
∣vn − lim

n
vn

∣
∣
∣+
∣
∣
∣un − lim

n
un

∣
∣
∣

∣
∣
∣lim
n
vn

∣
∣
∣

≤M
ε

2M
+

ε

2M
M = ε.

On a bien la convergence de (unvn)n∈N vers le produit des limites de (un)n∈N et de (vn)n∈N.

Pour la deuxième partie de la propriété, en prenant ε = | limn vn|
2 > 0 dans la définition de la

convergence de (vn)n∈N, on trouve un entier N tel que pour n ≥ N , on ait |vn − limn vn| ≤ | limn vn|
2 , ce

qui implique

|vn| ≥
∣
∣
∣lim
n
vn

∣
∣
∣−
∣
∣
∣vn − lim

n
vn

∣
∣
∣ ≥

∣
∣
∣lim
n
vn

∣
∣
∣− |limn vn|

2
=

|limn vn|
2

.

(note 2). Voir (note 1).
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La suite (vn)n∈N prend donc bien des valeurs non-nulles pour n ≥ N . Il suffit maintenant de montrer

que
(

1
vn

)

n∈N
converge vers 1

limn vn
. Remarquons que

1

vn
− 1

limn vn
=

limn vn − vn
vn limn vn

.

On a vu précédemment qu’il existe un entier N pour lequel, si n ≥ N , on a |vn| ≥ | limn vn|
2 . On a donc,

pour n ≥ N ∣
∣
∣
∣

1

vn
− 1

limn vn

∣
∣
∣
∣
=

|limn vn − vn|
|vn limn vn|

≤ 2
|limn vn − vn|
|limn vn|2

.

Soit ε > 0 un réel. Il existe un entier Ñ tel que si n ≥ Ñ , on a |vn − limn vn| ≤ | limn vn|2ε
2 . Par

conséquent, si n ≥ max(N, Ñ), on a
∣
∣
∣
∣

1

vn
− 1

limn vn

∣
∣
∣
∣
≤ 2

|limn vn − vn|
|limn vn|2

≤ ε,

ce qui achève la preuve.

Définition 2.2.7. On dit qu’une suite réelle diverge vers ∞ si elle vérifie la proposition

∀M ∈ R, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, un ≥M.

On notera alors limn un = ∞ ou un →n ∞. De même, on dit qu’une suite réelle diverge vers −∞ si
elle vérifie la proposition

∀M ∈ R, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, un ≤M.

On utilisera alors la notation limn un = −∞ ou un →n −∞.

En réalité, certaines propriétés des suites convergentes se généralisent aux suites divergentes vers ∞
ou −∞. Notamment, les propriétés 2.2.4 et 2.2.6 restent vraies pour des suites qui divergent vers ±∞,
si l’on suit les règles d’addition et de multiplication pour les infinis (avec x ∈ R) :

∞+ x = ∞ ; ∞+∞ = ∞ ; ∞×∞ = ∞ ;
x

∞ = 0.

On peut également ajouter les règles

x×∞ = signe(x)∞ ;
x

0+
= signe(x)∞,

où x est dans R \ {0} et où 0+ désigne la limite d’une suite convergeant vers 0 par valeurs positives. On
fera en revanche attention aux formes indéterminées

∞−∞, 0×∞,
0

0
et

∞
∞ .

Par conséquent, on s’autorisera également à dire qu’une suite “converge vers ∞” (ou vers −∞).
Si une suite (un)n∈N est convergente (vers un réel) ou diverge vers ±∞, on dira que la limn un existe
dans [−∞,∞]. Pour éviter les confusions, on précisera à chaque fois si la suite converge vers un réel fini
ou converge dans [−∞,∞].

On a une propriété de préservation de l’ordre par passage à la limite.
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Propriété 2.2.8. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles. On suppose que limn un et limn vn
existent dans [−∞,∞]. Si pour tout entier n on a l’inégalité un ≤ vn, alors les limites vérifient

lim
n
un ≤ lim

n
vn.

Démonstration. On ne traite que le cas où les limites sont finies, les cas où au moins une des limite est
infinie se traitant de manière similaire. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles convergentes telles
que

lim
n
un > lim

n
vn.

On va exhiber un entier N tel que uN > vN , ce qui achèvera la preuve. Soit ε = limn un−limn vn
2 . Il existe

un entier N tel que la proposition suivante soit vérifiée :

∀m ≥ N, |um − lim
n
un| < ε et |vm − lim

n
vn| < ε.

On en déduit alors, par l’inégalité triangulaire,

vN < lim vn + ε =
limn un + limn vn

2
= lim

n
un − ε < uN ,

ce qui montre que vn0
< un0

.

Il est important de remarquer que l’inégalité un < vn ne donne pas une inégalité stricte à la limite :
par exemple, on a 0 < 1

n , mais limn 0 = 0 = limn
1
n .

2.3 Quelques critères de convergence

2.3.1 Suites monotones

Propriété 2.3.1. Une suite croissante et majorée est convergente (vers une limite finie). De même,
une suite décroissante et minorée converge.

Démonstration. Soit (un)n∈N une suite croissante et majorée. On va montrer que (un)n∈N converge
vers supn un (qui et bien défini et appartient à R, la suite étant majorée).

Soit ε un réel positif. Par définition de la borne supérieure, il existe un entier N tel que uN ≥
supn un − ε. Comme la suite est croissante, on a donc, pour tout n ≥ N , l’inégalité

sup
n
un − ε ≤ uN ≤ un ≤ sup

n
un.

Par conséquent, on a pour tout n ≥ N , |un − supn un| ≤ ε. Ce qui achève la preuve.

La propriété 2.3.1 dit en substance qu’une suite croissante ne peut avoir que deux comportement :
ou bien elle est bornée, auquel cas elle converge vers un réel fini, ou bien elle n’est pas bornée, auquel
cas elle tend vers ∞. Cette propriété peut sembler évidente à première vue, mais elle repose en fait
fortement sur la complétude de R. Notamment, pour exhiber une limite à la suite, on a dû utiliser la
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propriété de la borne supérieure. La propriété 2.3.1 n’est notamment pas vraie dans Q. Par exemple, la
suite

3 ; 3.1 ; 3.14 ; 3.141 ; 3.1415 ; 3.14159 ; 3.141592 ; ..., (2.1)

où l’on rajoute à chaque itération une décimale de π est bien croissante mais ne converge pas dans Q,
puisque sa limite vaut π, qui n’est pas dans Q.

2.3.2 Suites adjacentes

La définition suivante permet de donner un critère efficace de convergence des suites.

Définition 2.3.2. On dit que deux suites réelles (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes si elles vérifient
les propriétés suivantes :

— Les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont respectivement croissante et décroissante ;
— on a la convergence vn − un →n 0.

On peut remarquer que deux suites adjacentes (un)n∈N et (vn)n∈N vérifient nécéssairement un ≤ vn,
pour tout entier n. En effet, la suite (vn − un)n∈N étant décroissante et convergeant vers 0, elle est à
termes positifs ou nuls.

La notion de suites adjacentes tire son intérêt du théorème suivant.

Théorème 2.3.3. Si (un)n∈N et (vn)n∈N sont deux suites adjacentes, alors elles convergent (dans R)
et leur limites sont égales. De plus on a, pour tout n entier, l’inégalité

un ≤ lim
n
un = lim

n
vn ≤ vn.

Démonstration. Par définition de suites adjacentes, on a, pour tout n ∈ N,

u0 ≤ un ≤ vn ≤ v0.

Par conséquent, la suite (un)n∈N est croissante et majorée (par v0), et la suite (vn)n∈N est décroissante
et minorée (par u0). Par la propriété 2.3.1, ces suites sont donc convergentes vers des limites finies. De
plus, on a

lim
n
un − lim

n
vn = lim

n
un − vn = 0,

les limites sont donc égales.

Une autre forme de ce théorème est la suivante.

Propriété 2.3.4 (Théorème des segments embôıtés). Si (In)n∈N est une suite de segments de R qui est
décroissante, au sens où

In+1 ⊂ In

et si la taille des In tend vers 0 au sens où

| sup In − inf In| → 0.

Alors, l’ensemble
⋂

n In contient un unique élément.

Démonstration. Il suffit de remarquer que les suite (inf In)n∈N et (sup In)n∈N sont adjacentes qui
convergent donc vers une limite commune l. On montre alors que

⋂

n In = {l}. En effet inf In ≤ l ≤ sup In
pour tout n puisque les suites sont adjacentes, donc l ∈ ⋂n In. De plus, si x 6= l, disons pour fixer les
idées l < x, alors sup In < x à partir d’un certain rang n0 et donc x /∈ In0

.
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2.3.3 Le théorème “des gendarmes”

Propriété 2.3.5 (Théorème des gendarmes). Soient (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N trois suites telles
que (un)n∈N et (wn)n∈N convergent vers une même limite finie l. On suppose que pour tout n, on ait
l’inégalité

un ≤ vn ≤ wn.

Alors limn vn existe et vaut l.

Démonstration. Soit ε > 0. Par définition de la convergence des suites (un)n∈N et (wn)n∈N, il existe un
entier N tel si n ≥ N , on a |un− l| ≤ ε et |wn− l| ≤ ε. Or, on a un− l ≤ vn− l ≤ wn− l, ce qui implique
que |vn−l| ≤ max(|un−l|, |wn−l|). Par conséquent, si n ≥ N , on a |vn−l| ≤ max(|un−l|, |wn−l|) ≤ ε.

Propriété 2.3.6. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites vérifiant pour tout n l’inégalité un ≤ vn et
supposons que (un)n∈N diverge vers ∞. Alors (vn)n∈N diverge vers ∞.

De même si (vn)n∈N diverge vers −∞, alors (un)n∈N diverge vers −∞.

Démonstration. On ne fait la preuve que dans le cas où (un)n∈N diverge vers ∞, l’autre cas étant
totalement similaire. Soit M un réel. Par définition, il existe N tel que si n ≥ N , on a M ≤ un ≤ vn, ce
qui achève la preuve.

2.3.4 Suites de Cauchy

Un critère puissant et général pour caractériser les suites convergentes est le suivant.

Définition 2.3.7. On dit qu’une suite de réels est de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m ∈ N, (n ≥ N et m ≥ N) ⇒ (|un − um| ≤ ε).

Cette proposition peut se comprendre comme

lim
m,n→∞

|un − um| = 0.

La propriété importante des suites de Cauchy est la suivante :

Propriété 2.3.8. Une suite réelle converge dans R si et seulement si elle est de Cauchy.

Le fait qu’une suite convergente soit de Cauchy est un fait général, mais la réciproque est directement
liée à la propriété de la borne supérieure. Par exemple la suite définie en (2.1) est une suite de Cauchy
de Q mais ne converge pas dans Q (sa limite est dans R \Q). Pour démontrer la propriété 2.3.8, on va
donc devoir utiliser une propriété vérifiée par R mais pas par Q, par exemple la propriété 2.3.1.

Démonstration. Soit (un)n∈N une suite réelle. Supposons que (un)n∈N soit convergente (vers une li-
mite l ∈ R) et soit ε un réel positif. Il existe un entier N tel que si n ≥ N , |un− l| ≤ ε

2 . Par conséquent,
si n,m ≥ N , on a

|un − um| ≤ |un − l|+ |um − l| ≤ ε.

La suite est donc bien de Cauchy.
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Supposons que (un)n∈N soit de Cauchy. On remarquera, en prenant par exemple ε = 1 dans la
définition d’une suite de Cauchy, que la suite (un)n∈N est bornée. La propriété de la borne supérieure per-
met donc de définir ln = supk≥n uk, qui est également une suite bornée (car ln ∈ [infn un, supn un]). La
suite (ln)n∈N est de plus décroissante (en effet {uk, k ≥ n+1} ⊂ {uk, k ≥ n}, de sorte que infk≥n+1 uk ≤
infk≥n uk). Elle est donc convergente vers une limite l, par la propriété 2.3.1. Montrons mantenant que l
est la limite de la suite (un)n∈N. Soit ε > 0, il existe un entier N tel que pour n ≥ N et m ≥ N , on
a |un − um| ≤ ε. On a donc

un − ε ≤ um ≤ un + ε.

Soit k ≥ N . En prenant la borne supérieure sur m ≥ k, on trouve

un − ε ≤ lk ≤ un + ε,

et en prenant la limite en k → ∞, on obtient

un − ε ≤ l ≤ un + ε.

On a donc montré |un − l| ≤ ε pour n ≥ N , et la suite (un)n∈N converge vers l.

On remarquera qu’on a effectivement eu besoin d’utiliser la complétude de R pour montrer que les
suites de Cauchy convergent, à travers la propriété 2.3.1.

2.3.5 Valeurs d’adhérences, limites inférieures et supérieures

En fait, dans la preuve de la propriété 2.3.8, on a utilisé sans en parler la notion suivante.

Définition 2.3.9. Soit (un)n∈N une suite réelle. On appelle limite supérieure de la suite la quantité

(appartenant à [−∞,∞]) définie par (note 3)

lim sup
n

un = lim
N

sup
n≥N

un = inf
N

sup
n≥N

un.

De même, on appelle limite inférieure la quantité (appartenant à [−∞,∞]) définie par

lim inf
n

un = lim
N

inf
n≥N

un = sup
N

inf
n≥N

un.

On a toujours l’inégalité

lim inf
n

un ≤ lim sup
n

un.

Cette définition est illustrée sur la figure 2.2.

Démonstration de l’inégalité. On a infk≥n uk ≤ un ≤ supk≥n uk. On conclut en passant à la limite
que lim infn un ≤ lim supn un.

(note 3). Comme la suite (vn)n∈N =
(

supn≥N un

)

n∈N
est décroissante, elle converge vers sa borne inférieure, quitte à

considérer une borne inférieure infinie : si (vn)n∈N est minorée, alors elle converge vers sa borne inférieure par la pro-
priété 2.3.1, (vn)n∈N n’est pas minorée, elle tend vers −∞ (puisqu’elle est décroissante), qui est bien sa borne inférieure.
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lim inf un

lim supun

Figure 2.2 – Limites supérieure et inférieure d’une suite.

L’intérêt de cette notion est que toute suite réelle admet une limite supérieure et une limite inférieure
(éventuellement infinies). On peut donc toujours passer à la limite inférieure ou supérieure, sans avoir à
tout d’abord vérifier une quelconque convergence, contrairement aux limites classiques.

Le lien entre la notion de limite supérieure/inférieure et la notion de limite est donné par la propriété
suivante.

Propriété 2.3.10. Une suite (un)n∈N converge si et seulement lim supn un et lim infn un sont égales,
et sa limite est alors donnée par

lim
n
un = lim inf

n
un = lim sup

n
un.

Démonstration. On ne fait que la preuve dans le cas où les limites sont finies. Le cas des limites infinies
est similaire.

Supposons que lim supn un = lim supn vn = l, et soit ε un réel strictement positif. Comme les
suite (infn≥N un)N∈N et (supn≥N un)N∈N convergent vers l respectivement en croissant et en décroissant,
il existe un entier N tel que pour n ≥ N , on ait

l ≤ sup
n≥N

un ≤ l + ε et l − ε ≤ inf
n≥N

un ≤ l.

On a alors, pour n ≥ N ,
l − ε ≤ inf

n≥N
un ≤ un ≤ sup

n≥N
un ≤ l + ε,

et |un − l| ≤ ε. La suite (un)n∈N converge donc bien vers l.
Inversement, si un converge, pour ε > 0 fixé, il existe un entier N tel que |un − limn un| ≤ ε. Par

conséquent, un ∈ [limn un − ε, limn un + ε]. En passant à la borne inférieure, on trouve, pour n ≥ N

inf
k≥n

uk ∈ [lim
n
un − ε, lim

n
un + ε] d’où lim inf

n
un ∈ [lim

n
un − ε, lim

n
un + ε]

et de même pour la limite supérieure. Cette inclusion étant vraie pour tout ε > 0, on a bien lim supn un =
lim infn un = limn un.
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Définition 2.3.11. Soit (un)n∈N une suite réelle. On appelle sous-suite, ou suite extraite de (un)n∈N

une suite de la forme
(
uϕ(n)

)

n∈N
, où ϕ est une fonction strictement croissante de N dans N.

Remarquer que si l’on considère la sous-suite
(
uϕ(n)

)

n∈N
et que l’on en extrait à nouveau une sous-

suite, le résultat est de la forme
(
uϕ(ψ(n))

)

n∈N
.

Par exemple, (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N sont des suites extraites de (un)n∈N. De plus,
(
u2(2n+1)

)

n∈N

est une suite extraite de (u2n)n∈N, mais pas de (u2n+1)n∈N.

Définition 2.3.12. On dit que l ∈ [−∞,∞] est une valeur d’adhérence de la suite (un)n∈N si il
existe une sous-suite de (un)n∈N qui converge vers l. Par extension, on dit que ∞ (ou −∞) est valeur
d’adhérence si il existe une sous-suite de (un)n∈N qui diverge vers ∞ (ou −∞).

On peut redéfinir les notions de limites supérieures et inférieures à partir de la notion de sous-suites.

Propriété 2.3.13. La limite supérieure ( resp. inférieure) d’une suite est la plus grande ( resp. petite)
de ses valeurs d’adhérence.

Démonstration. Soit λ ∈ [−∞,∞] une valeur d’adhérence de la suite (un)n∈N. Il existe une sous-

suite
(
uϕ(n)

)

n∈N
qui converge vers λ. Or, on a

inf
k≥ϕ(n)

uk ≤ uϕ(n) ≤ sup
k≥ϕ(n)

uk.

En passant à la limite n→ ∞, on trouve

lim inf
n

un ≤ λ ≤ lim sup
n

un.

Par conséquent, lim supn un est plus grand que toute valeur d’adhérence de la suite (un)n∈N. Pour
montrer que la limite supérieure est la plus grande valeur d’adhérence, il ne reste plus qu’à montrer
que c’est effectivement une valeur d’adhérence. Pour cela on construit par récurrence une sous-suite qui
converge vers la limite supérieure. On pose ϕ(0) = 0. Soit n un entier. On suppose ϕ défini jusqu’au
rang n. On pose alors

ϕ(n+ 1) = minAn, avec An =

{

k ∈ N, k > ϕ(n) et uk ≥
(

sup
q>ϕ(n)

uq −
1

n+ 1

)}

.

Par la propriété 1.1.13, l’ensemble An est un sous-ensemble non-vide de N. Par conséquent, il admet un
plus petit élément, et la définition de ϕ a bien un sens, et par définition, ϕ(n+1) > ϕ(n). La fonction ϕ
définit donc bien une sous-suite. On a alors, pour n ≥ 1,

sup
q>ϕ(n−1)

uq −
1

n
≤ uϕ(n) ≤ sup

q>ϕ(n−1)

uq.

En appliquant le théorème des gendarmes, on trouve que uϕ(n) → lim supn un. Une construction
symétrique convient pour la limite inférieure.

On en déduit le résultat suivant.

Propriété 2.3.14. Une suite converge (dans [−∞,∞]) ssi elle a une unique valeur d’adhérence.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate des propriétés 2.3.10 et 2.3.13.

Théorème 2.3.15 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée admet une sous-suite convergente (vers
un réel fini).

Démonstration. Soit (un)n∈N une suite bornée : pour tout n, on a −M ≤ un ≤ M pour un certain
réel M . Par conséquent, −M ≤ lim supn un ≤M , et la limite supérieure de (un)n∈N est un réel fini. Par

la propriété 2.3.13 ; il existe une sous-suite
(
uϕ(n)

)

n∈N
qui converge vers lim supn un, ce qui montre le

résultat.

2.4 Relations de comparaison

2.4.1 Définitions, notations

On utilise les notations suivantes pour comparer les croissances de deux suites.

Définition 2.4.1 (Notations de Landau). Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles.
— On dit que (un)n∈N est négligeable devant (vn)n∈N et on note un = o(vn) (ou parfois un ≪ vn)

si on peut écrire
un = εnvn, avec εn →n 0.

Si vn 6= 0, cette définition revient à
un
vn

→ 0 ;

— on dit que (un)n∈N est dominée par (vn)n∈N et on note un = O(vn) si il existe M > 0 tel que

∀n ∈ N, |un| ≤M |vn|.

Si vn 6= 0, cette définition revient à

(
un
vn

)

n∈N

est bornée ;

— on dit que (un)n∈N est équivalente à (vn)n∈N et on note un ∼ vn si

un − vn = o(vn)

Si vn 6= 0, cette définition revient à
un
vn

→ 1.

On remarquera que les notations un = o(1), un = O(1) et un ∼ λ (pour λ ∈ R \ {0}) signifient
respectivement “un → 0”, “un est bornée” et “un → λ”. Si de plus on a un ≥ 0, alors 1 = o(un)
signifie “un → ∞”,

On utilisera souvent l’écriture très commode un = vn + o(wn) pour signifier un − vn = o(wn) (et
de même pour les O). Avec ces notations, on a un ∼ vn si et seulement si un = vn + o(vn) (ou encore
un = vn + o(un))
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On fera attention au fait que la relation notée un = o(vn) est plus une relation d’appartenance qu’un
relation d’égalité. En effet, un = o(vn) est à comprendre comme

(un)n∈N ∈
{
(wn)n∈N ∈ RN, (wn)n∈N est négligeable devant (vn)n∈N

}
.

Autrement dit, o(un) est plutôt l’ensemble des suites négligeables devant un, et vn = o(un) signifie
que (un)n∈N est dans cet ensemble. Notamment, la relation o(1) = o(n) est vraie, alors que o(n) = o(1)
est fausse. En fait ces relations sont des inclusions : l’ensemble des suites négligeable devant 1 est
inclus dans l’ensemble des suites négligeables devant n (o(1) ⊂ o(n)), mais la réciproque n’est pas vraie
(o(n) 6⊂ o(1)).

Plus précisément, le résultat suivant montre que les relations o, O “ressemblent” à des relations
d’ordre, et que la relation ∼ est une relation d’équivalence.

Propriété 2.4.2. Soient (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N trois suites réelles. Alors :
— si un = o(vn) et vn = o(wn), alors un = o(wn) ;
— si un = O(vn) et vn = O(wn), alors un = O(wn) ;
— si un ∼ vn et vn ∼ wn, alors un ∼ wn ;
— si un ∼ vn alors vn ∼ un.

Toutefois les relations o et O ne sont pas de vraies relations d’ordre, par exemple car on peut
avoir un = O(vn) et vn = O(un) sans avoir (un)n∈N = (vn)n∈N.

Démonstration. Toutes ces preuves étant très similaires, on ne fait que la première. On suppose que un =
o(vn) et vn = o(wn). Par définition, cela signifie qu’il existe deux suite tendant vers 0, notées (εn)n∈N

et (ηn)n∈N telles que un = εnvn et vn = ηnwn. On peut donc écrire, un = εnvn = εnηnwn. La
suite (εnηn)n∈N tend bien vers 0, ce qui montre que un = o(wn).

On peut effectuer les opérations suivantes sur les relations de comparaison.

Propriété 2.4.3. Soient (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N, des suites réelles et λ un réel.
— Si un = o(vn), alors un = O(vn) ;
— si un = o(wn) et vn = o(wn), alors un + vn = o(wn) et λun = o(un) ;
— si un = O(wn) et vn = O(wn), alors un + vn = O(wn) ;
— λun = O(un) ;
— on suppose que un ∼ ũn et vn ∼ ṽn. Alors unvn ∼ ũnṽn.

En toute généralité, on ne peut pas sommer des équivalents (note 4), la notion d’équivalence étant
plutôt basée sur la multiplication. Par exemple, 1 + 1

n ∼ 1, mais

(

1 +
1

n

)

+ (−1) =
1

n
n’est pas équivalent à 1 + (−1) = 0. (2.2)

De manière générale, on rencontre très rarement la relation un ∼ 0 qui signifie que (un)n∈N est nulle à
partir d’un certain rang.

Toutefois, si l’on connâıt des équivalences un ∼ ũn et vn ∼ ṽn, et que l’on veut dire quelque chose
sur (un + vn)n∈N, on peut écrire

un + vn = (ũn + o(ũn)) + (ṽn + o(ṽn)) = ũn + ṽn + o(ũn) + o(ṽn).

(note 4). Toutefois, si (un)n∈N, (vn)n∈N, (ũn)n∈N et (ṽn)n∈N sont des suites positives, avec un ∼ ũn et vn ∼ ṽn, alors un+vn ∼
ũn + ṽn.
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La question qui se pose alors est de comparer les suites (ũn)n∈N et (ṽn)n∈N. L’exemple (2.2) devient
alors (

1 +
1

n

)

+ (−1) = 1 + o(1) + (−1 + o(1)) = o(1).

(car o(1) = o(−1)).
On pourra aussi méditer sur un exemple comme n+1

n ∼ 1+ 1
n , qui est vrai, mais n+1

n ∼ 1+ 666n−42

est tout aussi vrai (autrement dit, dans un équivalent, seul le “premier” terme compte).

2.4.2 Croissances comparées

Le théorème suivant permet de décrire les vitesses relatives de quelques suites courantes.

Théorème 2.4.4. Soient α > 1, β > 0 et γ > 0 trois réels. On a (note 5)

α−n ≪ n−β ≪ ln−γ(n) ≪ 1 ≪ lnγ(n) ≪ nβ ≪ αn.

Ce théorème est illustré sur la figure 2.3 sur quelques exemples de suites.
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Figure 2.3 – Croissances comparées des suites. À gauche les suites 2−n, n−1 et ln(n)−1. À droite les
suites ln(n), n et 2n.

Avant de commencer la preuve, on énonce un lemme préliminaire :

Lemme 2.4.5. Si α > 1, alors αn → ∞. Notamment, si 0 < α < α′, alors αn = o(α′n).

Démonstration. Comme α > 1, la suite (αn)n∈N est croissante (avec α0 = 1). Par conséquent elle
converge (dans [1,∞]). On a alors

lim
n
αn = lim

n
αn+1 = lim

n
ααn = α lim

n
αn.

(note 5). En toute rigueur, les expressions ln(n) et nβ pour β /∈ Z n’ont pas encore été définies. On pourra pour l’instant se
limiter aux cas β ∈ Z et γ ∈ Z, et définir ln(n) comme étant le nombre de chiffre de n dans une base donnée.
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Comme α > 1, cette relation implique limn α
n = ∞. Si 0 < α < α′, on voit que

α′n

αn
=

(
α′

α

)n

→ ∞, d’où
αn

α′n → 0

puisque α
α′ > 1. On a donc bien αn = o(α′n).

Preuve du théorème. En vertu de la propriété 2.2.6, il suffit de montrer

1 ≪ lnγ(n) ≪ nβ ≪ αn

pour α > 1, β > 0 et γ > 0.

Par définition, il existe une constante C telle que si n ∈ [10k, 10k+1[, on ait ln(n) ∈ [Ck,C(k + 1)[.
Par conséquent, ln(n) tend vers l’infini : en effet, pour tout k ∈ N, si n ≥ 10k, ln(n)/C ≥ k. Cela montre
la première relation 1 ≪ lnγ(n).

La relation nβ ≪ αn se montre en remarquant que (n+1)β

nβ =
(
1 + 1

n

)β
qui tend vers 1 (puisque 1

n →
0). Par conséquent, il existe un rangN tel que pour n ≥ N , (n+1)β

nβ ≤ 1+α
2 ∈]1, α[. On a donc, pour n ≥ N ,

nβ = Nβ
n−1∏

k=N

(k + 1)β

kβ
≤ Nβ

(
1 + α

2

)n−N
= 2N+1Nβ(1 + α)−N

(
1 + α

2

)n

.

Le lemme 2.4.5 montre que
(
1+α
2

)n
= o(αn).

Pour la relation lnγ(n) ≪ nβ , on considère k un entier naturel. Pour n ∈ [10k−1, 10k[, on a ln(n) < Ck

et 10(k−1)β ≤ nβ . On a donc lnγ(n)
nβ ≤ 10β

(
Cγ(10β)kkγ

)−1
. En faisant tendre k vers ∞, les relations

déjà montrées donnent
(
(10β)kkγ

)−1 → 0, ce qui achève la preuve.

On en déduit les comparaison suivantes :

Corollaire 2.4.6. Soient α, β et γ trois réels avec α > 0. On définit la suite (un)n≥2 par

un = αnnβ lnγ(n).

Si α < 1, ou bien si α = 1 et β < 0, ou encore si α = 1, β = 0 et γ < 0 (note 6), alors la suite (un)n≥2

converge vers 0. En revanche, si α > 1, ou bien si α = 1 et β > 0, ou encore si α = 1, β = 0
et γ > 0 (note 7), alors la suite tend vers ∞.

Corollaire 2.4.7. Soient (α, β, γ) et (a, b, c) des triplets de réels avec α > 0 et a > 0. Si α < a, ou
bien si α = a et β < b, ou bien si α = a, β = b et γ < c (note 8), alors on a

αnnβ lnγ(n) ≪ annb lnc(n).

(note 6). Autrement dit, si (α, β, γ) < (1, 0, 0) pour l’ordre lexicographique. Cela revient à dire que l’on compare d’abord α
avec 1, puis β avec 0, puis γ avec 0.

(note 7). Cela revient à (α, β, γ) > (1, 0, 0) pour l’ordre lexicographique. Noter que si (α, β, γ) = (1, 0, 0), on a affaire à la
suite constante un = 1.

(note 8). Cela revient à (α, β, γ) < (a, b, c) pour l’ordre lexicographique.
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2.5 Suites récurrentes

Définition 2.5.1. On appelle suite récurrente (d’ordre 1) une suite réelle définie par une relation de
récurrence de la forme

u0 ∈ I, un+1 = f(un), (2.3)

où I est un intervalle de R et f une fonction de I dans I.

Graphiquement, on peut tracer la suite (un)n∈N à partir du graphe de la fonction f et de la droite
d’équation y = x, comme sur la figure 2.4.

1

1

0
0

0.3 0.6 1

1

0
0

0.1

Figure 2.4 – À gauche, deux trajectoires de la suite un+1 = 1−cos(πun)
2 , avec les conditions initiales u0 =

0.3 et u0 = 0.6. À droite, la suite un+1 = e−un partant de la condition initiale u0 = 0.1.

On a un critère simple pour prouver la monotonie de la suite (un)n∈N.

Propriété 2.5.2. Si f est croissante, alors la suite définie par la relation de récurrence (2.3) est
monotone.

Démonstration. Supposons u0 ≤ u1. Nous allons montrer par récurrence que (un)n∈N est croissante.
En effet, on pose P(n) = “un ≤ un+1”. Par hypothèse, P(0) est vraie. On suppose donc P(n) vraie,
c’est-à-dire un ≤ un+1. Par croissance de f , on obtient donc f(un) ≤ f(un+1), c’est-à-dire un+1 ≤ un+2.
On a donc montré P(n+ 1).

Le cas u0 ≥ u1 se traite de la même manière.

Ce résultat est illustré sur la figure 2.4, sur le graphique de gauche. En effet, la fonction f : x 7→
(1− cos(πx)/2 est croissante de [0, 1] dans [0, 1], et on voit que la trajectoire de la suite un+1 = f(un)
partant de u0 = 0.3 décrôıt alors que la trajectoire partant de u0 = 0.6 crôıt.

Le cas f décroissante est un peu plus complexe.

Propriété 2.5.3. Si f est décroissante, alors les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N sont monotones.

De plus si u0 ≤ u1, alors u2n ≤ u2n+1 pour tout n, alors que si u0 ≥ u1, on a u2n ≥ u2n+1 pour
tout n.
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Démonstration. On remarque que si f est décroissante, alors f ◦ f est croissante (puisque si x ≤ y,
alors f(x) ≥ f(y) d’où f(f(x)) ≤ f(f(y))). Mais les deux suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N peuvent être
définies par les relations de récurrence

u2(n+1) = (f ◦ f)(u2n) et u2(n+1)+1 = (f ◦ f)(u2n+1).

Par la propriété 2.5.2 appliquée à la fonction croissante f ◦ f , les deux suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N

sont donc monotones.
Enfin, si u0 ≤ u1, on montre par récurrence que u2n ≤ u2n+1 pour tout n en appliquant deux fois la

fonction f (et de même si u0 ≥ u1).

Ce résultat est illusré sur le graphe de droite de la figure 2.4. En effet, fonction x 7→ e−x est
décroissante, et on voit que la suite un = e−un prend sucessivement ses valeurs de part et d’autre de la
solution de l’équation x = e−x (correspondant à 0.567...).

Si l’on sait que la suite (un)n∈N converge, on a un moyen d’identifier les limites possibles.

Propriété 2.5.4. Si la fonction f est continue, et si la suite (un)n∈N définie par (2.3) converge vers

une limite l ∈ I, alors l = f(l) (note 9).

Démonstration. Il suffit de passer à la limite dans l’égalité un+1 = f(un), en utilisant la continuité de f
sur I.

Théorème 2.5.5 (Théorème du point fixe de Picard). Si la fonction f vérifie la proposition

∃k < 1, ∀(x, y) ∈ I2, |f(x)− f(y)| < k|x− y|,

et si I est un intervalle fermé, alors la fonction f a un unique point fixe vers lequel converge la
suite (un)n∈N définie par (2.3).

Démonstration. Nous allons montrer que la suite (un)n∈N est de Cauchy. En effet, on montre par
récurrence que |un+1 − un| ≤ kn|u1 − u0|. On en déduit que pour N ≤ p ≤ q, on a

|up − up| ≤ |up − up+1|+ |up+1 − up+2|+ . . .+ |uq−1 − uq|

≤
q−1
∑

n=p

kn|u1 − u0|

=
kp − kq−1

1− k
|u1 − u0|

≤ kN

1− k
|u1 − u0|

→N 0,

ce qui montre que (un)n∈N est de Cauchy. Comme l’intervalle I est fermé, la suite (un)n∈N converge, et
sa limite l est dans I et vérifie

|f(l)− l| ≤ |f(l)− f(un)|+ |f(un)− un|+ |un − l|
≤ k|l − un|+ |un+1 − un|+ |un − l|
→n 0.

(note 9). On dit que l est un point fixe de f .
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La limite de (un)n∈N est donc un point fixe de f .
Enfin, si x et y sont deux points fixes de f , on a |x−y| = |f(x)−f(y)| ≤ k|x−y|. Si x 6= y, on aurait

donc 1 = |x−y|
|x−y| ≤ k, ce qui contredit l’hypothèse k < 1. La fonction f a donc un unique point fixe.

2.6 Exercices

Exercice 2.1.
Montrer que de toute suite non majorée on peut extraire une sous-suite qui diverge vers +∞.

Exercice 2.2.
Montrer qu’une suite convergente à valeurs entières est stationnaire à partir d’un certain rang.

Exercice 2.3.
Étudier la convergence les suites de terme général

sin(n2) + n2

(1 + n+ e−
√
n)3

;
(1 + n)4 − (1− n)4√

15 + n2 + n5
;

n2 + n log3(n)

ne−
√
n − n(2n+ 1)

(n− sin(n))(2n+ 1)√
n4 + e−n

;

√

(n− 1)(n+ 1)(n− 2)

log(n) + 2e−
1
n

− n log(n2) +
√
n√

1 + n−n

Exercice 2.4.
Étudier le comportement asymptotique de la suite de terme général

E(nx) + E((n+ 1)x) + . . .+ E(2nx)

nα
,

en fonction de α.

Exercice 2.5.
Montrer que les suites définies par les relations de récurrence suivantes sont bien définies, et étudier leur
comportement asymptotique.

u0 = 1, un+1 =
sin(un)

2 + un + 2u2n
; u0 = 1, un+1 = sin

(
un

2un + n

)

; u0 = 1, un+1 = un +
u2n

1 + u2n
.

Exercice 2.6.
Étudier le comportement asymptotique de la suite définie par une relation de récurrence affine de la
forme

u0 ∈ R, un+1 = aun + b.

On pourra discuter selon la valeur de a.

Exercice 2.7.
Étudier la convergence des suites de terme général

n∑

k=1

1√
n+ k

,

n∑

k=1

1

(n+ k)3/2
et

1

n!

n∑

k=1

k!.
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Exercice 2.8.
Soit α un réel strictement plus grand que 1. Montrer que

∀n ∈ N,
1

(2n)α
+

1

(2n+ 1)α
≤ 1

2α−1nα
.

Montrer que la suite de terme général vn =
∑n
k=1

1
kα vérifie :

∀n ∈ N∗, vn ≤ v2n+1 ≤ 1

2α−1
vn + 1,

et en déduire que (vn)n∈N converge.

Exercice 2.9.
Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies par

un =

n∑

k=1

1

k!
et vn = un +

1

n!n
.

sont adjacentes. En déduire une approximation de e à 10−4 près.

Exercice 2.10.
Soit (un)n∈N une suite telle que les deux suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N convergent. Peut-on en déduire
que la suite (un)n∈N converge ? Quelle hypothèse supplémentaire permettrait de conclure ?

Exercice 2.11.
Soit

(
pn
qn

)

n∈N
une suite de rationnels convergeant vers un irrationnel (avec pn ∈ Z et qn ∈ Z \ {0}).

Montrer que les suites (|pn|)n∈N et (|qn|)n∈N convergent vers ∞.

Exercice 2.12.
[Lemme de Cesàro]
Soit (un)n∈N une suite convergente. Montrer que la suite de terme général 1

n

∑n
k=1 uk est convergente

et que

lim
n

1

n

n∑

k=1

uk = lim
n
un.

Donner un exemple de suite (un)n∈N non convergente telle que la suite
(
1
n

∑n
k=1 uk

)

n∈N
converge.

Exercice 2.13.
Soit (un)n∈N une suite vérifiant la relation, dite de sous-additivité,

∀p ∈ N, ∀q ∈ N, up+q ≤ up + uq

1. Montrer que pour tous entiers n et p, on a

un
n

≤ up
p

+
max(u0, . . . , up−1)

n

(on pourra faire la division euclidienne de n par p).

2. En déduire que la suite
(
un

n

)

n∈N
tend vers infn

un

n ∈ [−∞,∞[ (on pourra considérer un entier p

bien choisi).
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3. En déduire un résultat analogue pour les suites à valeurs dans ]0,∞[ vérifiant

∀(p, q) ∈ N2, up+q ≤ upuq.

Exercice 2.14.
Soit (un)n∈N une suite telle que un+1 − un →n 0. Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence
de (un)n∈N est un intervalle.



Chapitre 3

Séries numériques

3.1 Premières définitions

Une série (réelle ou complexe) est une suite dont les termes sont écrits sous la forme
∑N
n=0 un,

où (un)n∈N est une suite (réelle ou complexe). La série
(
∑N
n=0 un

)

N∈N
sera notée de manière plus

consise
∑
un. Dans cette écriture, la suite (un)n∈N est appelée terme général de la série

∑
un, et les

sommes
∑N
n=0 un sont appelées sommes partielles de la série

∑
un. Remarquer que toute suite (vn)n∈N

peut être mise sous forme de série, en utilisant l’écriture

vN =

N∑

n=0

(

vn − vn−1

)

,

où l’on a posé par convention v−1 = 0.

Définition 3.1.1. Si la suite
(
∑N
n=0 un

)

N∈N
admet une limite, on dit que la série

∑
un est conver-

gente. La limite de
(
∑N
n=0 un

)

N∈N
est appelée somme de la série

∑
un et est notée

∑∞
n=0 un. Pour

une série convergente
∑
un, les termes de la suite (

∑∞
N=n un)N∈N

définie par

∞∑

n=N

un =
∞∑

n=0

un −
N−1∑

n=0

un

sont appelés restes de la série.

Il faut être bien conscient du fait que la notation
∑∞
n=0 contient une limite, et est donc à manier

avec précaution. Notamment, on prendra garde a ne pas écrire le reste d’une série, et a ne pas parler de
la somme d’une série avant d’avoir vérifié la convergence !

Les propriétés sur les suites convergentes donnent la propriété suivante.

Propriété 3.1.2. Une combinaison linéaire de deux séries convergentes est convergente, et on a l’iden-
tité, pour deux scalaires λ et µ,

λ

∞∑

n=0

un + µ

∞∑

n=0

vn =

∞∑

n=0

(λun + µvn).

45
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Autrement dit, l’ensemble des séries convergentes constitue un espace vectoriel, et l’application qui
à une série associe sa limite est linéaire.

Propriété 3.1.3. Les restes d’une série convergente tendent vers 0.

Démonstration. Il suffit de passer à la limite dans l’égalité

∞∑

n=N

un =
∞∑

n=0

un −
N−1∑

n=0

un,

le membre de droite étant convergent.

Propriété 3.1.4. Si la série
∑
un converge, alors la suite (un)n∈N tend vers 0.

Démonstration. En passant à la limite dans l’égalité

uN =

N∑

n=0

un −
N−1∑

n=0

un,

(licite car le membre de droite converge) on obtient

lim
N→∞

uN =

∞∑

n=0

un −
∞∑

n=0

un = 0.

La réciproque de cette propriété est fausse, comme on peut le voir sur l’exemple de la série
∑

1
n ,

dite série harmonique. En effet, le terme général de cette série tend vers 0, alors que la série n’est pas
convergente, comme nous allons le voir.

On sait qu’une suite réelle converge si et seulement si elle est de Cauchy. Il est donc intéressant de
caractériser les séries qui constituent des suites de Cauchy.

Propriété 3.1.5. Une série
∑
un constitue une suite de Cauchy si et seulement les sommes

∑q
n=p un

tendent vers 0 quand p et q tendent vers l’infini, c’est-à-dire qu’elle vérifient la proposition

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀(p, q) ∈ N2, (N ≤ p ≤ q) ⇒
∣
∣
∣
∣
∣

q
∑

n=p

un

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ε.

Démonstration. C’est une simple réécriture de la définition d’une suite de Cauchy. En effet, on a
l’égalité

∑q
n=0 un −∑p−1

n=0 un =
∑q
n=p un.

La propriété 3.1.5 nous permet de montrer que la série harmonique
∑

1
n diverge. En effet, on a

2N∑

n=N

1

n
≥

2N∑

n=N

1

2N
=
N + 1

2N
.

Or N+1
2N converge vers 1/2. Les sommes partielles de la série harmonique ne constituent donc pas une

suite de Cauchy : cette série diverge.
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Définition 3.1.6. Si la série
∑ |un| est convergente, on dit que la série

∑
un est absolument conver-

gente.

La propriété suivante permet de réduire l’étude de la convergence de nombreuses séries à l’étude des
séries à termes positifs.

Propriété 3.1.7. Une série absolument convergente est convergente et vérifie l’inégalité

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=0

un

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

n=0

|un| .

Démonstration. Supposons que la série
∑
un soit absolument convergente. Montrons que la série

∑
un

constitue une suite de Cauchy.
Par l’inégalité triangulaire, on a, pour p ≤ q,

∣
∣
∣
∣
∣

q
∑

n=p

un

∣
∣
∣
∣
∣
≤

q
∑

n=p

|un|.

Comme la série
∑ |un| converge, ses sommes partielles constituent une suite de Cauchy et on a

q
∑

n=p

|un| →
p,q→∞

0.

Comme
∣
∣
∣
∑q
n=p un

∣
∣
∣ ≤

∑q
n=p |un|, les sommes partielles de

∑
un constituent aussi une suite de Cauchy

et la série
∑
un converge.

Pour montrer l’inégalité, il suffit de remarquer que
∣
∣
∣
∑N
n=0 un

∣
∣
∣ converge (note 1) vers |∑∞

n=0 un|, et de
passer à la limite dans l’inégalité triangulaire

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

un

∣
∣
∣
∣
∣
≤

N∑

n=0

|un| .

3.2 Séries à termes positifs

Dans cette partie, on va donner des critères de convergence pour les séries à termes positifs. L’intérêt
est que la propriété 3.1.7 permet d’en déduire des critères de convergence pour des suites de signe
quelconques (ou à valeur complexes).

Propriété 3.2.1. Soit
∑
un une série dont le terme général est positif. Alors

∑
un converge si et

seulement si ses sommes partielles sont bornées. Dans ce cas on a alors

∞∑

n=0

un = lim
N→∞

N∑

n=0

un = sup
N∈N

N∑

n=0

un.

(note 1). En effet, l’inégalité
∣

∣|vn| − |l|
∣

∣ ≤ |vn − l| montre que si vn → l, alors |vn| → |l|
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Démonstration. Comme la suite (un)n∈N est à termes positifs, la suite
(
∑N
n=0 un

)

N∈N
est croissante.

Elle converge alors si et seulement si elle est bornée, et dans ce cas sa limite est égale à sa borne
supérieure.

Propriété 3.2.2. Soit
∑
un et

∑
vn deux séries à terme général positif telles que un ≤ vn.

— Si
∑
un diverge, alors

∑
vn diverge.

— Si
∑
vn converge, alors

∑
un converge.

Démonstration. Comme un ≤ vn, on a
∑N
n=0 un ≤∑N

n=0 vn. Si
∑
vn converge, on a

N∑

n=0

un ≤
N∑

n=0

vn ≤
∞∑

n=0

vn,

et les sommes partielles de
∑
un sont donc bornées. Par la propriété 3.2.1, cela montre que

∑
un

converge. L’autre implication est la contraposée de la première.

Passons maintenant à l’étude de certaines séries particulières.
La convergence de la série géométrique

∑
an se montre de manière très simple, et cette série va nous

donner des critères de convergence pour d’autres séries :

Propriété 3.2.3. Soit a un nombre complexe. La série
∑
an converge si et seulement si |a| < 1. On

a alors dans ce cas ∞∑

n=0

an =
1

1− a
.

On peut remarquer que si |a| < 1, on n’a même pas an → 0, et la série ne peut pas converger en
vertu de la propriété 3.1.3.

Démonstration. Premièrement, on écarte le cas a = 1, pour lequel les sommes partielles valent
∑N
n=0 1 =

N + 1, la série étant alors divergente.
Dans le cas a 6= 1, on remarque que (1−a)∑N

n=0 a
n =

∑N
n=0 a

n−∑N+1
n=1 a

n = 1−aN+1. On a donc,
en divisant par 1− a (qui est non-nul),

N∑

n=0

an =
1− aN+1

1− a
.

La série converge donc si et seulement si aN+1 a une limite quand N tend vers l’infini, ce qui revient
bien à |a| < 1.

On remarque que la suite (an)n∈N est la seule (à multiplication par une constante près) à vérifier
l’égalité un+1

un
= a. On peut en fait obtenir un critère de convergence proche de celui de la série

géométrique pour les suites (un)n∈N telles que un+1

un
converge.

Théorème 3.2.4 (Critère de d’Alembert). Soit (un)n∈N une suite de réels strictement positifs. On
suppose que le rapport un+1

un
converge vers un réel l.

— si l > 1, alors la série
∑
un diverge ;
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— si l < 1, alors la série
∑
un converge.

Ce critère ne permet toutefois pas de conclure dans le cas l = 1 comme on peut le voir sur les
exemples

∑
1
n et

∑
1
n2 . En effet, la première série diverge et la deuxième converge (note 2), alors que les

rapports de termes consécutifs vérifient

1/(n+ 1)

1/n
=

n

n+ 1
→ 1, et

1/(n+ 1)2

1/n2
n2

(n+ 1)2
→ 1.

Démonstration. Plaçons nous d’abord dans le cas l < 1. Comme un+1

un
converge vers une limite l stric-

tement inférieure à 1, si l < 1− ε < 1 (note 3), alors il existe un certain rang n0 tel que pour n ≥ n0 on
ait un+1

un
≤ 1− ε. On peut donc écrire

uN
un0

=

N−1∏

n=n0

un+1

un
≤

N−1∏

n=n0

(1− ε) = (1− ε)N−n0 .

On a donc uN ≤ un0

(1−ε)n0
(1 − ε)N dès que N > n0. Comme la série

∑
(1 − ε)N converge, alors

∑
uN

converge aussi, puisque ces deux séries sont à termes positifs.
Le cas l > 1 se traite de manière similaire : un+1

un
converge vers une limite l strictement supérieure

à 1, donc pour 1 < 1 + ε < l (note 4) il existe un rang n0 tel que un+1

un
≥ 1 + ε si n ≥ n0. On écrit

uN
un0

=

N−1∏

n=n0

un+1

un
≥

N−1∏

n=n0

(1 + ε) = (1 + ε)N−n0 ,

ce qui donne uN ≥ un0

(1+ε)n0
(1 + ε)N dès que N > n0. Comme la série

∑
(1 + ε)N diverge,

∑
uN diverge

aussi.

En fait, on peut énonce un résultat un peu moins restrictif (il ne suppose pas que le rapport un+1

un
ait

une limite) en utilisant la notion de limites inférieures et supérieures en lieu et place de limites, comme
dans le théorème suivant :

Théorème 3.2.5. Soit (un)n∈N une suite de réels strictement positifs. Si

lim sup
n→∞

un+1

un
< 1,

alors la série
∑
un converge. Si

lim inf
n→∞

un+1

un
> 1,

alors la série diverge.

La preuve du théorème 3.2.5 se fait alors exactement comme celle du théorème 3.2.4, en utilisant la
propriété suivante des limites supérieures (et inférieures) :

(note 2). Voir propriété 3.2.10
(note 3). Un tel ε existe nécessairement, par exemple ε = (1− l)/2.
(note 4). Par exemple, ε = (l − 1)/2.
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Propriété 3.2.6. Si lim supn→∞ un = l < ∞, alors pour tout ε > 0, il existe un rang n0 tel que
si n ≥ n0 on a un ≤ l + ε.
Si lim infn→∞ un = l > −∞, alors pour tout ε > 0, il existe un rang n0 tel que si n ≥ n0 on a un ≥ l−ε.

Démonstration. Posons l = lim supn un. On a lim supn un = infn≥0 supk≥n uk < l+ε, donc par définition
de la borne inférieure, il existe n0 ∈ N tel que supk≥n0

uk < l + ε, ce qui donne le résultat.

On peut énoncer un autre critère de convergence basé sur le fait que (an)n∈N est la seule suite à

vérifier (un)
1/n = a. On peut en fait étendre le critère de convergence des séries géométriques aux séries

dont le terme général un est tel que
(

u
1/n
n

)

n∈N
converge.

Propriété 3.2.7 (Règle de Cauchy). Soit
∑
un une série à termes positifs telle que la suite

(

u
1/n
n

)

n∈N

converge vers une limite l.
— Si l < 1, alors la série converge ;
— Si l > 1, alors la série diverge.

Démonstration. — Si l < 1, pour un ε tel que l < 1− ε < 1, il existe un rang n0 tel que, si n ≥ n0,

on a u
1/n
n ≤ 1−ε. On a donc, pour n ≥ n0, l’inégalité un ≤ (1−ε)n. Comme la série géométrique

de raison 1− ε converge, il en est de même de
∑
un.

— Si l > 1, alors il existe un rang n0 tel que u
1/n
n > 1 dès que n ≥ n0. On a donc, pour n ≥ n0, un ≥ 1.

Par conséquent, la suite (un)n∈N ne converge pas vers 0, et la série
∑
un est donc divergente.

On peut affaiblir les hypothèses de ce théorème en remplaçant la limite par une limite supérieure :

Propriété 3.2.8. Soit
∑
un une série à termes positifs.

— Si lim supn→∞ u
1/n
n < 1, alors la série converge ;

— Si lim supn→∞ u
1/n
n > 1, alors la série diverge.

Démonstration. La preuve reste essentiellement la même, on doit juste remarquer que dans le cas

où lim supn→∞ u
1/n
n > 1, on a u

1/n
n > 1 pour une infinité de valeurs de n (plutôt que pour tout n

assez grand).

De même que pour la règle de d’Alembert, on ne peut pas conclure immédiatement dans le cas ou
la limite supérieure vaut 1, comme on peut le voir sur les exemples des séries

∑
1
n et

∑
1
n2 .

Il existe des cas pour lesquels la règle de Cauchy permet de conclure, mais pas celle de d’Alembert.
Par exemple, si on considère la suite (un)n∈N définie par

un =

{
1
2n si n est pair ;
1
3n si n est impair,

on remarque que

u1/nn =

{
1
2 si n est pair
1
3 si n est impair,

et
un+1

un
=

{
2n+1

3n = 2
(
2
3

)n
si n est impair

3n+1

2n = 3
(
3
2

)n
si n est pair.
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On a donc lim supn→∞ u
1/n
n = 1/2 < 1, alors que lim supn→∞

un+1

un
= ∞. Par conséquent, la règle

de Cauchy permet de conclure, mais pas celle de d’Alembert. La raison est que la règle de Cauchy
considère les valeurs de chaque un dans l’absolu, alors que la règle de d’Alembert ne considère que les
accroissements relatifs entre deux termes consécutifs, qui peuvent être grand alors que les termes de la
séries sont petits.

On a en fait l’inégalité suivante, qui montre que la règle de Cauchy est plus fine que la règle de
d’Alembert.

Propriété 3.2.9. Soit (un)n∈N une suite de réels strictement positifs. Alors on a

lim inf
n→∞

un+1

un
≤ lim inf

n→∞
u1/nn ≤ lim sup

n→∞
u1/nn ≤ lim sup

n→∞

un+1

un
.

Démonstration. Montrons lim supn→∞ u
1/n
n ≤ lim supn→∞

un+1

un
. On pose l = lim supn→∞

un+1

un
, que l’on

peut supposer fini (dans le cas contraire, il n’y a rien à montrer). Pour tout ε > 0, il existe un indice n0
tel que si n ≥ n0, alors

un+1

un
< l + ε. On a donc, pour N ≥ n0,

uN
un0

=

N−1∏

n=n0

un+1

un
≤

N−1∏

n=n0

(l + ε) = (l + ε)N−n0 .

On peut donc écrire,

u
1/N
N ≤

(
un0

(l + ε)n0

)1/N

(l + ε).

En passant à la limite supérieure, on trouve

lim sup
N→∞

u
1/N
N ≤ (l + ε).

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on en déduit que lim supN→∞ u
1/N
N ≤ l = lim supN→∞

uN+1

uN
.

On a donc montré la troisième inégalité. La première se montre de la même manière, et la deuxième
découle de la définition des limites inférieure et supérieure.

On veut maintenant pouvoir déterminer le comportement asympotiques de séries pour lesquelles les
règles de Cauchy et d’Alembert ne s’appliquent pas. L’exemple typique de telles séries étant les séries
puissances (ou séries de Riemann) du type

∑
1
nα . On a un critère très simple pour la convergence de

ces séries.

Propriété 3.2.10. La série
∑

1
nα converge si et seulement si α > 1.

Démonstration. On sait que si α < β, alors 1
nβ ≤ 1

nα . Par conséquent, il suffit de montrer la divergence

de la série
∑

1
n , et la convergence de la série

∑
1
nα dès que α > 1.

La divergence de la série
∑

1
n a déjà été traité, il reste donc a traiter le cas α > 1. On écrit

2N+1−1∑

n=2N

1

nα
≤

2N+1−1∑

n=2N

1

(2N )α
=

2N+1 − 2N

(2α)N
=

1

(2α−1)N
.
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On fixe un entier naturel n. Il existe un entier N tel que n ≤ 2N+1 − 1. On a

n∑

k=1

1

kα
≤

2N+1−1∑

k=1

1

kα
=

N∑

q=0

2q+1−1∑

k=2q

1

kα
≤

N∑

q=0

1

(2α−1)q
≤

∞∑

q=0

1

(2α−1)q
<∞.

La dernière série converge car 1
2α−1 < 1. Les sommes partielles de la série

∑
1
nα sont donc bornées.

Comme la série est à termes positifs, on en déduit qu’elle converge.

Pour avoir un nouveau critère de convergence des séries, nous allons essayer d’appliquer le critère de
d’Alembert aux séries de la forme

∑
1
nα . Remarquons que la suite 1

nα vérifie (note 5)

1/(n+ 1)α

1/nα
= (1 + 1/n)−α = e−α ln(1+1/n)

= e−α(
1
n
+o( 1

n ))

= 1− α

(
1

n
+ o

(
1

n

))

+ o

(
1

n

)

= 1− α

n
+ o

(
1

n

)

.

On va en déduire un critère de convergence pour toutes les séries dont le terme général admet un
développement limité semblable.

Propriété 3.2.11 (Règle de Duhamel). Supposons que la suite (un)n∈N vérifie le développement suivant
en n→ ∞ :

un+1

un
= 1− α

n
+ o

(
1

n

)

.

Alors :
— si α > 1, la série

∑
un converge ;

— si α < 1, la série
∑
un diverge.

Démonstration. On va montrer que (un)n∈N peut, à partir d’un certain rang, être comparée à une suite
de la forme 1

nα .
Supposons 1 < α. On choisit 1 < 1 + ε < α. On a

n

(
un+1

un
− 1/(n+ 1)1+ε

1/n1+ε

)

= n

(

1− α

n
+ o

(
1

n

))

− n

(

1− 1 + ε

n
+ o

(
1

n

))

= (1 + ε− α) + o(1).

Cela signifie que la suite de terme général n
(
un+1

un
− 1/(n+1)1+ε

1/n1+ε

)

converge vers 1 + ε− α, qui est stric-

tement négatif. Par conséquent, cette suite est strictement négative à partir d’un certain rang n0. On a
donc

uN
un0

=
N−1∏

n=n0

un+1

un
<

N−1∏

n=n0

1/(n+ 1)1+ε

1/n1+ε
=

n1+ε0

N1+ε
.

À partir du rang n0, on a donc uN ≤ un0
n1+ε
0

N1+ε . Comme la série
∑

1
n1+ε converge, alors

∑
un aussi.

La preuve pour le cas α < 1 est similaire.

(note 5). On rappelle que si un → 0, alors ln(1 + un) = un + o(un) = et eun = 1 + un + o(un).
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Quand on sait comparer les termes généraux de deux séries, on peut en déduire des comparaisons
entre les sommes partielles ou les restes des séries, d’après la propriété suivante.

Propriété 3.2.12. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites positives.
— Supposons que la série

∑
un diverge

— Si un ∼ vn, alors
∑
vn diverge et

∑N
n=0 un ∼∑N

n=0 vn

— Si un = o(vn), alors
∑
vn diverge et

∑N
n=0 un = o

(
∑N
n=0 vn

)

;

— Si un = O(vn), alors
∑
vn diverge et

∑N
n=0 un = O

(
∑N
n=0 vn

)

.

— Supposons que la série
∑
vn converge.

— Si un ∼ vn, alors
∑
un converge et

∑∞
n=N un ∼∑∞

n=N vn
— Si un = o(vn), alors

∑
un converge et

∑∞
n=N un = o (

∑∞
n=N vn) ;

— Si un = O(vn), alors
∑
un converge et

∑∞
n=N un = O (

∑∞
n=N vn).

Démonstration. On fait seulement la preuve pour le premier cas, les cinq autres étant semblables (ou
plus simples). Comme un ∼ vn, pour tout 1 > ε > 0 il existe un n0 tel que si n ≥ n0, on a

(1− ε)vn < un < (1 + ε)vn,

ce qui montre que
∑
vn diverge, puisque

∑
un diverge.

Montrons maintenant l’équivalence des sommes partielles. On a

n0−1∑

n=0

un + (1− ε)
N∑

n=n0

vn <
N∑

n=0

un <

n0−1∑

n=0

un + (1 + ε)
N∑

n=n0

vn.

On en déduit l’encadrement

∑n0−1
n=0 un

∑N
n=0 vn

+ (1− ε)

∑N
n=n0

vn
∑N
n=0 vn

<

∑N
n=0 un

∑N
n=0 vn

<

∑n0−1
n=0 un

∑N
n=0 vn

+ (1 + ε)

∑N
n=n0

vn
∑N
n=0 vn

.

Or, puisque la série
∑
vn diverge, la suite

(
∑N
n=0 vn

)

N∈N
tend vers ∞, ce qui implique que

∑n0−1
n=0 un∑
N
n=0 vn

tend vers 0 et
∑N

n=n0
vn

∑
N
n=0 vn

vers 1. On en conclut

1− ε < lim inf
N→∞

∑N
n=0 un

∑N
n=0 vn

≤ lim sup
N→∞

∑N
n=0 un

∑N
n=0 vn

< 1 + ε.

Ces inégalités étant vraies pour tout ε, on en déduit que les limites supérieure et inférieure valent 1, de

sorte que
∑N

n=0 un∑
N
n=0 vn

converge vers 1, et donc que
∑N
n=0 un ∼∑N

n=0 vn

Dans la propriété 3.2.12, il est important que les deux suites soient positives (ou au moins qu’elles
soient de signe constant à partir d’un certain rang). En effet, on peut construire le contre-exemple
suivant :

un =
(−1)n√

n
, vn = un +

1

n
.
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La série
∑
un, étant alternée , converge (note 6), alors que la série

∑
vn diverge à cause du terme 1

n . Les
deux suites sont pourtant équivalentes.

On énonce maintent le critère de comparaison séries/intégrales, qui permet de ramener l’étude de
certaines séries à l’étude d’intégrales.

Théorème 3.2.13. Soit f : [0,∞[→ [0,∞[ une fonction décroissante. Alors la série

∑
(

f(n)−
∫ n+1

n

f(t)dt

)

converge.

Du théorème 3.2.13, on déduit que l’étude de la série
∑
f(n) peut se ramener à celle de la primitive

de f :

Corollaire 3.2.14. Soit f vérifiant les hypothèses du théorème 3.2.13. Alors la série
∑
f(n) converge

si et seulement si la fonction f est intégrable sur [0,∞[. De plus,
— dans le cas où

∑
f(n) converge, on a

∞∑

n=N+1

f(n) ≤
∫ ∞

N

f(t)dt ≤
∞∑

n=N

f(n) ;

— dans le cas où
∑
f(n) diverge, on a le développement asymptotique

N∑

n=0

f(n) =

∫ N

0

f(t)dt+

∞∑

n=0

(

f(n)−
∫ n+1

n

f(t)dt

)

+ o(1). (3.1)

Remarquer que dans le développement (3.1), le premier terme tend vers ∞, alors que le second est
constant.

Ce corollaire est illustré sur la figure 3.1 : la valeur de l’intégrale
∫ n

0
f(t)dt est encadrée par les

quantités
∑n−1
k=0 f(k) et

∑n
k=1 f(k). L’énoncé du théorème 3.2.13 correspond au fait que l’aire grisée est

finie.

Preuve du théorème 3.2.13. Comme la fonction f est décroissante, on peut écrire

f(n+ 1) ≤ f(t) ≤ f(n) si t ∈ [n, n+ 1],

d’où on déduit

0 ≤ f(n)−
∫ n+1

n

f(t)dt ≤ f(n)− f(n+ 1).

En sommant de n = 0 à n = N , on obtient les inégalités

0 ≤
N∑

n=0

(

f(n)−
∫ n+1

n

f(t)dt

)

≤
N∑

n=0

f(n)− f(n+ 1) = f(0)− f(N + 1).

(note 6). Voir la propriété 3.3.1 ci-dessous.
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f(0)

f(1)

f(2)

f(3)

0 1 2 3 . . .

Figure 3.1 – Comparaison d’une série et d’une intégrale.

Comme la suite f(n) est décroissante et minorée (par 0), elle converge vers une limite en ∞. On a donc

N∑

n=0

(

f(n)−
∫ n+1

n

f(t)dt

)

≤ f(0)− lim
N→∞

f(N).

La série
∑
(

f(n)−
∫ n+1

n
f(t)dt

)

est donc une série à terme général positif dont les sommes partielles

sont bornées. Il s’agit donc d’une série convergente.

Preuve du corollaire 3.2.14. L’expression

N∑

n=0

f(n)−
∫ N+1

0

f(x)dx =
N∑

n=0

(

f(n)−
∫ n+1

n

f(x)dx

)

(3.2)

montre que la différence entre la suite des sommes partielles de
∑
f(n) et la suite

(∫ n

0
f(x)dx

)

n∈N
est

une suite convergente (c’est le théorème 3.2.13). Cela montre donc que
∑
f(n) est convergente si et

seulement si
∫ n

0
f(x)dx a une limite, c’est-à-dire si f est intégrable sur [0,∞[.

Dans le cas où ces deux suites divergent, un passage à la limite dans (3.2) permet d’obtenir le
développement 3.1. Dans le cas où elles convergent, l’encadrement énoncé s’obtient en sommant de N

à ∞ les inégalités f(n+ 1) ≤
∫ n+1

n
f(t)dt ≤ f(n).

On peut par exemple déduire de l’équation (3.1) appliquée à la fonction définie par f(t) = 1
1+t le

développement asymptotique suivant :

N∑

n=1

1

n
= lnN + γ + o(1),
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où γ est une constante (dont les permières décimales sont 0.57721), appelée constante d’Euler (ou
d’Euler-Mascheroni). On sait assez peu de chose sur γ, notamment on ignore encore à ce jour si elle est
rationnelle ou non.

3.3 Séries à termes complexes

Propriété 3.3.1 (Critère des séries alternées). Soit (un)n∈N une suite réelle telle que (|un|)n∈N soit
décroissante et que deux termes consécutifs soient de signe opposés (une telle série est dit alternée).
Alors la série

∑
un est convergente. De plus, si uN ≤ 0, on a

N∑

n=0

un ≤
∞∑

n=0

un ≤
N+1∑

n=0

un.

On a donc une estimation de la vitesse de convergence :

|uN+1| − |uN+2| ≤
∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

un −
∞∑

n=0

un

∣
∣
∣
∣
∣
≤ |uN+1|.

Démonstration. Quitte à remplacer (un)n∈N par (−un)n∈N, on peut supposer que un est du signe
de (−1)n.

Considérons les deux suites (vN )N∈N et (wN )N∈N définies par

vN =

2N+1∑

N=0

un et wN =

2N∑

n=0

un.

On va montrer que ces deux suites sont adjacentes, de sorte qu’elles convergent vers la même limite, ce
qui permettra de conclure que la série

∑
un converge.

Tout d’abord, on a wN = vN −u2N+1 ≥ vN , puisque les termes de la suite (un)n∈N d’indices impairs
ont été supposés négatifs. Ensuite, vN+1 − vN = u2N+2 + u2N+3 = (|u2N+2| − |u2N+3|) ≤ 0 (puisque la
suite (|un|)n∈N décrôıt), de sorte que (vN )N∈N est croissante. De même (wN )N∈N est décroissante. Enfin
on a |vN − wN | = |u2N+1| qui tend vers 0. On a bien affaire à des suites adjacentes.

Exemple : la série
∑ (−1)n

nα est convergente quel que soit α > 0. De plus, on remarque qu’elle n’est
pas absolument convergente si 0 < α ≤ 1.

On va montrer un résultat plus général que le théorème des séries alternées. On va tout d’abord
montrer la propriété suivante, qui est un analogue discret de la formule d’intégration par parties.

Propriété 3.3.2 (Transformation d’Abel). Soit (un)n∈N et (Vn)n∈N deux suites à valeurs complexes.
On pose

Un =
n∑

k=0

uk et vn = Vn+1 − Vn.

On a alors, pour tout entier N ≥ 1,

N∑

n=0

unVn = −
N−1∑

n=0

Unvn + UNVN .
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Dans l’énoncé de la propriété 3.3.2, la suite (Un)n∈N peut être vue comme une “primitive” de la
suite (un)n∈N (une somme est analogue à une intégrale) et la suite (vn)n∈N peut être vue comme une
“dérivée” de la suite (Vn)n∈N (une différence est analogue à une dérivation)

Démonstration. On écrit :

N∑

n=0

unVn =

N∑

n=1

(Un − Un−1)Vn + U0V0 =

N∑

n=1

UnVn −
N∑

n=1

Un−1Vn + U0V0

=

N∑

n=0

UnVn −
N−1∑

n=0

UnVn+1

=
N−1∑

n=0

Un(Vn − Vn+1) + UNVN

= −
N−1∑

n=0

Unvn + UNVN .

Cette écriture permet de montrer le résultat suivant.

Propriété 3.3.3. Soient (un)n∈N et (Vn)n∈N deux suites à valeurs complexes. Si les sommes partielles
de la série

∑
un constituent une suite bornée et si la suite (Vn)n∈N est positive et décrôıt vers 0, alors

la série
∑
unVn converge.

Démonstration. On reprend les notations de la propriété 3.3.2. On va montrer que les sommes partielles
de la série

∑
unVn constituent une suite de Cauchy. La suite (Un)n∈N est majorée par une constante

notée C. On a alors
∣
∣
∣
∣
∣

q
∑

n=p

unVn

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

q
∑

n=0

unVn −
p−1
∑

n=0

unVn

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
−
q−1
∑

n=0

Unvn + UqVq +

p−2
∑

n=0

Unvn − Up−1Vp−1

∣
∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣
∣

q−1
∑

n=p−1

Unvn

∣
∣
∣
∣
∣
+ |UqVq|+ |Up−1Vp−1|

≤ C

(
q−1
∑

n=p−1

|vn|+ |Vq|+ |Vp−1|
)

.

Or, comme la suite (Vn)n∈N décrôıt, on a |vn| = |Vn+1 − Vn| = Vn − Vn+1. La somme du membre de
droite est donc une somme télescopique, et on obtient

∣
∣
∣
∣
∣

q
∑

n=p

unVn

∣
∣
∣
∣
∣
≤ C

((
q−1
∑

n=p

Vn − Vn+1

)

+ Vq + Vp−1

)

= C(Vp + Vp−1).
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Le membre de droite tend vers 0 par hypothèse quand p et q tendent vers l’infini. La série
∑
unVn

satisfait donc le critère de Cauchy.

Un corollaire important de ce théorème est le suivant :

Corollaire 3.3.4. Pour toute suite positive (un)n∈N décroissant vers 0 et tout réel θ non multiple de 2π,
les séries

∑

einθun,
∑

cos(nθ)un et
∑

sin(nθ)un

convergent.

Démonstration. Comme on a

∑

cos(nθ)un =
∑(

einθ
un
2

+ e−inθ
un
2

)

et
∑

sin(nθ)un =
∑(

einθ
un
2

− e−inθ
un
2

)

,

il suffit d’étudier la série
∑
einθun. Cette série rentre bien dans le cadre de la propriété 3.3.3 puisque

la suite (un)n∈N est positive et décrôıt vers 0, et les sommes partielles
∑N
n=0 e

inθ vérifient (puisque

comme θ /∈ 2πZ, on a eiθ 6= 1)

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

einθ

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

1− ei(N+1)θ

1− eiθ

∣
∣
∣
∣
≤ 2

|1− eiθ| ,

et sont donc bornées.

3.4 Séries doubles

Dans cette partie, on s’intéresse à des séries indexées par deux entiers, de la forme
∑
un,m. Il y a alors

deux manières naturelles de définir une somme de la série : en faisant d’abord la somme sur les indices n,
puis sur les indices m, ou bien dans l’autre sens. Autrement dit, on se demande tout d’abord si la
quantité vm =

∑∞
n=0 un,m est bien définie, et si c’est le cas, si la quantité

∑∞
m=0 vm =

∑∞
m=0

∑∞
n=0 un,m

est bien définie. Une autre question intéressante est de savoir si il existe un lien entre les deux quantités

∞∑

n=0

∞∑

m=0

un,m et

∞∑

m=0

∞∑

n=0

un,m.

La propriété suivante dit essentiellement que dans le cas où un,m ≥ 0, toutes les quantités que l’on vient
de présenter sont définies et vérifient les relations auxquelles on peut s’attendre.

Propriété 3.4.1 (Théorème de Fubini). Soit (un,m)(n,m)∈N2 une famille de réels positifs indexée par
les couples (n,m) ∈ N2. Si pour tout entier naturel m la série

∑

n un,m est convergente et si la
série

∑

m (
∑∞
n=0 un,m) converge, alors, pour tout n, la série

∑

m un,m converge, de même que la série
∑

n (
∑∞
m=0 un,m). De plus, on a

∞∑

n=0

( ∞∑

m=0

un,m

)

=

∞∑

m=0

( ∞∑

n=0

un,m

)

(3.3)



3.4. SÉRIES DOUBLES 59

On remarquera que, bien que très naturelle, l’égalité (3.3) n’est pas forcément vraie sans hypothèse
sur la famille (un,m)n,m∈N et ce même si les deux membres de l’égalité sont définis. En effet, en posant,
pour n,m ≥ 0,

un,m =







1 si n = m,

−1 si n = m+ 1,

0 sinon,

on vérifie les égalités
∞∑

n=0

∞∑

m=0

un,m = 1 et
∞∑

m=0

∞∑

n=0

un,m = 0.

Démonstration. Sous les hypothèses de l’énoncé, on a la majoration

M∑

m=0

un,m ≤
M∑

m=0

∞∑

n=0

un,m ≤
∞∑

m=0

∞∑

n=0

un,m.

Les sommes partielles de la série à termes positifs
∑

m un,m sont donc majorées, de sorte que cette série
converge.

Ensuite, on a

N∑

n=0

M∑

m=0

un,m =
M∑

m=0

N∑

n=0

un,m ≤
M∑

m=0

∞∑

n=0

un,m ≤
∞∑

m=0

∞∑

n=0

un,m.

En passant à la limite M → ∞ (ce qui est licite puisque N est fini), on trouve

N∑

n=0

∞∑

m=0

un,m ≤
∞∑

m=0

∞∑

n=0

un,m,

de sorte que les sommes partielles de la série
∑N
n=0

∑∞
m=0 un,m sont bornées. Comme cette série est à

termes positifs, on en déduit qu’elle converge. En passant à la limite dans la dernière inégalité, on trouve

∞∑

n=0

∞∑

m=0

un,m ≤
∞∑

m=0

∞∑

n=0

un,m.

Par symétries entre les indices n et m, l’égalité inverse est également vraie, et on en déduit l’égalité des
sommes.

Pour généraliser la propriété 3.4.1 aux cas des nombres complexes, on doit ajouter une hypothèse de
convergence absolue :

Propriété 3.4.2. Soit (un,m)(n,m)∈N2 une famille de nombres complexes indexée par les couples (n,m) ∈
N2. Si pour tout naturel m la série

∑

n |un,m| est convergente et si la série
∑

(
∑∞
n=0 |un,m|) converge,

alors les séries
∑

m un,m,
∑

n un,m,
∑

(
∑∞
m=0 un,m) et

∑
(
∑∞
n=0 un,m) convergent et on a

∞∑

n=0

( ∞∑

m=0

un,m

)

=

∞∑

m=0

( ∞∑

n=0

un,m

)
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Démonstration. La première partie de l’énoncé est une simple application de la propriété 3.4.1 et du fait
qu’une série absolument convergente est convergente. Pour montrer l’égalité des sommes, on remarque
qu’on a l’égalité

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

( ∞∑

m=0

un,m

)

−
N∑

m=0

( ∞∑

n=0

un,m

)∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

( ∞∑

m=N+1

un,m

)

−
N∑

m=0

( ∞∑

n=N+1

un,m

)∣
∣
∣
∣
∣
,

Ensuite, en utilisant l’inégalité triangulaire on a

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

( ∞∑

m=N+1

un,m

)

−
N∑

m=0

( ∞∑

n=N+1

un,m

)∣
∣
∣
∣
∣
≤

N∑

n=0

( ∞∑

m=N+1

|un,m|
)

+

N∑

m=0

( ∞∑

n=N+1

|un,m|
)

=

∞∑

m=N+1

(
N∑

n=0

|un,m|
)

+

∞∑

n=N+1

(
N∑

m=0

|un,m|
)

≤
∞∑

m=N+1

( ∞∑

n=0

|un,m|
)

+

∞∑

n=N+1

( ∞∑

m=0

|un,m|
)

.

Le membre de droite tend bien vers 0, étant le reste d’une série convergente.

On va maintenant énoncer une propriété du produit de Cauchy, ou produit de convolution de deux
séries, qui est la définition naturelle du produit de deux séries.

Définition 3.4.3. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites. On définit leur produit de Cauchy (wn)n∈N par
la formule

wn =
n∑

k=0

ukvn−k.

Le produit de Cauchy est commutatif, puisqu’un changement de variable q = n− k dans la somme
précédente donne

wn =
n∑

k=0

ukvn−k =
n∑

q=0

un−qvq.

Le produit de Cauchy se comporte bien vis à vis des séries absolument convergentes.

Propriété 3.4.4. Si les séries à termes complexes
∑
un et

∑
vn sont absolument convergentes, alors

il en est de même de la série
∑
wn, où wn =

∑n
k=0 ukvn−k. De plus on a

∞∑

n=0

wn =

∞∑

n=0

n∑

k=0

ukvn−k =

( ∞∑

n=0

un

)( ∞∑

n=0

vn

)

.

Démonstration. On a
N∑

n=0

|wn| =
N∑

n=0

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=0

ukvn−k

∣
∣
∣
∣
∣
≤

N∑

n=0

n∑

k=0

|uk||vn−k|.
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On peut intervertir les deux sommes en écrivant

N∑

n=0

n∑

k=0

|uk||vn−k| =
N∑

k=0

N∑

k=n

|uk||vn−k| =
N∑

k=0

N−k∑

q=0

|uk||vq|,

la dernière égalité s’obtenant par le changement de variable q = n− k. On a donc

N∑

n=0

|wn| ≤
N∑

k=0

N∑

q=0

|uk||vq| =
(

N∑

k=0

|uk|
)(

N∑

q=0

|vq|
)

≤
( ∞∑

k=0

|uk|
)( ∞∑

q=0

|vq|
)

,

ce qui montre que la série
∑
wn est absolument convergente, les sommes partielles de la série des modules

étant bornées. Pour montrer que la somme du produit de Cauchy vaut le produit des sommes, on écrit

∣
∣
∣
∣
∣

2N∑

n=0

wn −
(

N∑

k=0

uk

)(
N∑

q=0

vq

)∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

2N∑

n=0

n∑

k=0

ukvn−k −
(

N∑

k=0

uk

)(
N∑

q=0

vq

)∣
∣
∣
∣
∣
.

En intervertissant les sommes et en faisant le changement de variables q = n− k, on obtient

∣
∣
∣
∣
∣

2N∑

n=0

n∑

k=0

ukvn−k −
(

N∑

k=0

uk

)(
N∑

q=0

vq

)∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

2N∑

k=0

2N∑

n=k

ukvn−k −
N∑

k=0

N∑

q=0

ukvq

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

2N∑

k=0

2N−k∑

q=0

ukvq −
N∑

q=0

N∑

k=0

ukvq

∣
∣
∣
∣
∣
.

On peut alors écrire,

∣
∣
∣
∣
∣

2N∑

k=0

2N−k∑

q=0

ukvq −
N∑

q=0

N∑

k=0

ukvq

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2N∑

k=N+1

2N−k∑

q=0

ukvq +

2N∑

q=N+1

2N−q
∑

k=0

ukvq

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
2N∑

k=N+1

2N−k∑

q=0

|uk||vq|+
2N∑

q=N+1

2N−q
∑

k=0

|uk||vq|

≤
2N∑

k=N+1

∞∑

q=0

|uk||vq|+
2N∑

q=N+1

∞∑

k=0

|uk||vq|

≤
( ∞∑

k=N+1

|uk|
)( ∞∑

q=0

|vq|
)

+





∞∑

q=N+1

|vq|





( ∞∑

k=0

|uk|
)

.

Les restes d’une série convergente tendent vers zéro, par conséquent le membre de droite tend vers 0, ce
qui achève la démonstration.
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3.5 Exercices

Exercice 3.1.
Donner la nature des séries suivantes, et calculer la somme des éventuelles séries convergentes.

∑ 1

n(n+ 1)
;
∑

e−n ;
∑

ln(1 + 1/n) ;

∑ n2 + n− 3

n!
;
∑

3n sin3
(

θ

3n+1

)

;
∑ 1

n
;

∑ 1

lnn
;
∑ cosn

2n
;
∑ (−1)n

(−1)n + n
.

Exercice 3.2.
Soit

∑
un une série de terme général positif.

1. Montrer que si
∑
un converge, alors

∑
uan converge pour tout a ≥ 1.

2. Montrer que si
∑
un diverge, alors

∑
uan diverge pour tout a < 1.

3. Montrer que
∑ un

1+un
converge si et seulement si

∑
un converge.

Exercice 3.3.
Soit (an)n≥1 une suite d’éléments de {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Montrer que la série

∑
an10

−n converge.
On notera 0.a1a2a3 . . . sa limite. Combien vaut 0.999 . . . ? Sous quelle condition les réels 0.a1a2a3 . . .
et 0.b1b2b3 . . . sont-ils égaux ?

Exercice 3.4.
Soit

∑
un une série divergente dont le terme général est positif. Montrer que la série

∑ un∑
n
k=0 uk

diverge.

Exercice 3.5.
Soit un une suite décroissante de nombres réels positifs.

1. Montrer que si
∑
un converge, alors limn nun = 0. La réciproque est-elle vraie ? (On pourra

s’inspirer de l’exercice précédent)

2. Montrer que si la série
∑
un converge, alors

∑
n(un − un+1) converge. Comparer les sommes de

ces deux séries.

3. Comparer les natures des séries

∑

un ;
∑

nun2 et
∑

2nu2n .

Exercice 3.6.
[Formule de Stirling]
On considère la suite un = ln(n!)−

(
n+ 1

2

)
ln(n) + n.

1. Montrer que la série
∑

(un+1 − un) est absolument convergente (on utilisera le développement

limité en 0 suivant : ln(1 + x) = x− x2

2 +O(x3)).
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2. En déduire que un converge et qu’il existe une constante C (note 7) telle que

n! ∼ Ce−nnn
√
n.

Exercice 3.7.
Donner la nature des séries suivantes (a et b sont des réels strictement positifs).

∑

4n
(2n)!

(n!)2
;
∑ n!

nn
;
∑ an

1 + bn
;
∑ nlnn

(lnn)n

∑
(
n+ a

n+ b

)n2

;
∑ n

∏n
k=1(1 + ak)

;
∑ 1

n
cos
(

2n
π

3

)

.

Exercice 3.8.
Donner un équivalent à

∑∞
n=N

1
nα , pour α > 1.

Exercice 3.9.
Quelle est la nature de la série

∑ (−1)n

n ? En utilisant le fait que la suite
∑n
k=1

1
k − lnn converge, donner

la valeur de
∑∞
n=1

(−1)n

n .

Exercice 3.10.
Donner la nature des séries données par

∑

αnnβ(lnn)γ

en fonction des réels α, β et γ (avec α > 0).

Exercice 3.11.
Quelle est la nature de la série

∑
1

1+
√
2+...+

√
n
?

Exercice 3.12.
Montrer l’inégalité

N∑

n=0

1

n!
≤ e ≤

N∑

n=0

1

n!
+

1

N !N
.

En déduire que e est un nombre irrationnel.

Exercice 3.13.
Donner un équivalent à la fonction t 7→∑∞

n=1
1
nt , pour t tendant vers 1.

Exercice 3.14.
Que peut on dire du produit de Cauchy de la série

∑ (−1)n√
n

par elle-même ? On rappelle que le produit

de Cauchy des séries
∑
un et

∑
vn est la série de terme général

∑n
k=0 ukvn−k.

Exercice 3.15.
Montrer la formule

1

(1− z)p
=

∞∑

n=0

Cnp+n−1z
n,

(note 7). En fait, on a C =
√
2π.
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où z est un complexe vérifiant |z| < 1.

Exercice 3.16.
Soit z et z′ deux nombres complexes.

1. Montrer que la série
∑

zn

n! converge absolument. On notera sa somme ez.

2. Montrer que ezez
′

= ez+z
′

.



Chapitre 4

Fonctions de la variable réelle

4.1 Étude locale des fonctions

On va utiliser la terminologie suivante, qui sera utile par la suite.

Définition 4.1.1. Un voisinage d’un réel a est un sous-ensemble de R contenant un intervalle non-
trivial centré en a, c’est à dire un intervalle de la forme [a− ε, a+ ε], pour un certain ε > 0.

Par exemple, les ensembles ] − 1,∞[, R, ou
⋃

n∈N[n − 1/3, n + 1/3] sont des voisinages de 0. En
revanche, les ensembles [0, 1], [0,∞[ ou Q n’en sont pas.

Définition 4.1.2. On dit qu’une fonction réelle f définie sur un voisinage I d’un point a a pour limite
en a la valeur l si elle vérifie la proposition

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| ≤ η ⇒ |f(x)− l| ≤ ε).

Si la fonction f admet l comme limite au point a, on note

lim
x→a

f(x) = l, ou encore f(x) →
x→a

l.

On peut également parler des limites à gauche et à droite d’une fonction.

Définition 4.1.3. On dit qu’une fonction f définie au voisinage (note 1) d’un point a admet l comme
limite à gauche en a si elle vérifie la proposition

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ I, (x ∈]a− η, a[) ⇒ (|f(x)− l| ≤ ε).

On peut définir de même la notion de limite à droite.
Si f admet l comme limite à gauche (resp. à droite) en a, on note

lim
x→a−

f(x) = l ou lim
x

<→a

f(x) = l (resp. lim
x→a+

f(x) = l ou lim
x

>→a

f(x) = l).

(note 1). On peut aussi supposer que f n’est définie que sur un voisinage à gauche de a, c’est-à-dire sur un ensemble contenant
un sous-ensemble de la forme ]a− ε, a], pour ε > 0.

65
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Définition 4.1.4. On dit qu’une fonction f définie au voisinage d’un point a est continue en a si elle
admet une limite en a.
Si la fonction f de I dans R est continue en tout point a de I, on dit qu’elle est continue sur I, ou tout
simplement qu’elle est continue. L’ensemble des fonctions continues sur I sera noté C(I,R).

Si f admet une limite à gauche en a et que limx→a− f(x) = f(a), on dit que f est continue à gauche
en a. On définit de même la continuité à droite.

f(a) [f(a)− ε, f(a) + ε]

a

[a− η, a+ η]

Figure 4.1 – Continuité d’une fonction.

On peut exprimer la continuité à partir des limites à gauche et à droite :

Propriété 4.1.5. Une fonction f définie sur un voisinage de a est continue en a si et seulement si elle
est continue à gauche et à droite en a.

On peut caractériser la continuité de la manière suivante :

Propriété 4.1.6 (Caractérisation séquentielle de la continuité). Soit f une fonction à valeurs réelles
définie sur un voisinage d’un point a.

— La fonction f est continue en a si et seulement si pour toute suite (un)n∈N tendant vers a, la

suite (note 2) (f(un))n∈N tend vers f(a).
— On peut également caractériser de cette manière la continuité à gauche ( resp. à droite.) en se

limitant aux suites prenant des valeurs strictement inférieures ( resp. strictement supérieures)
à a.

Démonstration. Supposons la fonction f continue en a, et soit (un)n∈N une suite convergeant vers a.
Soit ε un réel positif. Par continuité de f en a, il existe un réel η tel que si |x−a| ≤ η, alors |f(x)−f(a)| ≤
ε. Mais par convergence de (un)n∈N vers a, il existe un indice n0 tel que pour n ≥ n0, on ait |un−a| ≤ η.
En conséquence, si n ≥ n0, on a |f(un) − f(a)| ≤ ε. Cela montre que la suite (f(un))n∈N converge
vers f(a).

Montrons l’implication inverse. Pour cela, nous allons passer par la contraposée. Supposons que la
fonction f ne soit pas continue. Par conséquent, il existe un réel ε tel que pour tout η, il existe un xη
dans ]a−η, a+η[ tel que |f(a)−f(xη)| ≥ ε. La suite

(
x1/n

)

n∈N
converge vers a (puisque |x1/n−a| ≤ 1

n )

sans que
(
f(x1/n)

)

n∈N
ne converge vers f(a) (puisque |f(a)− f(x1/n)| ≥ ε).

(note 2). Comme la suite (un)n∈N converge vers a et comme f est définie sur un voisinage de a, les un sont dans le domaine
de définition de f pour n assez grand. Par conséquent, l’expression f(un) a bien un sens pour n assez grand.
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Cette caractérisation par les suites de la continuité permet de déduire des résultats sur les passages
à la limite à partir des même résultats dans le cadre des suites.

Propriété 4.1.7. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage d’un point a telle que pour
tout x 6= a dans un voisinage de a on ait

f(x) ≤ g(x).

Si les deux fonctions admettent une limite en a, alors ces limites vérifient

lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x).

La même inégalité est vraie pour les limites à gauche ou à droite.

Démonstration. On considère une suite (un)n∈N tendant vers a. On a alors

lim
n
f(un) = lim

x→a
f(x), et lim

n
g(un) = lim

x→a
g(x).

On conclut alors en passant à la limite en n dans l’inégalité f(un) ≤ g(un).

Il est important de noter que l’on ne peut pas conclure à une inégalité stricte entre les limites si on
a seulement une inégalité stricte entre les fonctions.

Propriété 4.1.8 (“Théorème des gendarmes”). Soient f , g et h trois fonctions définies sur un voisinage
d’un point a telle que pour tout x dans un voisinage de a on ait

f(x) ≤ g(x) ≤ h(x).

Si f et h ont une limite en a et si limx→a f(x) = limx→a h(x), alors g admet également une limite en a
et

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x).

Démonstration. On note λ = limx→a f(x) = limx→a g(x).
Soit (un)n∈N une suite tendant vers a. Pour tout n, on a l’inégalité f(un) ≤ g(un) ≤ h(un). Comme

de plus les deux suites (f(un))n∈N et (g(un))n∈N convergent vers la même limite λ, le thèorème des
gendarmes pour les suites montre que la suite (g(un))n∈N converge vers λ. Comme la suite (un)n∈N est
arbitraire, cela montre que g admet une limite en a valant λ.

Propriété 4.1.9. Soient f et g deux fonction continues en un point a. On a les propriétés suivantes :
— pour tout réel λ, la fonction λf est continue en a ;
— la fonction f + g est continue en a ;
— la fonction fg est continue en a ;
— si f(a) 6= 0, alors f ne s’annule pas sur un voisinage de a. La fonction 1

f est alors bien définie
sur un voisinage de a et est continue en a.

Autrement dit, l’ensemble des fonction continues en un point a constitue une algèbre.

Démonstration. Laissée en exercice.
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Propriété 4.1.10. Soient f et g deux fonctions telles que f soit définie sur un voisinage I de a et
continue en a, et que g soit définie sur f(I) et continue en f(a). Alors g ◦ f est continue en a.

Démonstration. On note pour simplifer lg = limy→f(a) g(y) et lf = limx→a f(x).
Soit ε un réel strictement positif. Par continuité de g en f(a), on peut trouver un réel η strictement

positif tel que si y est dans |f(a)− x| ≤ η, alors |g(y)− lg| ≤ ε. Mais alors, par continuité de f en a, on
peut trouver un réel strictement positif ζ tel que si |x − a| ≤ ζ, alors |f(x) − lf | ≤ η. Par conséquent,
si |x− a| ≤ ζ, alors |g(f(x))− lg| ≤ ε. On a donc montré que g ◦ f admettait lg comme limite en a.

4.2 Fonctions continues sur un intervalle

Théorème 4.2.1. [Théorème des valeurs intermédiaires] Soit f une fonction continue d’un intervalle I
de R dans R. L’image f(I) de I par f est un intervalle.

Autre formulation :

Théorème 4.2.2 (Théorème des valeurs intermédiaires 2). Soit f une fonction continue de [a, b]
dans R. Si c est tel que f(a) < c < f(b) ou f(b) < c < f(a), alors il existe x dans [a, b] tel que f(x) = c.

f(a)

a

f(b)

b

c

x1 x2 x3

Figure 4.2 – Le théorème des valeurs intermédiaires. Les points x1, x2, x3 correspondent aux valeurs
possibles de x.

Il est important de comprendre que ce résultat n’est pas évident. Pour s’en convaincre, on peut
méditer sur l’exemple de la fonction de Q dans lui-même qui à x associe x2 − 2. Cette fonction continue
prend une valeur négative en 0 et positive en 2, mais ne s’annule jamais (car

√
2 n’est pas rationnel).

Une preuve du théorème des valeurs intermédiaires fera en fait appel d’une manière ou d’une autre à
la complétude de R, que ce soit sous la forme de suites de Cauchy, de la propriété de la borne supérieure,
de la propriété des segments embôıtés, etc.

Démonstration. On montre la deuxième formulation du théorème. On suppose f(a) < c < f(b). Le cas
inverse s’en déduit en appliquant le résultat à la fonction −f . On pose Ac = {x ∈ [a, b], f(x) ≤ c}.
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L’ensemble Ac est borné (car contenu dans [a, b]). On peut donc définir x0 = supAc. On va montrer
que f(x0) = c. Tout d’abord remarquons que par continuité on peut trouver ε > 0 tel que f(x) < c
pour x dans [a, a+ ε] et que f(x) > c pour x dans [b− ε, b]. Par conséquent, x0 est un élément de ]a, b[.
Ensuite, on remarque que f(x) > c sur ]x0, b]. Par continuité, on obtient f(x0) = limx→x+

0
f(x) ≥ c.

D’autre part, comme x0 est la borne supérieure de Ac, il existe une suite (yn)n∈N d’éléments de Ac qui
converge vers x0. Or f(yn) ≤ c, d’où f(x0) = limn→∞ f(yn) ≤ c. On déduit que f(x0) = c.

Propriété 4.2.3. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Alors la fonction f est bornée
et atteint ses bornes. Autrement dit, il existe y et z dans [a, b] tels que

f(y) ≤ f(x) ≤ f(z) pour tout x de [a, b].

Démonstration. Ce résultat est basé sur la compacité de l’intervalle [a, b]. Il faudra donc a un moment
de la preuve utiliser cette propriété, par exemple avec le théorème de Bolzano-Weierstrass.

On pose M = sup f([a, b]) (qui peut a priori être infini), et on choisit une suite (xn)n∈N telle
que (f(xn))n∈N converge vers M . Par le théorème de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de (xn)n∈N

une sous-suite
(
xϕ(n)

)

n∈N
convergente dont on note z la limite. Par continuité de f , la suite

(
f(xϕ(n))

)

n∈N

converge vers f(z), d’où M = f(z). On donc a montré que la fonction atteint sa borne supérieure. Le
cas de la borne inférieure se fait de manière symétrique.

Définition 4.2.4. Soit f une fonction de I un intervalle de R dans R. On dit que f est uniformément
continue si elle vérifie la proposition

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀(x, y) ∈ I2, (|x− y| ≤ η) ⇒ (|f(x)− f(y)| ≤ ε).

Cette définition signifie intuitivement que la fonction f est continue “partout de la même manière”.
Il est intéressant de comparer cette définition avec celle de continuité. La continuité sur I s’exprime par
l’expression

∀ε > 0, ∀x ∈ I, ∃η > 0, ∀y ∈ I, (|x− y| ≤ η ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε).

En revanche, l’uniforme continuité s’exprime par

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ I, ∀y ∈ I, (|x− y| ≤ η ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε).

Autrement dit, dans le cas de la continuité simple, η peut dépendre de x, alors que pour l’uniforme
continuité η doit être le même pour tout x. On voit notamment que :

Propriété 4.2.5. Une fonction uniformément continue est continue.

La réciproque de cette propriété est bien entendu fausse comme le montre l’exemple de la fonc-
tion x 7→ x2 (en effet les points xn = n et yn = n+1/n vérifient |xn− yn| = |n− (n+1/n)| = 1/n→ 0,
alors que |f(xn)− f(yn)| = |n2 − (n2 + 2 + 1/n2)| = 2 + 1/n2 > 2).

Toutefois, on a une réciproque à la propriété 4.2.5 si l’on ne considère la fonction que sur un segment :

Théorème 4.2.6. [Théorème de Heine] Soit f une fonction continue sur un segment [a, b]. Alors la
fonction f est uniformément continue sur [a, b].
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Démonstration. On va montrer la contraposée. La proposition “f n’est pas uniformément continue sur I”
s’écrit avec les quatificateurs

∃ε > 0, ∀η > 0, ∃x ∈ I, ∃y ∈ I, (|x− y| ≤ η et |f(xη)− f(yη)| > ε).

Choisissons un tel ε. On considère des suites (xn)n∈N et (yn)n∈N telles que |xn − yn| ≤ 1
n et |f(xn) −

f(yn)| > ε. Par la propriété de Bolzano-Weierstrass on en extrait des sous-suites convergentes
(
xϕ(n)

)

n∈N

et
(
yϕ(n)

)

n∈N
(on est sur le segment [a, b]) (note 3). Comme on a

∣
∣xϕ(n) − yϕ(n)

∣
∣ ≤ 1

ϕ(n) , les deux suites

ont la même limite l. Or, on a l’inégalité |f(xϕ(n)) − f(yϕ(n))| > ε, qui fait que la fonction f ne peut
pas être pas continue.

Un cas particulier de fonction uniformément continue est le suivant :

Définition 4.2.7. On dit qu’une fonction de I dans R est Lipshitzienne si il existe une constante k
telle que pour x et y dans I, on ait

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|.
Propriété 4.2.8. Une fonction Lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration. Dans la définition de l’uniforme continuité, pour un ε donné, il suffit de choisir η =
ε/k.

La réciproque est bien entendu fausse, comme on le voit sur l’exemple de la fonction x 7→ √
x définie

sur [0,∞[. En effet, les points 0 et 1/n vérifient
∣
∣
∣

√

1/n−
√
0
∣
∣
∣ =

√

1/n =
√
n|1/n − 0|. Si la fonction

était k-Lipschitzienne, on aurait alors
√
n|1/n− 0| ≤ k|1/n− 0|, de sorte que k devrait vérifier k ≥ √

n
pour tout n, ce qui est impossible.

4.3 Dérivation

Définition 4.3.1. On dit qu’une fonction f définie au voisinage d’un point a est dérivable en a si la

quantité f(a+h)−f(a)
h , appelée taux d’accroissement converge vers une limite quand h tend vers 0. La

limite du taux d’accroissement est notée f ′(a) et appelée dérivée de f au point a.
On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle ouvert est dérivable si elle est dérivable en tout
point de I. On peut alors définir sur I la fonction f ′ appelée dérivée de f .

Au vu de cette définition, dire qu’une fonction est dérivable en un point a revient à dire que cette
fonction est proche d’une fonction affine au voisinage de a. Plus précisément f est proche de la fonction

x 7→ f(a) + (x− a)f ′(a)

(voir la deuxième remarque après le corollaire 4.5.8). Ceci est illustré sur la figure 4.3 où l’on a représenté
le graphe d’une fonction f ainsi que sa tangente en un point a, qui a pour équation y = f(a)+(x−a)f ′(a).
L’écart entre la fonction et la tangente tend vers 0 quand x tend vers a.

La dérivabilité est une notion plus forte que la notion de continuité :

(note 3). On peut prendre la même fonction extractrice ϕ pour (xn)n∈N et (yn)n∈N en extrayant d’abord une sous-suite

convergente
(

xϕ0(n)

)

n∈N
de (xn)n∈N puis en extrayant une sous-suite convergente

(

yϕ0(ϕ1(n))

)

n∈N
de

(

yϕ0(n)

)

n∈N
. On

pose alors ϕ = ϕ0 ◦ ϕ1.
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y = f(x)

y =
f(a)

+ f
′ (a)(x

− a)

f(a)

a x

o(x− a)

Figure 4.3 – Une fonction et sa tangente.

Propriété 4.3.2. Si f est une fonction définie au voisinage d’un point a et est dérivable au point a,
alors f est continue au point a.

Démonstration. On a

|f(a+ h)− f(a)| = h

∣
∣
∣
∣

f(a+ h)− f(a)

h

∣
∣
∣
∣
.

Or, ii f est dérivable en a,
∣
∣
∣
f(a+h)−f(a)

h

∣
∣
∣ converge (vers |f ′(a)|) quand h tend vers 0, et donc reste borné,

de sorte que
|f(a+ h)− f(a)| ≤ Ch →

h→0
0.

En revanche on peut trouver des fonctions continues mais non dérivables. L’exemple le plus simple
est la fonction valeur absolue, qui est continue sur R mais n’est pas dérivable en 0. En effet, on a

|0 + h| − |0|
h

=
|h|
h

=

{

1 si h > 0,

−1 si h < 0,

de sorte que le taux d’accroissement n’a pas de limite en 0.
La fonction valeur absolue est en revanche dérivable sur R \ {0}. On peut quand même trouver des

fonctions continue qui ne sont dérivables en aucun point, comme dans la proposition suivante.

Propriété 4.3.3. Si a et b sont deux réels vérifiant |a| < 1 et |ab| > 1, alors la fonction f définie par

f(x) =
∞∑

n=0

an cos(bnx)

est continue sur R mais dérivable en aucun point.

Cette propriété se comprend bien en remarquant que la série
∑
an converge de sorte que la série

définissant f est absolument convergente (note 4), alors que la série
∑

(ab)n diverge, de sorte que la

(note 4). Ce qui assure notamment que f est continue, voir la propriété 6.1.4.
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Figure 4.4 – Un exemple de fonction continue mais dérivable en aucun point.

série qui est naturellement candidate pour définir f ′, à savoir −∑(ab)n sin(bnx), n’est a priori pas
nécessairement convergente (ceci ne constitue bien entendu pas une preuve complète !). Sur la figure 4.4,
on a représenté la fonction f pour les valeurs a = 0.5 et b = 4.

Démonstration. Admis.

La dérivabilité est stable par les opérations suivantes :

Propriété 4.3.4. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage d’un point a.
— La fonction f + g est dérivable au point a et on a (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a) ;
— La fonction λf est dérivable en a et (λf)′(a) = λf ′(a) ;
— La fonction fg est dérivable en a et (fg)′(a) = f(a)g′(a) + f ′(a)g(a) ;

— Si f(a) est non-nul, la fonction 1
f est dérivable, et

(
1
f

)′
(a) = − f ′(a)

(f(a))2 .

Démonstration. Les propriétés de linéarité viennent des propriétés équivalentes pour les limites.

Pour le produit, on écrit

f(a+ h)g(a+ h)− f(a)g(a)

h
=
f(a+ h)− f(a)

h
g(a+ h) + f(a)

g(a+ h)− g(a)

h
.

Les quantités f(a+h)−f(a)
h , g(a+h), f(a) et g(a+h)−g(a)

h convergent respectivement vers f ′(a), g(a), f(a)
et g′(a), et on sait que l’on peut passer à la limite dans un produit.

Pour l’inverse d’une fonction, on écrit (comme f est continue, on a f(a+ h) 6= 0 pour h assez petit)

1
f(a+h) − 1

f(a)

h
=
f(a)− f(a+ h)

h
× f(a)f(a+ h),

qui converge bien vers la limite voulue.
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La formule donnant la dérivée du produit se comprend bien sur la figure 4.5 : la fonction x 7→ f(x)g(x)
est la fonction qui a x associe la surface d’un rectangle de côtés f = f(x) et g = g(x). Si les côtés varient
respectivement d’une taille df = f(x+ h)− f(x) et g(x+ h)− g(x), alors la surface du rectangle varie
de f.dg + g.df + df.dg. Pour une fonction dérivable, df.dg est de l’ordre de h2 et est donc négligeable,
pour h petit devant f.dg+ g.df qui est de l’ordre de h. On obtient donc la formule d(fg) = f.dg+ g.df .

f.g

f.dg

df.g

df.dg

g

dg

f df

Figure 4.5 – Dérivée d’un produit.

Par récurrence, en appliquant plusieurs fois la formule (fg)′ = f ′g + fg′, on obtient la formule
suivante :

Propriété 4.3.5 (Formule de Leibniz). Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables en un point a,
on a

(fg)(n)(a) =

n∑

k=0

Cknf
(k)(a)g(n−k)(a).

On peut aussi composer les fonctions dérivables :

Propriété 4.3.6. Soit f : I → R une fonction dérivable au point a et g une fonction définie sur f(I)
et dérivable en f(a). Alors la fonction g ◦ f est dérivable en a et

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).

Démonstration. Soit h un réel positif. On a

(g ◦ f)(a+ h)− (g ◦ f)(a)
h

=
g(f(a) + hf ′(a) + hτh)− g(f(a))

h
,

où l’on a posé τh = f(a+h)−f(a)
h − f ′(a), qui tend vers 0 lorsque h tend vers 0. En conséquence,

(g ◦ f)(a+ h)− (g ◦ f)(a)
h

=
g(f(a) + hf ′(a) + hτh)− g(f(a))

(f ′(a) + τh)h
(f ′(a) + τh)

=
g(f(a) + εh)− g(f(a))

εn
(f ′(a) + τh), (4.1)
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où l’on a posé εh = (f ′(a) + τh)h. Comme εh tend également vers 0 quand h tend vers 0, l’expression
en (4.1) tend bien vers g′(f(a))f ′(a) quand h tend vers 0.

On peut aussi calculer la dérivée d’une fonction réciproque de la manière suivante :

Propriété 4.3.7. Soit f une fonction bijective d’un itervalle ouvert I dans un intervalle ouvert J . On
suppose f et sa réciproque continues. Pour a dans I, si f est dérivable en a avec f ′(a) non-nul, alors
la fonction réciproque f−1 est dérivable en f(a) avec

(f−1)′
(

f(a)
)

=
1

f ′(a)
.

Démonstration. En posant τh = f−1(f(a) + h)− a, on obtient f(a+ τh)− f(a) = h, de sorte que

f−1(f(a) + h)− f−1(f(a))

h
=
f−1(f(a) + h)− a

h
=

τh
f(a+ τh)− f(a)

.

Par continuité de f et de f−1, la quantité τh tend vers 0 quand h tend vers 0 ce qui nous donne le
résultat.

Propriété 4.3.8. Soit f une fonction définie sur un voisinage de a et dérivable en a. Si a est un
extremum local pour la fonction f , alors f ′(a) = 0.

On rappelle que si il existe un voisinage I d’un point a tel que f(x) ≤ f(a) pour tout x dans I, on
dit que a est un maximum local de f (ou que f admet un maximum local en a), si f(a) ≤ f(x) pour x
dans I on dit que a est un minimum local, et que si a est un minimum local ou un maximum local, on
dit que a est un extremum local.

Sur la figure 4.6, on voit que la fonction a une dérivée nulle en ses extrema locaux ai (i ∈ {1, 2, 3})
situés à l’interier de son intervalle de définition, mais pas en forcément en ses extrema ci (i ∈ {1, 2}),
situés aux bornes de l’intervalle de définition, puisque la fonction n’est pas définie sur un voisinage de
ces points. Toutefois, la dérivée peut s’annuler en des points qui ne sont pas des extrema locaux, comme
par exemple en bi (i ∈ {1, 2}).

•

c1

•

c2

•

a1

•

a2

•

a3b1 b2

Figure 4.6 – Extrema d’une fonction. Les points ai sont des extrema locaux de la fonction représentée.
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Démonstration. On peut supposer (quitte à changer f en −f) que a est un maximum local pour f . On
a donc, pour h assez petit f(a+ h) ≤ f(a). En conséquence,

f ′(a) = lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h
≤ 0 et f ′(a) = lim

h→0−

f(a+ h)− f(a)

h
≥ 0.

La quantité f ′(a) est donc à la fois positive et négative, elle est donc nulle.

Il est important de remarque que l’on peut avoir f ′(a) = 0 sans que f atteigne un minimum en a.
L’exemple le plus classique est la fonction x 7→ x3 qui a une dérivée nulle en 0. C’est également le cas
de la fonction représentée en Figure 4.6 aux points b1 et b2.

Théorème 4.3.9 (Théorème de Rolle). Soit f une fonction continue de [a, b] dans R, dérivable sur
]a, b[. Si f(a) = f(b), alors il existe c dans ]a, b[ tel que f ′(c) = 0.

Le théorème de Rolle est illustré sur la figure 4.7, avec les différentes valeurs possibles de c.

a b

f(a) = f(b)

c1 c2

Figure 4.7 – Le théorème de Rolle.

Démonstration. Le résultat est évident si la fonction f est constante égale à f(a) sur l’intervalle [a, b],
car la dérivée de f est alors nulle en tout point de ]a, b[.

On peut donc supposer que f est non constante, et quitte à changer f en −f , on peut supposer
qu’elle prend une valeur strictement supérieure à f(a). Comme f est continue sur le segment [a, b], elle
atteint son maximum en un point c, qui est distinct de a et b (puisque la fonction atteint une valeur
strictement supérieure à f(a) = f(b)). Par la propriété 4.3.8, on déduit que f ′(c) = 0.

Théorème 4.3.10 (Théorème des accroissements finis). Soit f une fonction continue de [a, b] dans R,
dérivable sur ]a, b[. Il existe un élément c de ]a, b[ tel que

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Si la dérivée de f est bornée, on déduit notament de cette formule l’ inégalité des accroissements finis :

|f(b)− f(a)| ≤ |b− a| sup
[a,b]

|f ′(x)|.
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a

f(a)

b

f(b)

c1 c2

Figure 4.8 – Le théorème des accroissements finis. Les flèches correspondent à une pente de f(b)−f(a)
b−a .

Le théorème des accroissements finis est illustré sur la figure 4.8.
L’inégalité des accroissements finis se comprend très bien par un exemple de la vie courante : si vous

vous déplacer en voiture sur l’autoroute en respectant la limite de 130km/h, au bout d’une heure vous
vous trouverez nécéssairement à moins de 130 kilomètres de votre point de départ.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème de Rolle à la fonction g définie sur [a, b] par

g(x) = f(x)− f(a)− (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
.

La fonction g est dérivable sur ]a, b[ (comme somme de f et d’un polynôme) et vérifie g(a) = 0, g(b) = 0.

Le théorème de Rolle nous permet de conclure qu’il existe c tel que g′(c) = 0. Or g′(x) = f ′(x)− f(b)−f(a)
b−a .

On a donc f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Propriété 4.3.11. Soit f une fonction dérivable définie sur un intervalle ouvert. Alors :
— f est croissante si et seulement si elle vérifie f ′(x) ≥ 0 pour tout x ;
— f est décroissante si et seulement si elle vérifie f ′(x) ≤ 0 pour tout x ;
— f est constante si et seulement si elle vérifie f ′(x) = 0 pour tout x ;
— Si f vérifie f ′(x) > 0 sur I, alors elle est strictement croissante ;
— Si f vérifie f ′(x) < 0 sur I, alors elle est strictement décroissante ;

Démonstration. Supposons que f est croissante. Si h > 0 alors, f(x+h)−f(x) ≥ 0, d’où f(x+h)−f(x)
h ≥ 0.

De même, si h < 0, on a f(x+h)− f(x) ≤ 0, de sorte f(x+h)−f(x)
h ≥ 0. En passant à la limite h→ 0, on

trouve donc f ′(x) ≥ 0. De même, on montre qu’une fonction décroissante a une dérivée négative. Par
conséquent, une fonction constante, qui est croissante et décroissante, a une dérivée à la fois positive et
négative. Cette dérivée est donc nulle.
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Inversement, soit f une fonction ayant une dérivée positive sur l’intervalle ]a, b[, et soient α < β
deux points de ]a, b[. Par le théorème des accroissements finis, on peut trouver c dans ]a, b[ tel que
f(β) − f(α) = f ′(c)(β − α) qui est positif. Par conséquent, f(α) ≤ f(β), ce qui montre que f est
croissante. De même on montre qu’une fonction à dérivée négative est décroissante et par conséquent,
qu’une fonction à dérivée nulle (c’est à dire à la fois positive et négative) est à la fois croissante et
décroissante, et donc constante. Enfin, on remarque que si la dérivée de f est strictement positive, la
quantité f(β) − f(α) = f ′(c)(β − α) est également strictement positive, de sorte que f est strictement
croissante.

Cette propriété n’est vraie que si f est définie sur un intervalle, comme le montre l’exemple de la
fonction f définie sur ]− 1, 0[ ∪ ]0, 1[ par la formule

f(x) =

{

0 si x ∈]− 1, 0[

1 si x ∈]0, 1[ ,

qui a une dérivée nulle sans être constante. Autre exemple : la fonction définie sur R∗ qui a x associe 1/x
a une dérivée strictement négative (−1/x2) en tout point de R∗, mais n’est pas décroissante sur R∗.

D’autre part, on ne peut pas affirmer qu’une fonction dérivable et strictement croissante admet une
dérivée strictement positive, comme le montre le contre-exemple de la fonction x 7→ x3, définie sur R,
strictement croissante, mais qui admet une dérivée nulle en x = 0.

Corollaire 4.3.12. Si f et g sont deux fonctions dérivables définies sur un même intervalle I et telles
que f ′(x) = g′(x) pour tout x de I, alors elles ne diffèrent que par une constante :

f = g + f(a)− g(a),

pour tout a de I.

Démonstration. La fonction f − g a une dérivée uniformément nulle, elle est donc constante.

4.4 Comportement asymptotique des fonctions

4.4.1 Relations de comparaison

On peut utiliser les mêmes relations de comparaison pour des fonctions que pour des suites. Cette
fois-ci, on va comparer le comportement de deux fonctions au voisinage d’un point donné (et non pas à
l’infini comme on le faisait pour les suites).

Définition 4.4.1. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d’un réel a.
— On dit que f est dominée par g au voisinage de a si il existe une constante C telle que |f(x)| ≤

C|g(x)| pour tout x dans un voisinage de a. On notera cette propriété f(x) = Oa(g(x)) ou “f(x) =
O(g(x)) au voisinage de a” ou même simplement f(x) = o(g(x)) si il n’y a pas d’ambigüıté sur
le point a.

— On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si il existe une fonction ε définie au
voisinage de a dont la limite en a vaut 0 et telle que |f(x)| ≤ |ε(x)g(x)|. On notera f(x) =
oa(g(x)), ou f(x) = o(g(x)).

— On dit que f est équivalente à g au voisinage de a si f − g est négligeable devant g. On
notera f(x) ∼a g(x) ou f(x) ∼ g(x).
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De manière équivalente, on aurait pu définir les relations de comparaison à partir de ce que l’on a
déjà fait sur les suites :

Propriété 4.4.2. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d’un réel a.
— On a f(x) = oa(g(x)) si et seulement si f(un) = o(g(un)) pour toute suite (un)n∈N tendant

vers a.
— On a f(x) = Oa(g(x)) si et seulement si f(un) = O(g(un)) pour toute suite (un)n∈N tendant

vers a.
— On a f(x) ∼a g(x) si et seulement si f(un) ∼ g(un) pour toute suite (un)n∈N tendant vers a.

Comme pour les suites, on a des caractérisations équivalentes de ces notions si la fonction g ne
s’annulle pas près de a :

Propriété 4.4.3. Soit g une fonction définie sur un voisinage V de a telle que g(x) 6= 0 pour x
dans V \ {a}. Alors :

— f(x) ∼ g(x) si et seulement si limx→a
f(x)
g(x) = 1 ;

— f(x) = o(g(x)) si et seulement si limx→a
f(x)
g(x) = 0 ;

— f(x) = O(g(x)) si et seulement si f(x)g(x) est borné pour x dans un certain voisinage de a.

4.4.2 Développements limités

On dit qu’une fonction f définie au voisinage d’un point a admet au un développement limité à
l’ordre n en a si on peut écrire

f(x) = a0 + a1(x− a) + . . .+ an(x− a)n + oa((x− a)n).

En pratique on préfèrera se ramener, par le changement de variables x = a+ h à l’écriture

f(a+ h) = a0 + a1h+ . . .+ anh
n + o0(h

n),

qui permet de ne considérer que des développements limités en 0.
Les développements limités permettent d’approcher localement une fonction par une fonction po-

lynôme. Nous illustrons ceci sur la figure 4.9, dans le cas de la fonction exponentielle qui admet pour
développement limité

ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+

x5

120
+ o(x6).

On a représenté sur la figure 4.9 le graphe de fonction exponentielle à laquelle a été retranché le début de

son développement limité, à savoir les fonctions ex, ex−1, ex−1−x, ex−1−x− x2

2 , ex−1−x− x2

2 − x3

6

et ex − 1 − x − x2

2 − x3

6 − x2

24 . On a tracé le graphe sur un petit voisinage de 0 (à savoir [−0.1, 0.1]).
Sur ce voisinage, la fonction se confond quasiment avec le premier terme du développement limité. Par

exemple ex − 1− x ≃ x2

2 . Noter que l’échelle change d’un graphe au suivant.

Propriété 4.4.4. Soit f une fonction dérivable sur un voisinage de 0 dont la dérivée f ′ admet un
développement limité à l’ordre n en 0 donné par

f ′(x) = Pn(x) + o(xn),
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−0.1 0.1

−1

1

−0.1 0.1

−0.1

0.1

−0.1 0.1

−5× 10−3

5× 10−3

−0.1 0.1

−2× 10−4

2× 10−4

−0.1 0.1

−5× 10−6

5× 10−6

−0.1 0.1

−10−7

10−7

Figure 4.9 – Exemple de développement limité : les graphes des fonctions ex, ex − 1, ex − 1 − x,
ex − 1− x− x2/2, ex − 1− x− x2/2− x3/6 et ex − 1− x− x2/2− x3/6− x4/24.

où Pn est un polynôme de degré n. Alors f admet un développement limité à l’ordre n+ 1, donné par

f(x) = f(0) +

∫ x

0

Pn(y)dy + o(xn+1).

Autrement dit, on peut intégrer terme à terme un développement limité.

Démonstration. On écrit f ′(x) − Pn(x) = xnε(x), où ε est une fonction tendant vers 0 en 0. La fonc-
tion x 7→ f(x)− f(0)−

∫ x

0
Pn(y)dy est une fonction nulle en 0, dérivable, de dérivée f ′ −Pn. L’inégalité

des accroissements finis donne alors

∣
∣
∣
∣
f(x)− f(0)−

∫ x

0

Pn(y)dy

∣
∣
∣
∣
≤ sup
y∈[−x,x]

|f ′(y)− Pn(y)| × |x| = sup
y∈[−x,x]

|ε(y)yn| × |x|

≤ sup
y∈[−x,x]

|ε(y)| × |x|n+1

= o(xn+1).

La dernière égalité vient du fait que la fonction x 7→ supy∈[−x,x] |ε(y)| tend bien vers 0 lorsque x tend
vers 0.

Propriété 4.4.5. Soit g une fonction admettant un développement limité en un point a à l’ordre n

g(x) = α0 + α1(x− a) + . . .+ αn(x− a)n + o((x− a)n)

et f une fonction admettant un développement limité à l’ordre m en α0 (remarquer que α0 = g(a))

f(x) = β0 + β1(x− α0) + . . .+ βm(x− α0)
m + o((x− α0)

m)
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alors la fonction f ◦ g admet un développement limité à l’ordre min(n,m) en a, obtenu en composant
les développements limités de f et g

f ◦ g(x) =β0
+ β1(α1(x− a) + . . .+ αn(x− a)n)

+ . . .

+ βm(α1(x− a) + . . .+ αn(x− a)n)m

+ o((x− a)min(m,n)),

en ne gardant que les termes d’ordre inférieur ou égal à min(n,m).

Démonstration. On écrit les termes négligeables explicitement sous la forme (x − a)nε1(x − a) et (x −
α0)

mε2(x − α0), où ε1(y) et ε2(y) tendent vers 0 lorsque y tend vers 0. On remplace ensuite le
développement de g(x) dans celui de f(x) et on développe.

4.5 Développement de Taylor

Définition 4.5.1. Soit f une fonction d’un intervalle I de R dans R. On dit que f est de classe C1

si elle est dérivable et si sa dérivée est continue. De même on définit par récurrence les fonctions de
classe Ck+1 comme les fonctions dérivables dont la dérivée est de classe Ck. On définit également les
fonctions de classe C∞ comme les fonctions qui sont de classe Ck pour tout entier k.

L’ensemble des fonctions de classe Ck (avec k dans N ∪ {∞}) d’un intervalle I de R dans R est
noté Ck(I,R).

On définit la dérivée n-ième d’une fonction par la relation de récurrence
{

f (0)(x) = f(x),

f (n+1) = (f (n))′(x) pour tout n ≥ 0.

Définition 4.5.2. Soit f une fonction définie sur un voisinage d’un point a. On dit que f est n fois
dérivable au point a si elle est de classe Cn−1 au voisinage de a et si f (n−1) est dérivable en a.

Si f est n fois dérivable en tout point d’un intervalle I de R, on dit qu’elle est n fois dérivable sur I.
On notera parfois Dk(I,R) l’ensemble des fonctions de classe k fois dérivable d’un intervalle I de R

dans R.

Propriété 4.5.3. L’ensemble Ck(I,R) (avec k dans N ∪ {∞}) est stable par combinaison linéaire et
par produit.

Démonstration. Cela se déduit des propriétés de dérivabilité d’un produit ou d’une combinaison linéaire.

On veut approcher une fonction f par un polynôme. Une manière naturelle de faire au voisinage
d’un point a est d’utiliser la proposition suivante :

Propriété 4.5.4. Soit f une fonction n fois dérivable sur un voisinage de a ∈ R. Il existe un unique
polynôme Pn de degrè inférieur ou égal à n dont les dérivées en a cöıncident avec celles de f . Plus
précisément, pour 0 ≤ k ≤ n, on a

f (k)(a) = P (k)
n (a).
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Le polynôme Pn, appelé polynôme de Taylor d’ordre n de f , est donné par

Pn = f(a) + f ′(a)(X − a) + . . .+ f (n)(a)
(X − a)n

n!
. (4.2)

Démonstration. L’ensemble En des polynôme de degré inférieur ou égal à n est un espace vectoriel de

dimension n + 1. La famille (Πka)k=0,...,n définie par Πak = (X−a)k
k! est une base de cet espace dont la

base duale (δak)k=0,...,n est définie par δak(P ) = P (k)(a) (pour le prouver, il suffit de vérifier que δak(Π
a
q )

vaut 1 si k = q et 0 dans le cas contraire).
Pour toute suite (λk)k=0,...,n, il existe donc un unique polynôme P de En tel que δak(P ) = λk, donné

par P =
∑n
k=1 λkΠ

a
k. En appliquant ce résultat à λk = f (k)(a), on obtient le résultat annoncé.

Une question naturelle est alors de calculer l’erreur commise en approchant f(x) par la valeur Pn(x)
où Pn est le polynôme de Taylor défini en (4.2). Plus précisément, on cherche une expression de la
quantité f(x) − Pn(x), appelée reste de Taylor. C’est l’objet des formules de Taylor, qui sont données
par les théorèmes 4.5.5, 4.5.6 et 4.5.7

Théorème 4.5.5 (Formule de Taylor avec reste intégral). Si f est une fonction de classe Cn+1 sur
un voisinage du point a, alors on a, pour tout h suffisament petit, le développement :

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) +
h2f ′′(a)

2
+ . . .+

hnf (n)(a)

n!
+

1

n!

∫ a+h

a

(a+ h− x)nf (n+1)(x)dx.

Le reste intégral peut aussi s’écrire, après le changement de variables x = a+ th comme

1

n!

∫ a+h

a

(a+ h− x)nf (n+1)(x)dx =
hn+1

n!

∫ 1

0

(1− t)nf (n+1)(a+ th)dt.

On remarquera que dans le cas n = 0, la formule de Taylor avec reste intégral est simplement la

formule f(b)− f(a) =
∫ b

a
f ′(x)dx exprimant une fonction C1 comme l’intégrale de sa dérivée.

Démonstration. C’est une récurrence sur n utilisant la formule d’intégration par parties. Pour n = 0,
l’égalité

f(a+ h) = f(a) +

∫ a+h

a

f ′(x)dx

exprime simplement la fonction comme l’intégrale de sa dérivée (ce qui est prouvé au chapitre 5 dans la
propriété 5.2.1). En supposant vraie l’égalité au rang n, on montre l’égalité au rang n+ 1 en intégrant
par parties (f (n+1) se dérive en f (n+2) et 1

n! (a+ h− x)n se primitive en − 1
(n+1)! (a+ h− x)n+1) :

1

n!

∫ a+h

a

(a+ h− x)nf (n+1)(x)dx =

[

− 1

(n+ 1)!
(a+ h− x)n+1f (n+1)(x)

]a+h

a

+
1

(n+ 1)!

∫ a+h

a

(a+ h− x)n+1f (n+2)(x)dx

=0 +
1

(n+ 1)!
hn+1f (n+1)(a)

+
1

(n+ 1)!

∫ a+h

a

(a+ h− x)n+1f (n+2)(x)dx.
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On peut affaiblir l’hypothèse “f de classe Cn+1” quitte à avoir une expression moins précise du reste.

Théorème 4.5.6 (Formule de Taylor-Lagrange). Si f est une fonction n + 1 fois dérivable sur un
voisinage d’un point a, alors pour tout h tel que [a, a + h] (note 5) soit inclus dans le domaine de
définition de f , il existe α dans [0, 1] tel que

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) +
h2f ′′(a)

2
+ . . .+

hnf (n)(a)

n!
+

hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a+ αh).

Notamment, si f (n+1) est bornée, on en déduit la majoration de l’erreur :

∣
∣
∣
∣
f(a+ h)−

(

f(a) + hf ′(a) +
h2f ′′(a)

2
+ . . .+

hnf (n)(a)

n!

)∣
∣
∣
∣
≤ hn+1

(n+ 1)!
sup

0≤α≤1

∣
∣
∣f (n+1)(a+ αh)

∣
∣
∣ .

On remarquera que le cas n = 0 est exactement le théorème des accroissements finis.

Démonstration. On pose

ϕ(t) =

n∑

k=0

(1− t)khkf (k)(a+ th)

k!
− λ(1− t)n+1.

On vérifie alors que ϕ est dérivable, puisque f est de classe Cn et que f (n) est dérivable. On a ϕ(0) =
∑n
k=0

hkf(k)(a)
k! − λ et ϕ(1) = f(a+ h). Le choix

λ = −f(a+ h) +
n∑

k=0

hkf (k)(a)

k!

permet donc d’avoir ϕ(0) = ϕ(1), ce qui permet d’appliquer le théorème de Rolle à la fonction ϕ. Il
existe donc un α dans [0, 1] tel que

ϕ′(α) =
(1− α)nhn+1f (n+1)(a+ αh)

n!
− (n+ 1)λ(1− α)n = 0,

et la définition de λ permet de conclure.

On peut également se passer de l’hypothèse selon laquelle f (n) est dérivable en cherchant une ex-
pression encore moins fine du reste.

Théorème 4.5.7 (Formule de Taylor-Young). Si f est une fonction de classe Cn−1 au voisinage d’un
point a telle que fn−1 soit dérivable en a, alors on a le développement :

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) +
h2f ′′(a)

2
+ . . .+

hnf (n)(a)

n!
+ o(hn).

Le cas n = 0 est simplement la définition de la continuité de f en a, et le cas n = 1 est la définition
de la dérivabilité de f en a.

(note 5). ou [a+ h, a], si h est négatif.
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Démonstration. On le montre par récurrence.
Le cas n = 1 correspond à la définition de la dérivabilité de f en a.
Supposons la propriété vraie au rang n. Si la fonction f est de classe Cn avec f (n) dérivable, alors f ′

est de classe Cn−1 et sa dérivée n− 1ème est dérivable, on peut donc lui appliquer la propriété, de sorte
que

f ′(a+ h) = f ′(a) + hf ′′(a) +
h2f ′′′(a)

2
+ . . .+

hnf (n+1)(a)

n!
+ o(hn).

Il suffit ensuite d’intégrer ce développement limité en vertu de la propriété 4.4.4.

Il est important de remarquer que dans chacun des théorèmes 4.5.5, 4.5.6 et 4.5.7, les hypothèses
correspondent aux hypothèses “minimales” pour que la formule obtenue ait un sens. En effet :

— dans la formule de Taylor avec reste intégral, on doit pouvoir définir l’intégrale faisant intervernir
la fonction fn+1, on demande donc par exemple que f soit de classe Cn+1 ;

— dans la formule de Taylor-Lagrange, f (n+1)(a+αh) n’est définie que si f est n+1 fois dérivable ;
— dans la formule de Taylor-Young, le dernier terme du développement n’a de sens que si f est

dérivable en a.
De plus, dans cette série de trois théorèmes, les hypothèses sont de plus en plus faibles, ce qui fait que
les conclusions sont également de plus en plus faibles.

Corollaire 4.5.8. Une fonction n fois dérivable en un point a admet un développement limité à l’ordre n
au point a.

Quelques remarques :
— La réciproque du corollaire 4.5.8 est fausse ! Pour s’en convaincre, il suffit de considérer une

fonction f continue mais non dérivable, vérifiant f(0) = 0 (note 6). On pose ensuite fn(x) =
xnf(x). Comme f est continue en 0 avec f(0) = 0, on a fn(x) = o(xn) en 0. Cependant, si n ≥ 2,
la fonction fn n’est dérivable qu’au point x = 0.

— Toutefois, une partie de la réciproque pour n = 1 est vraie. En effet, le développement limité
à l’ordre 1, f(x + h) = f(x) + hλ + o(h) revient exactement à la définition de la dérivabilité
de f en x avec f ′(x) = λ. En fait ce qui empêche de passer à n supérieur à 1 est le fait qu’un
développement limité donne de l’information sur la fonction (par exemple si elle est dérivable),
mais pas sur ses dérivées (par exemple il n’indique pas que la dérivée est dérivable).

4.6 Exercices

Exercice 4.1.
Calculer la dérivée nème des fonctions

f(x) =
2

x3 − x
, g(x) =

1

x2 + 2 cos(θ)x+ 1
, h(x) = cos(2x)ex et k(x) = sin(x)e2x(x2 − x).

Exercice 4.2.
Déterminer la droite asymptote en x = ∞ des fonction suivantes, et préciser la position de la courbe

(note 6). On a admis l’existence de telles fonctions, voir la propriété 4.3.3
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par rapport à l’asymptote :

x3 − 2x2 + 2

1− x2
,

√
x5 + x3 + x− 1√

x3 − x
, x2 ln(x)− x2 ln(1 + x).

Exercice 4.3.
Donner le développement limité à l’ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :

ln(1 + x)

cos(x)
, sin(ex − 1), tan(x),

√

ln(1 + sin(x))

x
, (cos(x))sin(x).

Exercice 4.4.
Trouver de trois manières différentes le développement limité à l’ordre 5 de la fonction tan. On pourra
utiliser la définition de la fonction tan, utiliser l’expression de sa dérivée, où encore inverser la fonc-
tion arctan.

Exercice 4.5.
Donner les limites en x = 0 des expressions suivantes :

ln(1 + 2x)− sin(x)

e3x − 1
,

ex − cos(2x)

tan(2x)− sin(x)
,

√
x2 + x3 − x− x2/2

ln(1 + x)− sin(x− x2/2)
,
cos(x)x − 1

sin(x)− x
−1, xsin(x),

(
x

sin(x)

) 1
x2

.

Exercice 4.6.
Montrer que la fonction ln(1+x)−x

x2 peut se prolonger par continuité en 0. Le prolongement est-il de
classe C1 ?

Exercice 4.7.
Trouver la limite en x = 0 de la fonction f définie par

f(x) =
tan(sin(x))− sin(tan(x))

arctan(arcsin(x))− arcsin(arctan(x))

(cet exercice peut se faire sans trop de calculs si on s’y prend bien).

Exercice 4.8.
Soit α > 0 et u0 6= 0 deux réels. Montrer que la relation de récurrence

un+1 = un − u2n − α

2un
=
un
2

+
α

2un

définit bien une suite (un)n∈N. Montrer que (un)n∈N converge et calculer sa limite. Donner une ma-
joration de un − limk uk quand n tend vers l’infini (éventuellement en supposant |u0 − limn un| assez
petit).

Exercice 4.9.
Soit n un entier supérieur ou égal à trois. Montrer que l’équation ex = nx a deux solutions réelles
an < bn. Quel sont les comportements asymptotiques de (an)n∈N et (bn)n∈N ?
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Exercice 4.10.
Caractériser les fonctions continues de R dans R vérifiant l’équation fonctionnelle :

f(x+ y) = f(x) + f(y).

Et si on suppose seulement f continue en 0 ? Même question pour les équations

f(x+ y) = f(x)f(y), f(xy) = f(x) + f(y) et f(xy) = f(x)f(y)

(pour les deux dernières, on prendra f de ]0,∞[ dans R, et on considérera le point 1 plutôt que 0).

Exercice 4.11.
Donner un exemple de fonction de R dans R continue en aucun point ; en un seul point. Montrer que la
fonction f de R dans R définie par

f(x) =

{
1
q si x = p

q est un rationnel (écrit sous forme de fraction irréductible)

0 sinon

est continue en tout point de R \Q mais en aucun point de Q.

Exercice 4.12.
Soit f une fonction k-Lipschitzienne de R dans R avec k < 1.

1. On définit, pour x0 un réel donné, la suite (xn)n∈N par la relation de récurrence xn+1 = f(xn).
Montrer que (xn)n∈N est de Cauchy ;

2. En déduire qu’il existe un unique réel x tel que f(x) = x ;

3. La conclusion précédente est elle toujours valide si f va de I dans I, où I est un intervalle ouvert ?,
fermé ?

Exercice 4.13.
Montrer que la fonction f : R → R qui à x associe x2 est continue mais pas uniformément continue.
Montrer que la fontion g : R+ → R qui à x associe

√
x est uniformément continue, mais pas Lipschit-

zienne.

Exercice 4.14.
Montrer que si une fonction f : R → R est uniformément continue, alors on peut trouver deux constantes
réelles a et b telles que |f(x)| ≤ a|x|+ b. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 4.15.
Montrer qu’une fonction f : R → R est uniformément continue si et seulement si il existe une fonction ω
de [0,∞[ dans [0,∞[ telle que limt→0 ω(t) = 0 et que pour tous réels x, y, on ait

|f(x)− f(y)| ≤ ω(|x− y|).

Retrouver à partir de cela le fait que les fonctions Lipschitziennes sont uniformément continues.

Exercice 4.16.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x2 sin( 1x ). Est-elle dérivable ? Est-elle de classe C1 ?
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Exercice 4.17.
Montrer que la fonction de R dans R définie par

f(x) =

{

0 si x ≤ 0

e−
1
x2 si x > 0

est de classe C∞.

Exercice 4.18.
Soit f une fonction de classe C1 sur [a, b] telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que pour tout x de [a, b],

|f(x)| ≤ 1

2

∫ b

a

|f ′(x)|dx.

Exercice 4.19.
Soit f une fonction de R dans R de classe C2 telle que f et f ′′ soient bornées. Montrer que l’on a

sup
x∈R

|f ′(x)| ≤ 2

(

sup
x∈R

|f(x)| sup
x∈R

|f ′′(x)|
) 1

2

(on pourra commencer par montrer |f ′(x)| ≤ h supx∈R |f(x)|+ 1
h supx∈R |f ′′(x)| quels que soient x ∈ R

et h > 0).

Exercice 4.20.
Soit P ∈ R[X] un polynôme scindé (sur R). Montrer que P ′ est également scindé sur R et que ses racines
sont comprises entre la plus petite et la plus grande racine de P . Montrer que si les racines de P sont
distinctes, alors les racines de P ′ le sont aussi.

Exercice 4.21.
Soit f une fonction de classe C2 de [0, 1] dans R nulle en 0. Quelle est la limite de

n∑

k=1

f

(
k

n2

)

?

Et celle de
n∑

k=1

f

(
1

n+ k

)

?

Exercice 4.22.
Soit f une fonction dérivable en tout point de [0, 1]. On suppose f ′(0) < f ′(1). Pour α un élément
de ]f ′(0), f ′(1)[ et x ∈ [0, 1], on pose gα(x) = f(x) − αx. Montrer que gα est continue sur [0, 1] et que
son minimum n’est atteint ni en 0 ni en 1. En déduire que la fonction f ′ vérifie le théorème des valeurs
intermédiaires.

Exercice 4.23.
Soit f une fonction continue de R dans [0,∞[ telle que limt→+∞ f(t) = limt→−∞ f(t) = 0. Montrer
que f est majorée et atteint sa borne supérieure.



Chapitre 5

Intégration

5.1 Intégration sur un segment

Il existe plusieurs théories de l’intégration, permettant de donner un sens à l’intégrale des fonctions
appartenant à une certaine catégorie de fonctions, plus ou moins vaste selon la théorie utilisée. La théorie
de l’intégration que nous présenterons ici la théorie de l’intégration au sens de Riemann. Nous allons
revenir sur la construction de cette intégrale.

La notion d’intégrale a pour objectif d’associer à une fonction f de [a, b] dans R un nombre,

noté
∫ b

a
f(x)dx, qui correspondrait à la “taille” de cette fonction. On peut notamment penser à la

surface présente sous le graphe de la fonction. Idéalement, on voudrait que cette notion ait un sens pour
la plus grande classe de fonctions possibles.

On s’attend à ce que l’intégrale vérifie les propriétés “évidentes” suivantes :

(croissance) Si f et g sont deux fonctions ayant une intégrale et telles que f ≤ g, alors

∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

(linéarité) Si f et g sont deux fonctions admettant une intégrale et λ et µ sont deux réels, alors λf+µg
admet une intégrale qui vaut

∫ b

a

λf(x) + µg(x)dx = λ

∫ b

a

f(x)dx+ µ

∫ b

a

g(x)dx.

(cas des fonctions élémentaires) Si α et β sont des éléments de [a, b] avec α ≤ β, alors la fonc-
tion 1(α,β)

(note 1), (note 2), a une intégrale, donnée par

∫ b

a

1(α,β) = β − α.

(note 1). Les parenthèses désignent des crochets ouverts ou fermés
(note 2). Pour une partie A de R la fonction 1A, appelée indicatrice de A est définie par 1A(x) = 1 si x ∈ A et 1A(x) = 0

sinon.

87
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Nous allons maintenant partir de ces trois propriétés élémentaires pour en déduire une notion d’intégrale
pouvant s’appliquer à une classe plus grande de fonctions, contenant notamment toutes les fonctions
continues sur [a, b].

Définition 5.1.1. — On appelle subdivision d’un segment [a, b] une suite finie

a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b.

La quantité maxn−1
i=0 |xi+1 − xi| s’appelle le pas de la subdivision.

— On dit qu’une fonction f définie sur un segment [a, b] est en escalier si il existe une subdivi-
sion (xi)i=0,...,n de [a, b] telle que f soit constante sur l’intervalle ]xi, xi+1[. On notera E([a, b])
(ou simplement E s’il n’y a pas d’ambigüıtés) l’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Une fonction en escalier est donc de la forme

f(x) =

n∑

i=1

λi1]xi−1,xi[(x) +

n∑

i=0

µi1{xi}(x),

avec a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b. La propriété de linéarité permet de définir l’intégrale d’une
fonction en escalier à partir des intégrales de fonctions élémentaires : en effet, on peut écrire

∫ b

a

n∑

i=1

λi1]xi,xi−1[(x)dx =

n∑

i=1

λi

∫ b

a

1]xi,xi−1[(x)dx =

n∑

i=1

λi(xi − xi−1).

Noter que les fonctions de la forme 1{c} ont une intégrale nulle, on va donc les oublier dans le reste du
chapitre.

Soit f une fonction définie sur un segment [a, b]. On suppose que la fonction f admet une intégrale.
Si v et w sont des fonctions en escalier sur [a, b] telles que v ≤ f ≤ w, la propriété de croissance nous
donne l’inégalité suivante, illustrée sur la figure 5.1

∫ b

a

v(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

w(x)dx.

En passant à la borne supérieure sur toutes les fonctions v en escalier inférieures à f et à la borne
inférieure sur toutes les fonctions w en escalier supérieures à f , on obtient l’encadrement

sup
v∈E, v≤f

∫ b

a

v(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ inf
w∈E, f≤w

∫ b

a

w(x)dx.

On est donc amenés naturellement à la définition suivante :

Définition 5.1.2. On dit qu’une fonction f définie sur un segment [a, b] est intégrable (au sens de Rie-

mann, ou encore Riemann-intégrable) si les quantités supv∈E, v≤f
∫ b

a
v(x)dx et infw∈E, f≤w

∫ b

a
w(x)dx

sont finies et égales. On définit alors l’intégrale de f comme la valeur commune

∫ b

a

f(x)dx = sup
v∈E, v≤f

∫ b

a

v(x)dx = inf
w∈E, f≤w

∫ b

a

w(x)dx.
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Figure 5.1 – Encadrement d’une fonction par des fonctions en escalier. L’aire sous la courbe est encadrée
par les deux surfaces grisées.

Le principe de cette définition est le suivant : on sait intégrer les fonctions en escalier, dont les graphes
ne sont que des réunions de rectangles, la propriété de croissance de l’intégrale permet donc d’encadrer
l’hypothétique intégrale d’une fonction f par les bornes inférieures et supérieures de la définition 5.1.2.
Quand ces deux bornes sont égales, l’intégrale de la fonction, si elle existe, ne peut pas valoir autre chose
que la valeur commune de ces deux bornes. On définit donc l’intégrale de f de cette manière.

Il existe des fonctions bornées qui ne sont pas intégrables au sens de Riemann. L’exemple le plus
simple est la fonction 1Q qui vaut 1 sur l’ensemble des rationnels et 0 en dehors. Montrons que cette
fonction n’est pas intégrable sur le segment [0, 1] (pour fixer les idées). Tout d’abord, on a un encadrement
de la fonction 1Q donné par 0 ≤ 1Q ≤ 1 sur le segment [0, 1], de sorte qu’on a les inégalités

sup
v∈E, v≤1Q

∫ 1

0

v(x)dx ≥ 0 et inf
w∈E, 1Q≤w

∫ 1

0

w(x)dx ≤ 1. (5.1)

De plus, si v une fonction en escalier avec v ≤ 1Q, en écrivant v =
∑n
i=1 λi1[ti−1,ti[, avec 0 = t0 <

t1 < . . . < tn = 1, on voit que l’on a nécessairement λi ≤ 0, de sorte que
∫ 1

0
v(x)dx ≤ 0. En passant

à la borne supérieure et en utilisant (5.1), on obtient supv∈E, v≤1Q

∫ 1

0
v(x)dx = 0. De même, on au-

rait infw∈E, 1Q≤w
∫ 1

0
w(x)dx = 1. Les bornes supérieures et inférieures de la définition 5.1.2 ne sont pas

égales dans le cas de la fonction 1Q, ce qui signifie que cette fonction n’est pas intégrable au sens de
Riemann.

En utilisant le fait que les bornes inférieures et supérieures de la définition 5.1.2 peuvent être ap-
prochée à ε près pour tout ε > 0, on peut reformuler la définition 5.1.2 de la manière suivante :

Propriété 5.1.3. Une fonction f de [a, b] dans R est intégrable au sens de Riemann si et seulement si
pour tout ε > 0 il existe deux fonctions v et w en escalier sur [a, b] satisfaisant u ≤ f ≤ w et

0 ≤
∫ b

a

(w(x)− u(x))dx ≤ ε. (5.2)

On utilise également la convention suivante, de sorte que la relation de Chasles soit vérifiée :
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Définition 5.1.4. Si b ≤ a et si f est une fonction intégrable sur [b, a] on définit

∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx.

Cette convention donne la propriété suivante :

Propriété 5.1.5 (Propriété de Chasles). Si a, b et c sont trois réels et si f est fonction intégrable
définie sur un segment I contenant a, b et c, alors

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx.

Démonstration. Supposons que a ≤ b ≤ c. On a alors,

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx =

∫ c

a

1[a,b](x)f(x)dx+

∫ c

a

1]b,c](x)f(x)dx

=

∫ c

a

(1[a,b](x) + 1]b,c](x))f(x)dx

=

∫ c

a

f(x)dx.

Si a ≤ c ≤ b on fait un calcul similaire en utilisant la convention de la définition 5.1.4 et en remarquant
que 1[a,b](x)− 1[c,b](x) = 1[a,c[(x). Les autres cas se traitent de manière similaire.

Propriété 5.1.6. Une fonction intégrable au sens de Riemann sur un segment [a, b] est bornée.

Démonstration. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur un segment [a, b]. Par définition, les quan-

tités infv≤f
∫ b

a
v(x)dx et supf≤w

∫ b

a
w(x)dx sont finies. Notamment, l’ensemble des fonctions en escalier v

et w telles que v ≤ f ≤ w est non vide. Or, une fonction en escalier sur un segment est bornée, de sorte
que inf v ≤ f ≤ supw, et la fonction f est bornée.

Dans la pratique, on se limitera à un sous-ensemble de l’ensemble des fonctions intégrables, plus
simple à caractériser, qui contient les fonctions continues. Il s’agit de l’ensemble des fonctions continues
par morceaux, défini ci-dessous.

Définition 5.1.7. On dit qu’une fonction définie sur un segment [a, b] est continue par morceaux si il
existe une subdivision (xi)i=0,...,n de [a, b] telle que f]xi,xi+1[ soit continue et admette des limites en x+i
et en x−i+1.

Propriété 5.1.8. Toute fonction continue par morceaux sur un segment [a, b] est intégrable.

Démonstration. Quitte à faire un changement de variable on peut supposer [a, b] = [0, 1]. On va en fait
montrer qu’une fonction continue sur [0, 1] est intégrable. En effet, si est f une fonction continue par
morceaux relativement à la subdivision 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1, il suffit de considérer successivement
chaque intervalle [xi−1, xi] pour se ramener à des fonctions continues.
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On considère donc une fonction f continue sur le segment [0, 1], et ε un réel strictement positif. Par le
théorème de Heine, f est uniformément continue sur [0, 1] et il existe donc un entier N tel que si |x−y| <
1
N , alors |f(x)−f(y)| < ε. Si on pose xi =

i
N , on a donc 0 < maxx∈[xi−1,xi] f(x)−minx∈[xi−1,xi] f(x) < ε.

On définit deux fonctions en escalier v et w de la manière suivante :

v =

n∑

i=1

(

min
x∈[xi−1,xi]

f(x)

)

× 1[xi−1,xi[ et w =

n∑

i=1

(

max
x∈[xi−1,xi]

f(x)

)

× 1[xi−1,xi[.

On a alors v ≤ f ≤ w et
∫ 1

0
w(x)− v(x)dx ≤ ε.

Nous allons maintenant voir une manière plus explicite de calculer l’intégrale.

Définition 5.1.9. Soit f une fonction définie sur [a, b], et (xi)i=0,...,n une subdivision de [a, b]. On
appelle somme de Riemann associée à la subdivision (xi)i=0,...,n toute somme de la forme

n∑

i=1

f(ci)(xi − xi−1)

où ci est un élément de [xi−1, xi].

On a la caractérisation suivante des fonctions intégrables.

Propriété 5.1.10. Une fonction f définie sur un segment [a, b] est intégrable si et seulement si les
sommes de Riemann associées aux subdivisions de [a, b] convergent quand le pas de la subdivision tend
vers 0.

Plus précisément f est intégrable si et seulement la proposition suivante est vraie :

∃λ ∈ R, ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀(xi)i=0,...,n subdivision, ∀ci ∈ [xi−1, xi],

(
n

max
i=1

|xi − xi−1| < η
)

⇒
(∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

f(ci)(xi − xi−1)− λ

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ε

)

.

Le réel λ est alors nécessairement égal à
∫ b

a
f(x)dx.

Démonstration. Pour montrer le sens direct, on va d’abord raisonner sur les fonctions en escalier. Si u
est une fonction en escalier et si a = x0 < x1 < . . . < xn = b, est une subdivision de [a, b], alors

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

u(ci)(xi − xi−1)−
∫ b

a

u(x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤M ×

(

sup
[a,b]

u− inf
[a,b]

u

)

× n
max
i=1

|xi − xi−1|,

où M est le nombre de discontinuités de la fonction u. Par conséquent, quand le pas de la subdivision

tend vers 0, la quantité
∑n
i=1 u(ci)(xi − xi−1) converge vers

∫ b

a
u(x)dx. Pour une fonction f intégrable

sur [a, b] quelconque, pour ε > 0, il existe par définition deux fonctions en escalier v et w avec v ≤ f ≤ w

et 0 ≤
∫ b

a
w(x)− v(x)dx ≤ ε. On a donc l’inégalité

n∑

i=1

v(ci)(xi − xi−1) ≤
n∑

i=1

f(ci)(xi − xi−1) ≤
n∑

i=1

w(ci)(xi − xi−1). (5.3)
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Comme les fonction v et w sont en escalier, le membre de droite de (5.3) converge, quand le pas de

la subdivision tend vers 0, vers
∫ b

a
w(x)dx qui est inférieur à

∫ b

a
f(x)dx + ε et le membre de gauche

vers
∫ b

a
v(x)dx qui est supérieur à

∫ b

a
f(x)dx−ε. Ceci étant vrai pour tout ε, la quantité

∑n
i=1 f(ci)(xi−

xi−1) converge bien vers
∫ b

a
f(x)dx.

Inversement, supposons que f est une fonction définie sur [a, b] telle que les sommes de Riemann
convergent vers un réel λ quand le pas de la subdivision tend vers 0, et soit ε un réel positif. Considérons
le réel η tel que les subdivisions de pas < η conduisent à des sommes de Riemann valant λ à ε

2 près.
Considérons alors une subdivision (xi)i=0,...,n de pas < η, et définissons deux fonctions en escalier v et w
par

v(x) =

n∑

i=1

(

inf
[xi−1,xi[

f(x)

)

1[xi−1,xi[ et w(x) =

n∑

i=1

(

sup
[xi−1,xi[

f(x)

)

1[xi−1,xi[

On a alors v ≤ f ≤ w et

∫ 1

0

w(x)− v(x)dx =
n∑

i=1

(

sup
[xi−1,xi[

f(x)− inf
[xi−1,xi]

f(x)

)

(xi − xi−1)

≤ (λ+ ε/2)− (λ− ε/2) = ε.

Par la propriété 5.1.3, cela montre que la fonction f est intégrable au sens de Riemann.

En pratique, la propriété 5.1.10 est surtout utilisée dans le cas où la subdivision utilisée est la

subdivision uniforme (u
[a,b],n
i )i∈{0,...,n} sur [a, b] définie par

u
[a,b],n
i =

(n− i)

n
a+

i

n
b.

Le pas de cette subdivision vaut b−a
n , ce qui tend bien vers 0. On obtient donc le résultat suivant :

Corollaire 5.1.11. Si f est une fonction Riemann intégrable sur le segment [a, b], alors on a

lim
n

b− a

n

n∑

i=1

f

(
(n− i)

n
a+

i

n
b

)

=

∫ b

a

f(x)dx

Deux inégalités utiles pour encadrer des intégrales :

Propriété 5.1.12 (Inégalité de la moyenne et inégalité triangulaire). Si f et g sont deux fonctions
inégrables sur un segment [a, b], alors on a l’ inégalité triangulaire

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤
∫ b

a

|f(x)|dx

ainsi que l’ inégalité de la moyenne
∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤ sup

[a,b]

|g|
∫ b

a

|f(x)|dx.
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Démonstration. On a, par définition de la valeur absolue, −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|. La propriété de
croissance de l’intégrale nous donne alors

−
∫ b

a

|f(x)|dx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

|f(x)|dx,

ce qui donne la première inégalité.
Pour la deuxième, on remarque que

0 ≤ |f(x)g(x)| ≤ |f(x)| sup
[a,b]

|g|

et on intègre par rapport à x.

Propriété 5.1.13. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur un segment [a, b], alors la fonction fg
est elle aussi intégrable sur [a, b].

Attention : ce résultat est valide pour des fonctions intégrables sur un segment, mais ne le sera plus
dans le cas des fonctions définies sur un intervalle quelconque.

Démonstration. En écrivant fg = 1
4 ((f + g)2 − (f − g)2), on voit qu’il suffit de montrer que le carré

d’une fonction intégrable sur [a, b].
On considère donc une fonction f intégrable sur un segment [a, b]. Supposons tout d’abord f positive,

on peut encadrer f par deux fonctions en escalier v et w telles que 0 ≤ v ≤ f ≤ w ≤ sup f et telle

que
∫ b

a
w(x)− v(x)dx ≤ ε

2 sup f . On a alors v2 ≤ f2 ≤ w2, où les deux fonction v2 et w2 sont en escalier
et vérifient

∫ b

a

w2(x)− v2(x)dx =

∫ b

a

(w(x)− v(x))(w(x) + v(x))dx ≤ sup(w + v)
ε

2 sup f
≤ ε,

ce qui montre que f2 est intégrable. Si maintenant f est de signe quelconque, alors comme f est bornée,
il existe une constante c telle que f + c soit positive. On a alors f2 = (f + c− c)2 = (f + c)2 − 2cf + c2.
La fonction f + c étant positive, on peut lui appliquer le raisonnement précédent, de sorte que (f + c)2

est intégrable. De plus, −2cf + c2 est intégrable, ce qui fait que f2 est intégrable comme somme de
fonctions intégrables.

Propriété 5.1.14 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si f et g sont deux fonctions intégrables sur un
segment [a, b], alors

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤
√
∫ b

a

|f(x)|2dx
∫ b

a

|g(x)|2dx (5.4)

Dans l’inégalité (5.4), tous les termes sont bien définis en vertu de la propriété 5.1.13.

Démonstration. On considère le polynôme de degré 2 suivant :

P (X) =

∫ b

a

(Xf(x) + g(x))2dx

=

(
∫ b

a

|f(x)|2dx
)

X2 + 2

(
∫ b

a

f(x)g(x)dx

)

X +

∫ b

a

|g(x)|2dx.
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La première expression de P montre qu’il ne prend que des valeurs positives sur R, et notamment que
son discriminant est négatif. D’après la deuxième expression, ce discriminant vaut

∆ = 4

(
∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

− 4

∫ b

a

|f(x)|2dx
∫ b

a

|g(x)|2dx.

L’inégalité ∆ ≤ 0 correspond alors exactement à l’inégalité à démontrer.

On peut également définir l’intégrale de fonctions à valeurs dans Rn, C, Cn, ou même dans un
espace vectoriel réel de dimension finie quelconque. Il suffit pour cela de travailler coordonnée par
coordonnée : on considère une fonction f à valeurs un R-espace vectoriel E de dimension finie et on
écrit f(x) =

∑n
i=1 fi(x)ei où (ei)i=1,...,n est une base de E. On définit alors

∫ b

a

f(x)dx =
n∑

i=1

(
∫ b

a

fi(x)dx

)

ei ∈ E,

on est donc ramené à des intégrales de fonctions à valeurs réelles. Toutes les résultats ci-dessus restent
alors vrais, pour peu que l’on remplace la valeur absolue par une norme sur E.

5.2 Lien entre intégrale et primitive

On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle I admet une primitive F si la fonction F est
dérivable sur I et vérifie F ′(x) = f(x), pour tout x de I.

On a la propriété suivante :

Propriété 5.2.1. Soit f une fonction intégrable sur un segment [a, b]. Soit c un point de [a, b]. On
pose Fc(x) =

∫ x

c
f(y)dy. On a les résultats suivants :

1. la fonction Fc est continue ;

2. si f est continue en x, alors Fc est dérivable en x et vérifie F ′
c(x) = f(x) ;

3. si f est continue sur [a, b], alors Fc est de classe C1 et est l’unique primitive de f sur [a, b] qui
s’annule en c. Notamment, pour tout primitive F de f , on a

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Démonstration. 1. Comme f est intégrable sur le segment [a, b], la propriété 5.1.6 montrer qu’elle
est bornée par une constante M . On peut alors écrire

|Fc(x)− Fc(y)| =
∣
∣
∣
∣

∫ y

x

f(x)dx

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣

∫ y

x

|f(x)|dx
∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣

∫ y

x

Mdx

∣
∣
∣
∣
=M |x− y|.

La fonction Fc est donc Lipschitzienne, et par conséquent continue.
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2. On va montrer que le taux d’accroissement de Fc en un point x0 où f est continue tend vers f(x0).
Soit ε un réel positif, et soit η tel que

|x− x0| ≤ η ⇒ |f(x)− f(x0)| ≤ ε.

On a alors
∣
∣
∣
∣

Fc(x)− Fc(x0)

x− x0
− f(x0)

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

1

x− x0

∫ x

x0

f(t)dt− f(x0)

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

1

x− x0

∫ x

x0

(f(t)− f(x0))dt

∣
∣
∣
∣

≤ 1

x− x0

∫ x

x0

|f(t)− f(x0)|dt.

Si |x− x0| ≤ η, pour tout t dans [x0, x]
(note 3) on a |f(t)− f(x0)| ≤ ε, de sorte que

∣
∣
∣
∣

Fc(x)− Fc(x0)

x− x0
− f(x0)

∣
∣
∣
∣
≤ 1

x− x0

∫ x

x0

εdt = ε.

Cela montre que Fc est dérivable en x0 de dérivée f(x0).

3. Si f est continue en tout point de [a, b], alors Fc est, d’après le point précédent, dérivable sur [a, b]
et F ′

c = f est une fonction continue. L’unicité de la primitive a constante près a été vue dans le
corollaire 4.3.12. Enfin, si F et une primitive de f , on a, par la propriété de Chasles

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

c

f(x)dx−
∫ a

c

f(x)dx = Fc(b)− Fc(a) = F (b)− F (a),

où la dernière égalité vient du fait que la fonction Fc − F est constante (d’où Fc(b) − F (b) =
Fc(a)− F (a)).

Corollaire 5.2.2. Toute fonction continue admet une primitive.

Démonstration. Si f est une fonction continue définie sur un intervalle I, alors si a est un élément de I,
la fonction x 7→

∫ x

a
f(y)dy est bien une primitive de f .

On déduit de cette propriété les deux règles de calculs suivantes, très importantes pour le calcul
d’intégrales.

Propriété 5.2.3 (Intégration par parties). Si u et v sont deux fonctions de classe C1 sur [a, b], on a
l’égalité

∫ b

a

u(x)v′(x)dx = u(b)v(b)− u(a)v(a)−
∫ b

a

u′(x)v(x)dx.

(note 3). ou [x, x0] suivant les cas.
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Démonstration. La fonction uv est de classe C1, on a donc notamment

u(b)v(b)− u(a)v(a) =

∫ b

a

(uv)′(x)dx =

∫ b

a

u(x)v′(x)dx+

∫ b

a

u′(x)v(x)dx.

Propriété 5.2.4. Si ϕ est une fonction de classe C1 sur [a, b] et si f est continue sur ϕ([a, b]) (note 4),
alors on a

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx =

∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx.

Un moyen mnémotechnique simple pour retrouver cette formule est d’imaginer qu’on a posé y = ϕ(x),
de sorte que dy = ϕ′(x)dx, que f(y) = f(ϕ(x)) et que si x varie de a à b, alors y varie de ϕ(a) à ϕ(b).

Démonstration. Soit F une primitive de f (une telle fonction existe, puisque f est continue). On a alors,
puisque (F ◦ ϕ)′(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x),

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx = F (ϕ(b))− F (ϕ(a)) =

∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx.

Dans la plupart des cas, les changements de variables utilisés sont bijectifs : ϕ est une fonction de
classe C1 de [a, b] dans [ϕ(a), ϕ(b)] (note 5) et on peut alors écrire la formule de changement de variables
sous la forme

∫ β

α

f(x)dx =

∫ ϕ−1(b)

ϕ−1(a)

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx.

5.3 Intégration approchée

Il est utile de pouvoir donner des valeurs approchées à une intégrale que l’on ne sait pas déterminer
explicitement.

On va présenter deux méthodes simples pour ce faire. L’idée de base est que l’intégrale d’une fonction
sur un segment peut être approchée par la longueur du segment multipliée par la valeur de la fonction
en un point du segment. On va voir que le choix de ce point à une importance.

5.3.1 La méthode des rectangles à gauche

La méthodes rectangles à gauche consiste à utiliser l’approximation suivante :

∫ b

a

f(x)dx ≃ (b− a)f(a). (5.5)

(note 4). Qui est un segment, par les théorèmes 4.2.1 (valeurs intermédiaires) et 4.2.6 (de Heine).
(note 5). ou [ϕ(b), ϕ(a)].
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On remarque que cette approximation est exacte si la fonction f est constante. Pour estimer l’erreur
commise dans le calcul de cette intégrale, on va donc mesurer à quel point la fonction f est proche de
la constante f(a). Ceci est formulé dans le résultat suivant :

Lemme 5.3.1. Si f est une fonction de classe C1 sur le segment [a, b], alors on a

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx− f(a)(b− a)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ (b− a)2

2
sup
[a,b]

|f ′|.

Démonstration. La formule de Taylor-Lagrange appliqué à f en a nous donne la majoration suivante :

|f(x)− f(a)| ≤ (x− a) sup
[a,b]

|f ′|.

On a donc

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx− f(a)(b− a)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

(f(x)− f(a))dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤
∫ b

a

|f(x)− f(a)|dx

≤
∫ b

a

(x− a)dx sup
[a,b]

|f ′|

=
(b− a)2

2
sup
[a,b]

|f ′|.

En revanche, la quantité (b−a)2
2 sup[a,b] |f ′| n’a aucune raison d’être petite. Pour que l’intégrale ap-

prochée soit proche de la vraie valeur, une méthode est de subdiviser l’intervalle en N sous-intervalles
plus petits, et d’appliquer la méthode des rectangles à chacun des sous-intervalles.

Plus précisément, on a le résultat :

Propriété 5.3.2. Soit f une fonction de classe C1 sur [a, b]. Alors on a

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx− b− a

N

N−1∑

k=0

f

(

a+ k
b− a

N

)
∣
∣
∣
∣
∣
≤ (b− a)2

2N
sup
[a,b]

|f ′|.

L’approximation utilisée dans la propriété 5.3.2 est illustrée sur la figure 5.2.

Démonstration. En appliquant le lemme 5.3.1 à la fonction f sur l’intervalle [a+(b−a) kN , a+(b−a)k+1
N ],

on obtient la majoration

∣
∣
∣
∣
∣

∫ a+(k+1) b−a
N

a+k b−a
N

f(x)dx− b− a

N
f

(

a+ k
b− a

N

)
∣
∣
∣
∣
∣
≤ (b− a)2

2N2
sup
[a,b]

|f ′|.
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Figure 5.2 – La méthode des rectangles à gauche pour le calcul approché d’intégrales. La surface grisée
correspond à l’erreur commise.

En sommant de k = 0 à N − 1, on obtient

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx− b− a

N

N−1∑

k=0

f

(

a+ (b− a)
k

N

)
∣
∣
∣
∣
∣
≤
N−1∑

k=0

∣
∣
∣
∣
∣

∫ a+(k+1) b−a
N

a+k b−a
N

f(x)dx− b− a

N
f

(

a+ k
b− a

N

)
∣
∣
∣
∣
∣

≤ N
(b− a)2

2N2
sup
[a,b]

|f ′|

=
(b− a)2

2N
sup
[a,b]

|f ′|.

On peut aussi parler d’une méthode des rectangles à droite, pour laquelle les mêmes résultats sont
valides, en remplaçant l’approximation (5.5) par

∫ b

a

f(x)dx ≃ (b− a)f(b).

5.3.2 La méthode du point milieu

Dans cette partie, on va utiliser la même méthode qu’à la partie précédente, mais en évaluant la
fonction au milieu de l’intervalle et non pas en son bord. Autrement dit on utilise l’approximation

∫ b

a

f(x)dx ≃ (b− a)f

(
a+ b

2

)

.

On pourrait croire que l’erreur d’approximation sera sensiblement la même que pour la méthode des
rectangles à gauche. On va voir qu’il n’en est rien.

La différence vient du fait que la méthode du point milieu est exacte non seulement pour les fonctions
constantes, mais aussi pour les fonctions affines. Ceci se voit sur la figure 5.3. L’intégrale approchée par
la méthode du point milieu correspond à l’aire situé sous le graphe de la fonction en escalier, mais cette
aire est égale à l’aire située sous le graphe de la fonction affine par morceaux.
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Figure 5.3 – La méthode du point milieu pour le calcul approché d’intégrales. L’intégrale de la fonction
en escalier à gauche est égale à l’intégrale de la fonction affine par morceaux à droite. Par conséquent,
l’erreur commise dans la méthode du point milieu correspond à la surface grisée

Lemme 5.3.3. Soit f de classe C2 sur [a, b]. On a la majoration :

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx− (b− a)f

(
a+ b

2

)
∣
∣
∣
∣
∣
≤ (b− a)3

24
sup
[a,b]

|f ′′|.

Démonstration. La formule de Taylor-Lagrange appliquée à f sur [a, b] nous donne

∣
∣
∣
∣
f(x)− f

(
a+ b

2

)

−
(

x− a+ b

2

)

f ′
(
a+ b

2

)∣
∣
∣
∣
≤ 1

2

(

x− a+ b

2

)2

sup
[a,b]

|f ′′|.

La conclusion vient du même calcul que pour le lemme 5.3.1, en utilisant les identités

∫ b

a

f

(
a+ b

2

)

+

(

x− a+ b

2

)

f ′
(
a+ b

2

)

dx = (b− a)f

(
a+ b

2

)

,

et
∫ b

a

(

x− a+ b

2

)2

dx =
(b− a)3

12
.

Comme précédemment, on déduit, en subdivisant l’intervalle [a, b] :

Propriété 5.3.4. Soit N ≥ 1 et f de classe C2 sur [a, b]. On a

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx−
N∑

k=1

f

(

a+

(

k − 1

2

)
b− a

N

)
∣
∣
∣
∣
∣
≤ (b− a)3

24N2
sup
[a,b]

|f ′′|.

On voit que dans le cas de la méthode du point milieu, l’erreur est de l’ordre de O(N−2), ce qui est
bien meilleur que dans le cas de la méthode des rectangle, où l’erreur est en O(N−1).
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5.4 Intégration sur un intervalle quelconque

On peut légitimement se poser la question de définir l’intégrale de fonctions définies sur un intervalle
quelconque plutôt que de se limiter à des segment. Sur un intervalle ouvert (dont une des bornes peut
désormais valoir ±∞) on peut observer différents problèmes qui ne se posaient pas sur un segment.
En effet, la définition naturelle de fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque I (qui
généralise notamment les fonctions continues) est la suivante, pour laquelle une fonction continue par
morceaux peut très bien tendre vers ±∞ à une des bornes.

Définition 5.4.1. On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle I (non nécessairement fermé) est
continue par morceaux si elle est continue par morceaux sur tout segment contenu dans I.

Ainsi, on se convaincra sans peine qu’une fonction continue par morceaux sur un intervalle ne peut
pas nécessairement être encadrée par des fonctions en escalier intégrables, de sorte que sur un intervalle
ouvert, on va pouvoir trouver des fonctions continues par morceaux qui ne sont pas intégrables au sens
de la définition 5.1.2. Par exemple, la fonction x 7→ 1

x définie sur ]0, 1] ne pourra pas être majorée par
une fonction en escalier sur ]0, 1].

On va donc considére la définition suivante :

Définition 5.4.2. Soit f une fonction positive définie sur un intervalle I, et telle que f soit Riemann-
intégrable sur chaque segment de I. On dira que f est intégrable sur I si elle vérifie une des trois
propriétés équivalentes suivantes :

1. supJ segment, J⊂I
∫

J
f(x)dx <∞ ;

2. il existe une suite (an)n∈N décroissant vers inf I et une suite (bn)n∈N croissant vers sup I telles

que limn

∫ bn
an
f(x)dx existe ;

3. pour toute suite (an)n∈N décroissant vers inf I et toute suite (bn)n∈N croissant vers sup I, la

limite limn

∫ bn
an
f(x)dx existe.

On appelle alors intégrale de f le nombre

sup
J segment, J⊂I

∫

J

f(x)dx = lim
n

∫ bn

an

f(x)dx.

Il est à noter que les fonctions définies sur un intervalle I quelconque qui sont continues par morceaux
au sens de la définition 5.4.1 sont bien intégrables au sens de Riemann sur chaque segment de I.

On peut définir de même l’intégrale d’une fonction de signe quelconque, en passant par la valeur
absolue de la fonction.
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Définition 5.4.3. Une fonction f de I dans R est dite intégrable si |f | est intégrable sur I (au sens
de la définition précédente). On dit aussi que l’intégrale converge. Dans ce cas, si (an)n∈N et (bn)n∈N

sont deux suites tendant respectivement vers inf I et sup I, alors la limite

lim
n

∫ bn

an

f(x)dx

existe et ne dépend pas du choix des suites (an)n∈N et (bn)n∈N. On définit alors

∫ b

a

f(x)dx = lim
n

∫ bn

an

f(x)dx.

On peut ramener l’étude de l’intégrabilité d’une fonction sur un intervalle à l’étude de l’intégrabilité
aux bornes de cet intervalle :

Propriété 5.4.4. Soit I un intervalle, soient a et b deux réels avec inf I < a < b < sup I et f une
fonction Riemann-intégrable sur tout segment de I. Alors f est intégrable sur I si et seulement si elle
est intégrable sur ] inf I, a] et sur [b, sup I[.

Démonstration. On considère deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N tendant respectivement vers inf I et sup I.
On écrit alors

∫ bn

an

|f(x)|dx =

∫ a

an

|f(x)|dx+

∫ b

a

|f(x)|dx+

∫ bn

b

|f(x)|dx.

Quand n tend vers l’infini, le membre de gauche converge si et seulement si f est intégrable sur I, et le
membre de droite converge si et seulement si f est intégrable sur ] inf I, a] et [b, sup I[. Cela montre le
résultat.

L’inégalité triangulaire est toujours vraie pour les intégrales sur un intervalle quelconque, de même
que la linéarité.

Propriété 5.4.5. Soit f une fonction intégrable sur un intervalle I. Alors
∣
∣
∣
∣

∫

I

f(x)dx

∣
∣
∣
∣
≤
∫

I

|f(x)|dx.

Démonstration. Pour (an)n∈N et (bn)n∈N des suites d’éléments de I tendant respectivement vers inf I

et sup I, on écrit
∣
∣
∣

∫ bn
an
f(x)dx

∣
∣
∣ ≤

∫ bn
an

|f(x)| dx, puis on fait tendre n vers ∞.

Propriété 5.4.6. Soit I un intervalle et f et g deux fonctions intégrables sur I. Si λ et µ sont deux
réels, alors λf + µg est intégrable sur I et on a

∫

I

λf(x) + µg(x)dx = λ

∫

I

f(x)dx+ µ

∫

I

g(x)dx.

Démonstration. On considère (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites d’éléments de I tendant respectivement

vers inf I et sup I. On écrit
∫ bn
an

|λf(x) + µg(x)| dx ≤ λ
∫ bn
an

|f(x)|dx+µ
∫ bn
an

|g(x)|dx. En faisant tendre n
vers ∞, on voit que λf + µg est intégrable.

L’égalité des intégrales s’obtient en passant à la limite dans
∫ bn
an
λf(x) + µg(x)dx = λ

∫ bn
an
f(x)dx+

µ
∫ bn
an
g(x)dx.
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On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de l’intégrale d’une fonction au voisinage
d’une borne de l’intervalle d’intégration. Le théorème suivant est tout à fait analogue à ce qui a été fait
pour les séries.

Théorème 5.4.7. Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur tous les segments d’un inter-
valle [a, b[ (note 6) avec g positive.

— Si g n’est pas intégrable sur [a, b[ et si f(x) = o(g(x)) (respectivement f(x) = O(g(x)), f(x) ∼
g(x)) au voisinage de b alors on a

∫ x

a

f(t)dt = o

(∫ x

a

g(t)dt

) (

resp.

∫ x

a

f(t)dt = O

(∫ x

a

g(t)dt

)

,

∫ x

a

f(t)dt ∼
∫ x

a

g(t)dt

)

,

au voisinage de b.
— Si g est intégrable sur [a, b[ et si f(x) = o(g(x)) (respectivement f(x) = O(g(x)), f(x) ∼ g(x))

au voisinage de b alors f est intégrable sur [a, b[ et on a

∫ b

x

f(t)dt = o

(
∫ b

x

g(t)dt

) (

resp.

∫ b

x

f(t)dt = O

(
∫ b

x

g(t)dt

)

,

∫ b

x

f(t)dt ∼
∫ b

x

g(t)dt

)

,

au voisinage de b.

Ce théorème permet notamment d’étudier l’intégrabilité d’une fonction en se ramenant à des fonc-
tions équivalentes dont on connâıt l’intégrabilité.

Démonstration. On ne traite que le cas g non-intégrable en b et f = o(g), les autres cas se traitant de
manière similaire.

Soit ε > 0. Comme f = o(g) au voisinage de b, il existe un élément x0 de [a, b[ tel que si x ∈ [x0, b[
alors, |f(x)| ≤ ε

2g(x). On a donc pour x > x0
∣
∣
∣
∣

∫ x

a

f(t)dt

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣

∫ x0

a

f(t)dt

∣
∣
∣
∣
+

∫ x

x0

|f(t)|dt ≤
∣
∣
∣
∣

∫ x0

a

f(t)dt

∣
∣
∣
∣
+
ε

2

∫ x

x0

g(t)dt ≤
∣
∣
∣
∣

∫ x0

a

f(t)dt

∣
∣
∣
∣
+
ε

2

∫ x

a

g(t)dt.

Comme g n’est pas intégrable en b,
∫ x

a
g(t)dt tend vers +∞ quand x tend vers b, et il existe un x1

dans [a, b[ tel que si x > x1, alors
∣
∣
∣
∣

∫ x0

a

f(t)dt

∣
∣
∣
∣
≤ ε

2

∫ x

a

g(t)dt.

Finalement, on a, pour x ≥ max(x1, x2)
∣
∣
∣
∣

∫ x

a

f(t)dt

∣
∣
∣
∣
≤ ε

∫ x

a

g(t)dt,

ce qui montre que
∫ x

a
f(t)dt = o

(∫ x

a
g(t)dt

)
.

Beaucoup de fonctions usuelles ont un comportement équivalent à une puissance de x au voisinage
des bornes d’intégration. Il est donc utile de savoir pour quelles valeur de α la fonction x 7→ xα est
intégrable sur ]0, 1] et sur [1,∞[.

(note 6). le même résultat est bien entendu vrai pour des intervalles de la forme ]a, b] si l’on fait les substitutions adéquates.
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Propriété 5.4.8. Soit α un réel quelconque. Alors :
— La fonction x 7→ xα est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si α > −1.
— La fonction x 7→ xα est intégrable sur [1,∞[ si et seulement si α < −1.

Démonstration. Pour tout x > 0, on a xα > 0, il suffit donc d’étudier le comportement asymptotique
des suites ∫ 1

1/n

xαdx et

∫ n

1

xαdx.

On a pour α = −1

∫ 1

1/n

xαdx = [ln(x)]
1
1/n = ln(n) → ∞ et

∫ n

1

xαdx = [ln(x)]
n
1 = ln(n) → ∞.

Par conséquent, pour α = −1, xα n’est intégrable ni sur ]0, 1] ni sur [1,∞[. Pour α 6= 1, on a

∫ 1

1/n

xαdx =

[
xα+1

α+ 1

]1

1/n

=
1

α+ 1
− 1

(α+ 1)nα+1
et

∫ n

1

xαdx =

[
xα+1

α+ 1

]n

1

=
nα+1

α+ 1
− 1

α+ 1
.

On doit donc différencier selon le signe de α+ 1. On observe alors que
∫ 1

1/n
xαdx a une limite finie si et

seulement si α > −1 et que
∫ n

1
xαdx a une limite finie si et seulement si α < −1.

Les autres comportement classiques à la limite d’un intervalle sont les comportement logarithmiques
et exponentiels.

Propriété 5.4.9. Pour tout α ∈ R, la fonction x 7→ lnα(x) est intégrable sur ]0, 1/2] mais pas sur [2,∞[.
La fonction eλx est intégrable sur [0,∞[ si et seulement si λ < 0.

Démonstration. On sait que 1
x = o(lnα(x)) en +∞ quel que soit α ∈ R, par le théorème 2.4.4. Or 1

x
n’est pas intégrable sur [2,∞[, donc lnα non plus.

On sait également que lnα(x) = o
(

1√
x

)

en 0, quel que soit α ∈ R. Comme, 1√
x

est intégrable

sur ]0, 1/2], la fonction lnα l’est donc aussi.
Pour la fonction exponentielle, un calcul donne, pour λ 6= 0

∫ n

0

eλxdx =

[
eλx

λ

]n

0

=
1− eλn

λ
.

Si λ > 0 cette suite diverge, si λ < 0, elle converge vers 1
λ . Le cas λ = 0 correspond à une fonction

constante, ce qui a déjà été traité dans le cas des fonction puissances.

5.5 Théorèmes de convergence

Le théorème suivant est l’outil principal pour étudier l’intégrabilité de la limite d’une suite de fonc-
tions.

Théorème 5.5.1 (Théorème de convergence dominée). Soit (fn)n∈N une suite de fonctions intégrables
au sens de Riemann sur tous les segment d’un intervalle I. On suppose que
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1. pour tout x ∈ I, la suite (fn(x))n∈N converge ;

2. la fonction f(x) = limn fn(x) est Riemann-intégrable sur les segment de I ;

3. il existe une fonction positive g intégrable sur I telle que

|fn(x)| ≤ g(x)

pour tout n et tout x de I.

Alors, les fn et f sont intégrables sur I et

lim
n

∫

I

|fn(x)− f(x)| dx = 0. (5.6)

De plus, on a

lim
n

∫

I

fn(x)dx =

∫

I

f(x)dx.

Démonstration. Admis. Le résultat “fort” à montrer est la limite (5.6). La deuxième conclusion s’en
déduit par ∣

∣
∣
∣

∫

I

fn(x)dx−
∫

I

f(x)dx

∣
∣
∣
∣
≤
∫

I

|fn(x)dx− f(x)| dx→ 0.

On va démontrer une version plus faible de ce théorème, mais dont la preuve sera plus simple.

Propriété 5.5.2. Soit (fn)n∈N est une suite de fonctions Riemann-intégrable sur un segment [a, b]. On
suppose que la suite (fn)n∈N converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f Riemann-intégrable.
Alors on a

lim
n

∫ b

a

|fn(x)− f(x)| dx = 0.

Démonstration. On écrit

∫ b

a

|fn(x)− f(x)|dx ≤ |b− a| sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| → 0.

5.6 Intégrales dépendant d’un paramètre

Dans cette partie on s’intéresse aux fonctions définies comme l’intégrale d’une fonction de plusieurs
variables par rapport à l’une de ses variables, plus précisément, aux fonctions F de la forme

F (x) =

∫

I

f(t, x)dt.

Une question naturelle est alors de trouver des critères pour assurer que ces fonctions sont continues,
dérivables, etc.
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On va noter (t, x) les variables de la fonction à intégrer, t désignant la variable d’intégration, qui
vivra donc dans un intervalle de R, et x désigant la variable par rapport à laquelle on souhaite obtenir de
la régularité (c’est-à-dire de la continuité, de la dérivabilité, etc.). Cette variable vivra dans une partie
de Rd (par exemple).

Dans les théorèmes à suivre, on va donc faire des hypothèses d’intégrabilité sur la fonction t 7→ f(t, x),
et des hypothèses de régularité sur la fonction x 7→ f(t, x).

On commence par énoncer un théorème permettant de prouver la continuité d’une fonction définie
par une intégrale.

Théorème 5.6.1 (Théorème de continuité sous l’intégrale). Soit f une fonction définie sur I×Ω, où I
est un intervalle de R et Ω une partie de Rd. On suppose que

1. pour tout t de I la fonction x 7→ f(t, x) est continue sur Ω ;

2. pour tout x de Ω, la fonction t 7→ f(t, x) est Riemann-intégrable sur les segments de I ;

3. il existe une fonction g positive, intégrable sur I telle que |f(t, x)| ≤ g(t) pour tout (t, x) de I×Ω.

Alors la fonction t 7→ f(t, x) est intégrable pour tout x et la fonction F définie par

F (x) =

∫

I

f(t, x)dt

est continue sur Ω.

Démonstration. Comme, pour tout x, la fonction t 7→ |f(t, x)| est majorée par la fonction intégrable g,
la fonction t 7→ f(t, x) est intégrable et la définition de F a bien un sens.

Soit x un point de Ω et (xn)n∈N une suite d’éléments de Ω tendant vers x. On va montrer que la
suite (F (xn))n∈N tend vers F (x), ce qui suffira à montrer que la fonction F est continue. On a F (xn) =∫

I
f(t, xn)dt. Posons ϕn(t) = f(t, xn). D’après les hypothèses du théorème, la fonction ϕn est Riemann-

intégrable sur les segments de I, la suite (ϕn(t))n∈N converge vers ϕ(t) = f(t, x) pour tout t, ϕ(t) est
Riemann-intégrable sur tout sergment de I et enfin on a l’inégalité

|ϕn(t)| ≤ g(t)

pour tout t.
On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée, et on trouve

lim
n
F (xn) = lim

n

∫

I

ϕn(t)dt =

∫

I

ϕ(t)dt = F (x).

Passons maintenant à un théorème de dérivabilité.

Théorème 5.6.2 (Théorème de dérivabilité sous l’intégrale). Soit f une fonction définie sur I × Ω,
ou I et Ω sont des intervalles de R. On suppose que

1. pour tout t de I, la fonction x 7→ f(t, x) est de classe C1 sur Ω ;

2. pour tout x de Ω, la fonction t 7→ f(t, x) est intégrable sur I ;

3. pour tout x de Ω, la fonction t 7→ ∂xf(t, x) est intégrable sur I ;
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4. il existe une fonction g positive, intégrable sur I telle que |∂xf(t, x)| ≤ g(t) pour tout (t, x)
de I × Ω.

Alors l’expression

F (x) =

∫

I

f(t, x)dx

définit bien une fonction F de classe C1 et on a

F ′(x) =

∫

I

∂xf(t, x)dt.

À noter :
— Remarquer que les hypothèses 1, 2 et 3 sont seulement des hypothèses servant à donner un sens

aux intégrales
∫

I
f(t, x)dx et

∫

I
∂xf(t, x)dx.

— Noter que pour ce théorème, on n’a pas besoin d’hypothèse de domination sur la fonction f
elle-même, mais seulement sur sa dérivée partielle en x.

Démonstration. Tout d’abord, F est bien définie car t 7→ f(t, x) est supposée intégrable sur I.
Pour montrer le théorème, il suffit de montrer que pour tout x dans Ω et toute suite (hn)n∈N tendant

vers 0 et telle que x+ hn soit dans Ω, on a

lim
n

F (x+ hn)− F (x)

hn
=

∫

I

∂xf(x, t)dt.

On aura en effet montré que la fonction F est dérivable et que sa dérivée est la fonction x 7→
∫

I
∂xf(t, x)dt

qui est continue, au vu du théorème précédent.
On a

F (x+ hn)− F (x)

hn
=

1

hn

(∫

I

f(t, x+ hn)dt−
∫

I

f(t, x)dt

)

=

∫

I

f(t, x+ hn)− f(t, x)

hn
dt.

Posons donc ψn(t) =
f(t,x+hn)−f(t,x)

hn
. La fonction ψn est intégrable sur I, converge simplement vers la

fonction intégrable t 7→ ∂xf(t, x) et le théorème des accroissements finis montre que

|ψn(t)| =
∣
∣
∣
∣

f(t, x+ hn)− f(t, x+ hn)

hn

∣
∣
∣
∣
≤ 1

|hn|
|hn| sup

λ∈[0,1]

|∂xf(t, x+ λhn)| ≤ g(t).

On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée, et on en déduit

lim
n

F (x+ hn)− F (x)

hn
=

∫

I

∂xf(t, x)dt,

ce qui achève la démonstration.

5.7 Exercices

Exercice 5.1.
Calculer les intégrales suivantes :
∫ a

0

ex − e−x

ex + e−x
dx,

∫ π

0

sin(x) cosx

1 + cos2 x
dx,

∫ 1

0

3x5 + 5x4 + 2x3 + 1

x6 + 2x5 + x4 + 2x+ 3
dx,

∫ 1

−1

(2x+ 3x2)
√

1 + x2 + x3dx,
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∫ a

1

ln(x)dx,

∫ a

0

arcsin(x)dx,

∫ 1

0

arctanx

1 + x2
dx,

∫ a

0

x2 arctan(x)dx,

∫ 2

1

x ln(x)dx,

∫ a

0

dx

ex + e−x
,

∫ a

0

dx

ex + e−x + 2
,

∫ a

0

(x2 + 1)e2xdx,

∫ a

0

(x2 + 1) cosxdx,

∫ 2

1/2

lnx

1 + x2
dx,

∫ b

a

√

(b− x)(x− a)dx.

Exercice 5.2.
Donner un équivalent des expressions suivantes lorsque n tend vers ∞ (α > −1)

n∑

k=1

kα,

n∑

k=1

1

n+ k
,

n∑

k=1

1

n2 + k2
,

n∏

k=1

(

1 +
k2

n2

)1/n

.

Exercice 5.3.
Calculer, pour α ∈ R \ {−1, 1}

∫ π

0

ln(1− 2 cos(x)α+ α2)dx

(on pourra utiliser des sommes de Riemann et considérer la factorisation de X2n − 1 en produits de
polynômes réels irréductibles).

Exercice 5.4.
Soit f une fonction continue positive sur [a, b]. Montrer que

lim
n→∞

(
∫ b

a

f(x)n

)1/n

= sup
x∈[a,b]

f(x).

Exercice 5.5.
On considère f une fonction de classe C2 de [0, 1] dans R.

1. Montrer que
∫ 1

0

f(x)dx =
1

2
(f(0) + f(1)) +

1

2

∫ 1

0

x(x− 1)f ′′(x)dx.

2. En déduire un équivalent de

1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)

−
∫ 1

0

f(x)dx

(on pourra commencer par regarder 1
n

∑n
k=1

1
2

(
f
(
k
n

)
+ f

(
k−1
n

))
).

Exercice 5.6.
Soit f une fonction 2π-périodique continue.

1. Si ϕ est une fonction de classe C1, 2π-périodique, on définit le produit de convolution de f par ϕ
par la formule

f ∗ ϕ(x) =
∫ 2π

0

ϕ(x− t)f(t)dt.

Montrer que la fonction f ∗ ϕ est 2π-périodique, de classe C1 et que f ∗ ϕ = ϕ ∗ f .
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2. Soit ε > 0. Montrer qu’il existe η > 0 tel que pour toute fonction positive ϕ de classe C1, vérifiant
∫ 2π

0
ϕ(t)dt = 1 et ϕ(t) = 0 si t ∈ [η, 2π − η] on a

∀x ∈ R, |f(x)− f ∗ ϕ(x)| ≤ ε.

Exercice 5.7.
Pour chacune des intégrales suivantes, dire si l’intégrale est convergente, et la calculer le cas échéant.

∫ 1

0

xαdx,

∫ ∞

1

xαdx,

∫ π/2

−π/2
tan(x)dx,

∫ ∞

0

2 arctan(x)− πdx,

∫ π

0

dx

1 + cos(x)
,

∫ 1

−1

dx√
1− x2

,

∫ ∞

0

e−xdx,

∫ 1

0

ln(x)dx,

∫ ∞

1

ln(x)dx,

∫ ∞

1

dx

ln(x)
,

∫ 1

0

dx

x ln(x)
.

Exercice 5.8.

1. On considère la suite (In) définie par la formule

∫ π/2

0

(sin(t))ndt

(on appelle les In intégrales de Wallis).

(a) Donner une relation de récurrence entre In et In+2.

(b) En déduire un expression générale pour In.

(c) Montrer que In ∼ In+1. En déduire que

In ∼
√

π

2n

(on pourra considérer la suite (InIn+1)).

2. On considère la suite (Jn) définie par

Jn =

∫ √
n

0

(

1− x2

n

)n

dx.

(a) Montrer que la fonction x 7→ e−x
2

est intégrable sur [0,∞[.

(b) Montrer que Jn converge vers
∫∞
0
e−x

2

dx.

(c) À l’aide d’un changement de variable, donner une relation entre In et Jn.

(d) En déduire la valeur de l’intégrale de Gauss

∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
.
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Exercice 5.9.
On considère la fonction

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt.

1. Montrer que Γ(x) est bien défini pour tout x > 0, et que Γ est une fonction de classe C1 (C∞,
même).

2. Montrer que Γ(x+ 1) = xΓ(x). Que vaut Γ(n) pour n entier ?
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Chapitre 6

Suites et séries de fonctions

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude des suites de fonctions, et plus particulièrement à leur
convergence : que signifie converger pour une suite de fonctions, et quelles propriétés sont conservées
par les passages à la limite ?

6.1 Convergence d’une suite de fonctions

La notion la plus simple de convergence d’une suite fonctions est la notions suivante.

Définition 6.1.1. On dit qu’une suite (fn)n∈N de fonctions définies sur un intervalle I de R converge
simplement vers une fonction f si quel que soit le réel x de I, on a la convergence limn fn(x) = f(x).

Toutefois, en pratique cette notion est trop faible. Notamment, elle ne préserve pas la notion de
continuité. Par exemple la suite (fn)n∈N de fonctions définies sur [0, 2] par

fn(x) =

{

xn si x < 1,

1 si x ≥ 1,

est une suite de fonctions continues, qui converge simplement vers la limite f définie par

f(x) =

{

0 si x < 1,

1 si x ≥ 1.

Cette convergence simple est illustrée sur la figure 6.1. On remarque que la fonction limite f n’est
pas continue. On a donc besoin d’une notion de convergence des fonctions qui soit plus forte (c’est-à-
dire plus restrictive) pour pouvoir déduire de la continuité à la limite. Cette notion est la notion de
convergence uniforme :

Définition 6.1.2. On dit qu’une suite (fn)n∈N de fonctions définies sur un intervalle I de R converge
uniformément vers une fonction f si

lim
n

sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| = 0.

111
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Figure 6.1 – Convergence simple de la suite de fonction continue (fn)n∈N vers une fonction f non
continue.

Autrement dit, une suite de fonction converge uniformément si fn(x) converge vers f(x) avec une
vitesse indépendante de x.

La convergence uniforme est effectivement une notion plus forte que la notion de converge simple,
comme en atteste la propriété suivante.

Propriété 6.1.3. Si une suite de fonctions converge uniformément, alors elle converge simplement.

Démonstration. Soit x un réel de I. On a

|fn(x)− f(x)| ≤ sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| →n 0.

La notion de convergence uniforme est importante en analyse car elle préserve la continuité des
fonctions. Plus précisément, on a le résultat :

Propriété 6.1.4. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions continues d’un intervalle I de R dans R. Si la
suite (fn)n∈N converge uniformément vers une fonction f , alors f est continue.

Démonstration. Soit ε un réel positif. Par convergence uniforme, il existe un entier n tel que supI |fn−f |
soit inférieur à ε

3 . La fonction fn étant continue, il existe un réel η > 0 tel que si x et y sont deux éléments
de I vérifiant |x − y| ≤ η, alors on a |fn(x) − fn(y)| ≤ ε

3 . On peut alors conclure en remarquant que
si |x− y| ≤ η, on a

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(y)|+ |fn(y)− f(y)|
≤ ε

3
+ 2 sup

I
|fn − f |

≤ 3
ε

3
= ε.

Propriété 6.1.5. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de classe C1 d’un segment I de R dans R. On
suppose que :
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— la suite de fonctions (f ′n)n∈N converge uniformément vers une fonction g (qui est par conséquent
continue) ;

— il existe un a ∈ I tel que fn(a) converge.
Alors (fn)n∈N converge uniformément, et sa limite f est de classe C1 et vérifie f ′ = g.

Démonstration. On écrit

fn(x) = fn(a) +

∫ x

a

f ′n(y)dy.

On a alors

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(a)− fm(a)|+
∣
∣
∣
∣

∫ x

a

f ′n(y)− f ′m(y)dy

∣
∣
∣
∣

≤ |fn(a)− fm(a)|+ |x− a| sup
I

|f ′n − f ′m|

≤ |fn(a)− fm(a)|+ sup
x∈I

|x− a| sup
I

|f ′n − f ′m|.

Comme I est un segment, la quantité supx∈I |x − a| est finie. Comme la suite (fn(a))n∈N converge et
que la suite (f ′n)n∈N converge uniformément sur I, on en déduit que

lim
n,m→∞

sup
x∈I

|fn(x)− fm(x)| = 0, (6.1)

autrement dit, la suite (fn(x))n∈N est de Cauchy quel que soit x. En conséquence, fn converge simplement
quand n tend vers l’infini vers une limite, que l’on notera f(x). De plus, l’équation (6.1) implique

lim
n

sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| = 0,

de sorte que la convergence simple de fn vers f est en fait une convergence uniforme.
Il reste maintetant à montrer que f est une fonction dérivable de dérivée g. Pour cela, on écrit,

pour h ≥ 0 (le cas h < 0 étant tout à fait symétrique)
∣
∣
∣
∣

f(x+ h)− f(x)

h
− g(x)

∣
∣
∣
∣
= lim

n

∣
∣
∣
∣

fn(x+ h)− fn(x)

h
− g(x)

∣
∣
∣
∣

= lim
n

1

h

∣
∣
∣
∣
∣

∫ x+h

x

f ′n(y)− g(y)dy

∣
∣
∣
∣
∣
+

1

h

∣
∣
∣
∣
∣

∫ x+h

x

g(y)− g(x)dy

∣
∣
∣
∣
∣

≤ lim
n

sup
I

|f ′n(y)− g(y)|+ sup
y∈[x,x+h]

|g(y)− g(x)|

= 0 + sup
y∈[x,x+h]

|g(y)− g(x)|.

Quand h tend vers 0, le terme de droite tend vers 0 en vertu de la continuité de g sur I.

Par conséquent, la quantité f(x+h)−f(x)
h tend bien vers g(x), ce qui montre que f est dérivable de

dérivée g.

On peut généraliser ce résultat pour des fonctions k fois dérivables :

Corollaire 6.1.6. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de classe Ck d’un intervalle I de R dans R telle
que :
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— la suite de fonctions (f
(k)
n )n∈N converge uniformément vers une fonction g (qui est par conséquent

continue) ;

— pour tout q dans {0, . . . , k − 1}, il existe un aq ∈ I tel que (f
(q)
n (aq))n∈N converge.

Alors la suite (fn)n∈N converge uniformément, sa limite f est de classe Ck, et pour tout q dans {1, . . . , k}
la suite (f

(q)
n ) converge uniformément vers f (q).

Démonstration. Il suffit de raisonner par récurrence sur k en appliquant la propriété précédente.

Pour les séries, on utilise également le vocabulaire suivant :

Définition 6.1.7. Soit
∑
fn une série de fonctions définies sur un intervalle I. Si la série (à termes

réels)
∑

supx∈I |fn(x)| converge, on dit que la série
∑
fn converge normalement.

Cette notion permet en fait de rapporter la convergence uniforme d’une série de fonction à la conver-
gence d’une suite de réels. En effet, on a l’implication :

Propriété 6.1.8. Une série de fonction qui converge normalement converge uniformément.

Démonstration. On considère une série de fonction
∑
fn convergeant normalement. Pour tout x, on a

N∑

n=0

|fn(x)| ≤
N∑

n=0

sup
I

|fn| ≤
∞∑

n=0

sup
I

|fn|.

Par conséquent, pour tout x, la série
∑
fn(x) est absolument convergente, et donc convergente. On a

alors la majoration, pour x ∈ I
∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

fn(x)−
∞∑

n=0

fn(x)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=N+1

fn(x)

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

n=N+1

|fn(x)|

≤
∞∑

n=N+1

sup
I

|fn|.

En passant à la borne supérieure en x, on obtient

sup
x∈I

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

fn(x)−
∞∑

n=0

fn(x)

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

n=N+1

sup
I

|fn| →N 0,

ce qui montre que la convergence est uniforme en x.

6.1.1 Approximation de fonctions

Il peut souvent être utile d’approcher une fonction donnée par une autre fonction vérifiant certaines
propriétés, par exemple une fonction continue, ou dérivable, ou bien encore une fonction en escalier.

Théorème 6.1.9. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] à valeur dans R et ε un réel
positif.

— Il existe une fonction g continue et affine par morceaux telle que sup[a,b] |f − g| ≤ ε.
De manière équivalente, il existe une suite (gn)n∈N de fonctions continues et affines par morceaux
qui converge vers f uniformément sur [a, b] (prendre pour gn la fonction obtenue en posant ε = 1

n).
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— Il existe une fonction h en escalier telle que sup[a,b] |f − h| ≤ ε.
De manière équivalente, il existe une suite (hn)n∈N de fonctions en escalier qui converge vers f
uniformément sur [a, b] (prendre pour hn la fonction obtenue en posant ε = 1

n).

Ce résultat est illustré sur la figure 6.2.

Figure 6.2 – Approximation d’une fonction continue par une fonction en escalier et par une fonction
affine par morceaux.

Démonstration. Pour simplifier, on supposera que [a, b] = [0, 1] (on peut s’y ramener par un simple
changement de variables).

La fonction f étant continue sur un segment, elle est uniformément continue par le théorème de
Heine. Par conséquent, étant donné un ε > 0, on peut trouver un entier n > 0 tel que si |x− y| ≤ 1

n on
a |f(x)− f(y)| ≤ ε

2 . On prend alors comme fonction g la fonction affine par morceaux par rapport à la

subdivision 0 < 1
n < . . . < k−1

n < 1. valant f
(
k
n

)
au point k

n pour chaque entier k ∈ {0, . . . , n}. Si x est

un élément de [0, 1], on peut noter k l’entier tel que x ∈ [ kn ,
k+1
n [. On a alors :

|f(x)− g(x)| ≤
∣
∣
∣
∣
f(x)− f

(
k

n

)∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
f

(
k

n

)

− g

(
k

n

)∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
g

(
k

n

)

− g(x)

∣
∣
∣
∣
≤ ε

2
+ 0 +

ε

2
= ε.

En effet, |x− k
n | ≤ 1

n , de sorte que |f(x)− f
(
k
n

)
| ≤ ε

2 , et comme g est affine sur [ kn ,
k+1
n ], on a

∣
∣
∣
∣
g(x)− g

(
k

n

)∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣
g

(
k

n

)

− g

(
k + 1

n

)∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
f

(
k

n

)

− f

(
k + 1

n

)∣
∣
∣
∣
≤ ε

2
.

On a finalement sup[0,1] |f − g| ≤ ε.

Pour les mêmes raisons, on pourra vérifier que la fonction h prenant la valeur constante f( kn ) sur

chaque intervalle de la forme
[
k
n ,

k+1
n

[
vérifie

sup
[0,1]

|f − h| ≤ ε.
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On peut également approcher une fonction continue par une fonction polynomiale, ou par un po-
lynôme trigonométrique.

Théorème 6.1.10 (Théorème de Stone-Weierstrass). — Soit f une fonction continue sur un seg-
ment [a, b], à valeurs dans R et ε un réel strictement positif.
Alors, il existe un polynôme P tel que sup[a,b] |f − P | ≤ ε.
De manière équivalente, il existe une suite (Pn)n∈N de polynômes qui converge vers f uni-
formément sur [a, b] (prendre pour Pn le polynôme obtenu en posant ε = 1

n).
— Soit f une fonction continue 2π-périodique, à valeurs dans R et ε un réel strictement positif.

Alors il existe un polynôme trigonométrique q(x) =
∑n
k=−n ake

ikx tel que supR |f − q| ≤ ε.
De manière équivalente, il existe une suite (qn)n∈N de polynômes trigonométrique qui converge
vers f uniformément sur R (prendre pour qn le polynôme trigonométrique obtenu en posant ε =
1
n).

Démonstration. Admis.

Théorème 6.1.11. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur un intervalle [a, b]. Alors pour tout ε >
0, il existe un polynôme P tel que

∫ b

a

|f(x)− P (x)|dx ≤ ε.

Démonstration. Quitte à faire un changement de variable, on peut se placer sur l’intervalle [0, 1].
Comme f est Riemann intégrable, il existe deux fonctions en escalier g et h telles que g ≤ f ≤ h
et ∫ 1

0

h(x)dx−
∫ 1

0

h(x)dx ≤ ε.

Notamment, on a

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|dx =

∫ 1

0

f(x)− g(x)dx ≤
∫ 1

0

h(x)− g(x)dx ≤ ε.

On peut donc approcher aussi précisément que l’on veut une fonction Riemann-intégrable par une

fonction en escalier (au sens de la distance
∫ 1

0
|f(x)− g(x)|dx). Il suffit donc de montrer le résultat pour

une fonction f en escalier.
Une fonction en escalier étant une somme finie d’indicatrices d’intervalles, il suffit de montrer le

résultat pour une indicatrice d’intervalle. On suppose donc f = 1[α,β]. Si on considère la fonction ϕ
continue nulle hors de [α, β], valant 1 sur [α+ ε, β− ε] et affine sur [α, α+ ε] et [β− ε, β], alors on vérifie

que
∫ 1

0
|f(x)− ϕ(x)|dx = ε.

On a donc approché f par une fonction continue. Il suffit donc de montrer le résultat pour une
fonction continue.

Enfin par le théorème 6.1.10, il existe une fonction g telle que sup[0,1] |f−g| ≤ ε. On a donc
∫ 1

0
|f(x)−

g(x)|dx ≤ sup[0,1] |f − g| ≤ ε, d’où le résultat.

6.2 Séries entières

Dans cette partie, on va s’intéresser à un cas particulier de série de fonctions qui généralise la notion
de polynôme.
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Définition 6.2.1. Une série entière est une série de la forme
∑
anz

n, où (an)n∈N est une suite complexe
et z est un élément de C.

Le point de vue le plus naturel pour étudier les séries entières est de les considérer comme des
fonctions définies sur un sous-ensemble de C et à valeurs dans C. La forme de l’ensemble sur lequel la
série converge a une description simple, comme on va le voir dans la partie suivante.

6.2.1 Rayon de convergence

Théorème 6.2.2. Pour tout série entière
∑
anz

n, il existe R ∈ [0,∞], appelé rayon de convergence
de la série, tel que

∑
anz

n diverge si |z| > R et converge si |z| < R.

Pour la preuve de ce résultat, on aura besoin du résultat intermédiaire suivant :

Lemme 6.2.3 (Lemme d’Abel). Si il existe un nombre complexe z0 tel que anz
n
0 tende vers 0, alors la

série
∑
anz

n converge pour tout z tel que |z| ≤ |z0|.
Démonstration. Le fait que anz

n
0 tend vers 0 peut s’écrire an = o(|z0|−n). Par conséquent, si |z| ≤ |z0|,

on a

|anzn| =
∣
∣
∣
∣
anz0

z

z0

∣
∣
∣
∣
= |anz0|
︸ ︷︷ ︸

=o(1)

( |z|
|z0|

)n

= o

(( |z|
|z0|

)n)

.

Comme |z|
|z0| < 1, on en déduit que |anzn| est majoré par le terme général d’une série géométrique

convergente, on l’on en déduit que
∑
anz

n converge.

Preuve du théorème 6.2.2. On note C = {z ∈ C,
∑
anz

n converge} l’ensemble des points où la série
converge. On pose alors R = sup{|z|, z ∈ C}. On va montrer que cette quantité vérifie bien les propriétés
énoncées dans le théorème.

Si |z| > R par définition de R, le point z n’est pas dans C, c’est-à-dire que
∑
anz

n ne converge pas.
Si |z| < R, il existe un élément z0 de C tel que |z| < |z0| ≤ R. On applique alors le lemme 6.2.3 : comme
la série

∑
anz

n
0 converge, on en déduit que

∑
anz

n converge, ce qui achève la preuve du théorème.

Les séries entières peuvent être vues commes des séries de fonctions de la variable z. On a pour
l’instant montré une convergence ponctuelle. On va voir que la convergence à en fait lieu d’une manière
très forte par rapport à z.

Propriété 6.2.4. Soit
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R > 0. Pour tout 0 < r < R,
la série converge uniformément sur le disque D(0, r).

Démonstration. Pour z ∈ D(0, r), on a
∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

anz
n −

∞∑

n=N+1

anz
n

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=N+1

anz
n

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

n=N+1

|an||z|n ≤
∞∑

n=N+1

|an|rn.

Ce dernier terme est le reste d’une série convergente, par conséquent, il tend vers 0. On a donc

sup
z∈D(0,r)

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=0

anz
n −

∞∑

n=0

anz
n

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

n=N+1

anr
n →N→∞ 0,
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ce qui achève la preuve.

Comme les sommes partielles d’un série entière sont des fonctions continues (se sont des polynômes)
et que la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue, on déduit de la propriété 6.2.4
le résultat suivant :

Corollaire 6.2.5. Une série entière
∑
anz

n de rayon de convergence R définit une fonction z 7→
∑∞
n=0 anz

n continue sur le disque ouvert D(0, R).

On va maintenant donner quelques moyens pratiques de calculer le rayon de convergence.

Propriété 6.2.6. Soit
∑
anz

n une série entière dont les coefficients sont non nuls à partir d’un certain

rang. Si la suite |an|
|an+1| converge, alors sa limite est le rayon de la série.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le critère de d’Alembert à la série
∑
anz

n. En effet, on calcul le
rapport

|anzn|
|an+1zn+1| =

1

z

|an|
|an+1|

. (6.2)

Dans le cas où la suite |an|
|an+1| converge vers une limite R, le rapport (6.2) vers une constante plus grande

que 1 si |z| > R, et vers une constante plus petite que 1 si |z| < R. Le critère de d’Alembert permet de
conclure que la série converge si |z| < R et diverge si |z| > R. Par conséquent, R est bien le rayon de
convergence de la série.

On peut en fait préciser ce résultat, quitte à obtenir un expression moins explicite.

Propriété 6.2.7 (Formule de Hadamard). Soit
∑
anz

n une série entière. Le rayon de convergence R
de la série est donné par

1

R
= lim sup

n
|an|1/n.

Si la limite supérieure ci-dessus est nulle, ce résultat se comprend comme R = ∞.

Démonstration. Notons R la quantité (lim supn |an|1/n)−1 et montrons qu’il s’agit bien du rayon de
convergence de la série

∑
anz

n.
Soit z un nombre complexe avec |z| < R et r un réel vérifiant |z| < r < R. On a alors

lim sup
n

|an|1/n =
1

R
<

1

r
<

1

|z| .

Par conséquent, à partir d’un certain rang, on a l’inégalité |an|1/n < 1
r , de sorte que

|anzn| = (|an|1/nz)n <
( |z|
r

)n

.

Comme |z|
r est plus petit que 1, la série de terme général

(
|z|
r

)n

converge, et par conséquent, la série

de terme général |anzn| converge également. On en déduit que le rayon de convergence de la série est
supérieur ou égal à R.

Pour montrer l’inégalité inverse, on considère un complexe z avec R < |z|. Comme lim supn |an|1/n =
1
R > 1

|z| , on a l’inégalité |an|1/n > 1
|z| pour une infinité de valeurs de n, de sorte que |anzn| > 1 pour

une infinité de valeurs de n. Il s’en suit que le terme général de la série ne tend pas vers 0, et la série
est divergente.
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Considérons deux séries entières
∑
anz

n et
∑
bnz

n. Que se passe-t-il si l’on fait, pour l’instant sans
chercher à justifier les calculs, le produit de ces deux séries ? On obtient

( ∞∑

n=0

anz
n

)( ∞∑

n=0

bnz
n

)

=

∞∑

n=0

∞∑

m=0

anz
nbmz

m =
∑

(n,m)∈N2

anbmz
n+m

=
∞∑

k=0

∑

(n,m)∈N2

n+m=k

anbmz
n+m

=

∞∑

k=0

(
k∑

n=0

anbk−n

)

zk.

On est donc naturellement amenés à la définition suivante :

Définition 6.2.8. Soient
∑
anz

n et
∑
bnz

n deux séries entières. On appelle produit de Cauchy de ces
deux séries la série

∑
cnz

n, où la suite cn est donnée par

cn =
n∑

k=0

akbn−k.

Propriété 6.2.9. Si deux séries entières ont des rayons de convergence respectifs R1 et R2, alors leur
produit de Cauchy a un rayon de convergence supérieur ou égal à R = min(R1, R2), et sur le disque de
rayon R le produit de Cauchy a pour somme le produit des deux sommes.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la propriété 3.4.4.

On peut trouver des cas où le rayon de convergence du produit est strictement supérieur à chacun
des deux rayons. Un exemple est donné par les deux séries

1 + z

1− z
= 1 + 2

∞∑

n=0

zn et
1− z

1 + z
= 1 + 2

∞∑

n=1

(−1)nzn.

Ces deux séries ont un rayon de convergence de 1, en revanche, on peut vérifier que leur produit de
Cauchy vaut 1, qui a donc pour rayon de convergence ∞. Cela se comprend sur le calcul 1−z

1+z × 1+z
1−z = 1.

On a de même les propriété suivantes :

Propriété 6.2.10. Si deux séries entières
∑
anz

n et
∑
bnz

n ont des rayons de convergence respectifs R1

et R2, alors leur somme
∑

(an + bn)z
n a un rayon de convergence supérieur ou égal à min(R1, R2).

Démonstration. C’est une réécriture du fait que la somme de deux séries convergente est convergente.

De même, dans certains cas, le rayon peut être strictement supérieur à R1 et R2. Par exemple, la
somme des deux séries

∑
zn et

∑−zn est nulle et a donc un rayon de convergence infini, alors que les
deux séries ont un rayon de convergence de 1.

À partir d’une série entière, on peut définir, au moins formellement, une série “dérivée” et une série
“primitive” :
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Lemme 6.2.11. Si une série entière s(z) =
∑
anz

n a un rayon de convergence de R, alors sa série
dérivée s′(z) =

∑

n∈N∗ nanz
n−1 et sa série primitive S(z) =

∑

n∈N
an
n+1z

n+1 ont également pour rayon
de convergence R.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la propriété 6.2.7 selon laquelle R = (lim supn |an|1/n)−1. En effet,
les inverses des rayons de convergence de la série dérivée et de la série primitive sont donnés respective-
ment par

lim sup
n

|(n+ 1)an+1|1/n et lim sup
n

|an−1/n|1/n.

Or (n + 1)1/n = eln(n+1)/n et (1/n)1/n = e− log(n)/n tendent vers 1, ce qui fait que ces deux quantités
sont égales à lim supn |an|1/n.

Sans utiliser la propriété 6.2.7, on peut aussi remarque que si |z| < r < R, alors |nanzn−1| = o(anr
n)

or
∑ |an|rn converge, donc

∑
nanz

n−1 aussi. De même, si R < r < |z|, alors |anrn| = o(|nanzn−1|).
Or anr

n ne tend pas vers 0, donc nanz
n−1 non plus, et

∑
nanz

n−1 ne peut pas converger. Le rayon de
convergence de la série dérivée est donc égal à R. Un raisonnement similaire fonctionne pour la série
primitive.

Il est à noter que l’on a pas défini de notion dérivation et de primitivation pour le fonctions définies
sur C. Par conséquent, les notation S et s′ ne sont que des analogues aux notions de dérivation et
de primitivation. On peut toutefois considérer les restrictions à R des fonctions définies par des séries
entières, qui deviennent des fonctions de la variable réelle. Les fonctions ainsi obtenues sont en fait très
régulières.

Propriété 6.2.12. Soit
∑

n∈N anz
n une série entière de rayon de convergence R. En posant ϕ(x) =

∑

n∈N anx
n, on définit une fonction de ]−R,R[ dans C qui est de classe C∞.

De plus, la dérivée kème s’obtient en dérivant terme à terme :

ϕ(k)(x) =
∞∑

n=k

ann× (n− 1)× . . .× (n− k + 1)xn−k.

Démonstration. Pour tout N , la fonction ϕN définie par ϕN (x) =
∑N
n=1 anx

n est de classe C∞ sur R,
puisqu’il s’agit d’un polynôme. De plus, sa dérivée kème est donnée par

ϕ(k)(x) =
N∑

n=k

ann× (n− 1)× . . .× (n− k + 1)xn−k.

qui est une la somme partielle d’une série entière de rayon de convergence R, d’après le lemme 6.2.11.
Cette dernière série converge donc uniformément sur tout segment [−r, r] avec r < R. Par conséquent,
toutes les dérivées de la suite (ϕN )N∈N convergent uniformément vers les dérivées de ϕ sur [−r, r]. On
en déduit par le corollaire 6.1.6 que ϕ est de classe C∞ sur [−r, r] pour tout r < R, et par conséquent
sur ]−R,R[.

On remarquera que divers comportements sont possibles sur le cercle de convergence. Par exemple, la
série

∑∞
n=0 z

n a pour rayon de convergence 1 mais la série ne converge en aucun point du cercle |z| = 1

(en effet si |z| = 1, le terme général ne tend pas vers 0). À l’opposé, la série
∑

zn

n2 a également un
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rayon de convergence nul, mais cette fois-ci la série converge pour tous les complexes de module 1
(puisqu’alors

∣
∣ z

n

n2

∣
∣ = n−2 qui est le terme général d’une série convergente). On peut également touver

des situations intermédiaires : la série
∑

zn

n , de rayon 1 converge en tout les points du cercle unité sauf
en z = 1 (voir le corrollaire 3.3.4).

6.2.2 Quelles fonctions peuvent se représenter comme des séries entières ?

Définition 6.2.13. On dit qu’une fonction f est développable en série entière sur un intervalle ]α, β[ si
pour tout a de ]α, β[, il existe un voisinage V de a tel que pour tout x de V , on ait f(x) =

∑∞
n=0 an(x−

a)n.

Une question naturelle est de caractériser les fonctions développable en série entière. Une première
remarque est que les séries entières définissent des fonctions de classe C∞. Par conséquent, une fonction
développable en série entière est nécessairement de classe C∞.

Inversement, soit f une fonction de classe C∞ sur un intervalle ]α, β[. On se demande si f est
développable en série entière. Si c’était le cas, on aurait, sur un voisinage de tout point a de ]α, β[, :

f(x) =

∞∑

n=0

an(x− a)n,

et les dérivées successives de f seraient données par

f (k)(x) =

∞∑

n=k

n!

(n− k)!
an(x− a)n−k,

Par conséquent, en évaluant l’expression précédente en x = a, on aurait f (k)(a) = k!ak. Autrement dit,
le seul développement possible pour f est alors

∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n.

Ce développement correspond au développement de Taylor en a de la fonction f au point a, avec une
infinité de termes.

Par conséquent, une fonction de classe C∞ sera développable en série entière quand sa série de Taylor
converge et est égale à la fonction. On peut donc trouver des fonctions de classes C∞ qui ne sont pas
développables en série entière en se plaçant dans un des deux cas suivants :

— Le développement de Taylor de la fonction correspond à une série entière de rayon nul. Par
exemple, étant donné une suite de réels quelconques (an)n∈N, il est possible de construire une
fonction de classe C∞ dont la dérivée nième en 0 est donnée par an (nous ne détaillerons pas la
construction). Si f est la fonction ainsi associée à la suite ((n!)2)n∈N, la série de Taylor de f
est
∑∞
n=0 n!z

n, qui a un rayon de convergence nul.
— La série de Taylor a un rayon de convergence strictement positif, mais la somme de la série diffère

de la fonction f . Par exemple, la fonction f(x) = e−
1
x2 est de classe C∞ et toutes ses dérivées

sont nulles en zéro (exercice !). Sa série de Taylor en 0 est donc la série nulle, qui a un rayon de
convergence infini, mais qui ne cöıncide pas avec f .

En fait on peut caractériser les fonctions développables en série entière de la manière suivante :
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Propriété 6.2.14. Une fonction f :]−r, r[→ R de classe C∞ est développable en série entière sur ]−r, r[
si et seulement la proposition

∃M > 0, ∀n ∈ N, ∀x ∈]− r, r[, |f (n)(x)| ≤ Mn!

rn

est vérifiée.

Démonstration. Admis.

6.3 Séries de Fourier

On appelle série trigonométrique une série de la forme

∑

n∈Z

cne
int. (6.3)

On remarque que si une série trigonométrique définit une fonction de t (c’est-à-dire si la série converge
quel que soit t), alors cette fonction est nécessairement 2π-périodique. La théorie des séries de Fourier
tente de répondre à la question inverse : une fonction 2π-périodique peut-elle toujours être représentée
par une série de Fourier ?

Observons le calcul non justifié suivant :

∫ 2π

0

e−ikt
∞∑

n=−∞
cne

intdt =
∞∑

n=−∞
cn

∫ 2π

0

ei(n−k)tdt

= ck

∫ 2π

0

dt+
∑

n6=k
cn

∫ 2π

0

ei(n−k)tdt

= 2πck +
∑

n6=k
cn

[
ei(n−k)t

i(n− k)

]2π

0

= 2πck + 0. (6.4)

On remarque que si une série trigonométrique définit effectivement une fonction, et si tous les calculs
précédent sont justifiés, alors l’équation (6.4) montre que les coefficients cn peuvent être calculés par
intégration à partir de la fonction. On est donc amenés à la définition suivante.

Définition 6.3.1. Soit f une fonction 2π-périodique et Riemann-intégrable sur [0, 2π]. On appelle
série de Fourier associée à f la série trigonométrique

∑

n∈Z cn(f)e
int, où cn(f) est défini par

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt.

On remarquera que le calcul précédent peut être mené sur n’importe quel intervalle de largeur 2π :

Propriété 6.3.2. Pour une fonction f 2π-périodique et Riemann-intégrable sur [0, 2π], la valeur de

l’intégrale
∫ x0+2π

x0
f(t)dt ne dépend pas de x0.
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Démonstration. On va montrer que l’intégrale sur [x0, x0 + 2π] est égale à l’intégrale sur [0, 2π], ce qui
suffit pour démontrer la propriété. Pour cela, on écrit

∫ x0+2π

x0

f(t)dt =

∫ 0

x0

f(t)dt+

∫ 2π

0

f(t)dt+

∫ x0+2π

2π

f(t)dt

=

∫ 0

x0

f(t)dt+

∫ 2π

0

f(t)dt+

∫ x0

0

f(s+ 2π)ds

=

∫ 2π

0

f(t)dt

où la deuxième égalité a été obtenue à l’aide du changement de variable t = s+ 2π.

On remarquera que tout les théorème que nous présenterons resteront valides pour des fonctions T -
périodique, pour un T arbitraire. Pour se ramener au cas T = 2π, il suffira de faire le changement de
variables s = t× 2π

T .

6.3.1 Le cas des séries réelles

On peut remarquer que même si f est à valeurs réelles, la série (6.3) est une série à termes complexes.
Or, si on cherche à développer en série de Fourier une fonction à valeurs dans R, il est naturel de vouloir
une série à termes réels. Cela peut se faire en remplaçant les exponentielles complexes par des sinus et
cosinus. Plus précisément, on écrit

cn(f)e
int + c−n(f)e

−int = cn(f)(cos(nt) + i sin(nt)) + c−n(f)(cos(nt)− i sin(nt))

= an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt),

où l’on a posé

an(f) = cn(f) + c−n(f) et bn(f) = i(cn(f)− c−n(f)).

On peut calculer directement les coefficients an et bn comme intégrales de la fonction f .







an(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos(nt)dt, pour n ≥ 0,

bn(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sin(nt)dt, pour n ≥ 1.

(6.5)

Avec ces notations, la série de Fourier de f peut se récrire (pour l’instant formellement) comme

∑

n∈Z

cn(f)e
inx =

1

2
a0(f) +

∞∑

n=1

an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt). (6.6)

Certaines conventions utilisent plutôt le coefficient ã0(f) défini par

ã0(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)dt.
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La définition est alors moins symétrique, mais l’expression (6.6) se récrit alors

∑

n∈Z

cn(f)e
inx = ã0(f) +

∞∑

n=1

an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt),

et on n’a plus de facteur 1
2 devant le terme constant. On remarquera qu’il n’y a pas de coefficient b0(f).

Ces particularités viennent du fait que pour n = 0, les coefficients cn(f) et c−n(f) sont confondus.
Dans la suite, on ne parlera plus que des séries d’exponentielles complexes du type (6.3). Tout les

théorèmes énoncés seront encore valides pour une série de sinus et cosinus : en effet, le passage d’un
type de série à l’autre est un simple changement d’écriture, qui ne modifie pas fondamentalement le
comportement de la série.

On pourra remarquer que la parité d’une fonction se traduit sur les coefficients de Fourier. Plus
précisément :

Propriété 6.3.3. Soit f une fonction 2π-périodique et Riemann-intégrable sur [0, 2π].

— Si f est une fonction paire, alors cn(f) = c−n(f), ce qui s’écrit également bn(f) = 0.
— Si f est une fonction impaire, alors cn(f) = −c−n(f), ce qui s’écrit encore an(f) = 0.
— Si f est une fonction réelle, alors cn(f) = c−n(f), ce qui se revient à dire que les an(f) et

les bn(f) sont réel.
— Si f est une fonction imaginaire pure, alors cn(f) = −c−n(f), et les an(f) et les bn(f) sont

imaginaires purs.

Démonstration. Si f est paire, on a cn(f(t)) = cn(f(−t)). On remarque alors, en faisant le changement
de variables s = −t, que

cn(f(−t)) =
1

2π

∫ 2π

0

f(−t)e−intdt = 1

2π

∫ 2π

0

f(s)eintdt = c−n(f).

Les autres égalités se traitent de façon similaire.

6.3.2 Séries de Fourier et dérivabilité

Propriété 6.3.4. Si f est une fonction 2π-périodique de classe C1, alors on a l’équation

cn(f
′) = incn(f).

Le résultat reste vrai si f est seulement de classe C1 par morceaux et continue.

Démonstration. Il s’agit d’une simple intégration par parties :

∫ 2π

0

f(t)e−intdt =

[
f(t)e−int

−in

]2π

0

+

∫ 2π

0

f ′(t)
e−int

in
dt =

∫ 2π

0

f ′(t)
e−int

in
dt.

Les termes de bords s’annulent à cause de la 2π-périodicité.

Pour le cas d’une fonction C1 par morceaux et continue, on subdivise [0, 2π] en intervalles où la
fonction est de classe C1.
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Cette formule est la raison historique pour laquelle les séries de Fourier on été introduites. En effet,
la motivation initiale de Fourier était de résoudre l’équation décrivant l’évolution de la température d’un
solide, connue aujourd’hui sous le nom d’équation de la chaleur. Cette équation est donnée par

∂tf(t, x) = ∂x∂xf(t, x),

où f(t, x) est la température du solide au point x et à l’instant t et ∂x et ∂t désigne la dérivation par
rapport à t et x respectivement. Si on suppose que la température est 2π-périodique, on peut développer
en série de Fourier la fonction x 7→ f(t, x), pour tout t fixé. En notant cn(t) les coefficients de Fourier
correspondants, on obtient, grâce à la propriété 6.3.4, l’équation

c′n(t) = −n2cn(t),

que l’on sait résoudre explicitement. En résumé, l’équation de la chaleur prend une forme très simple
quand on regarde les coefficients de Fourier, ce qui a permis d’étudier ses solutions.

On peut donner une réciproque partielle à la propriété 6.3.4, c’est-à-dire une condition suffisante sur
les coefficients de Fourier pour que la fonction soit de classe C1.

Propriété 6.3.5. Soit (un)n∈N une suite telle que la série
∑

n∈Z nun soit absolument convergente. Alors
la série de Fourier

∑

n∈Z une
int définit une fonction 2π-périodique de classe C1.

Démonstration. Comme |un| ≤ |nun| dès que n 6= 0, la série
∑

n∈Z une
inx est elle aussi absolument

convergente. Les sommes partielles de cette série sont des fonctions de classe C1, dont les dérivées
sont les sommes partielles de la série

∑

n∈Z inune
inx, qui est absolument convergente. Il suffit ensuite

d’appliquer les propriétés 6.1.5 et 6.3.10 pour conclure.

Par récurrence, on déduit de la propriété 6.3.5 le corollaire suivant :

Corollaire 6.3.6. Si la suite un vérifie un = o(n−k) pour tout entier k, alors la série
∑

n∈Z une
inx

définit une fonction de classe C∞.

6.3.3 Structure Hilbertienne

La décomposition en séries de Fourier à une interprétation géométrique dans l’espace de dimension
infinie des fonctions de carrés intégrables.

Propriété 6.3.7. Si n 6= m, alors
∫ 2π

0

einte−imtdt = 0.

Si n = m, alors
1

2π

∫ 2π

0

einte−intdt = 1.

Autrement dit, la famille (eint)n∈Z constitue une famille orthonormée pour le produit scalaire défini
par

〈f, g〉 7→ 1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt.

Avec ce point de vue, on a alors
cn(f) =

〈
f, eint

〉
,



126 CHAPITRE 6. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

et l’approximation d’une fonction par sa série de Fourier devient alors très naturelle : en effet, si on veut
approcher une fonction donnée par un polynôme trigonométrique, une façon de faire est de prendre son
projeté orthogonal sur l’espace des polynômes trigonométriques de degré ≤ N . Ce projeté orthogonal
est donné par

SN (f)(t) =

N∑

n=−N

〈
f, eint

〉
eint =

N∑

n=−N
cn(f)e

int,

et on retrouve les sommes partielles de la série de Fourier de f .
On a équivalence entre l’intégrabilité du carré d’une fonction et la sommabilité des carrés de ses

coefficients de Fourier :

Théorème 6.3.8. Pour une fonction 2π-périodique Riemann-intégrable sur [0, 2π], les séries

∑

n∈Z

|cn(f)|2,
∞∑

n=1

|an(f)|2 et

∞∑

n=1

|bn(f)|2

sont convergentes. De plus, on a l’ égalité de Bessel-Parseval

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt =
∑

n∈Z

|cn(f)|2 =
|a0(f)|2

4
+

1

2

∞∑

n=1

|an(f)|2 + |bn(f)|2.

Enfin, la fonction f peut être vue comme la somme de sa série de Fourier au sens suivant :

lim
N,M→∞

∫ 2π

0

∣
∣
∣
∣
∣
f(t)−

M∑

n=−N
cn(f)e

int

∣
∣
∣
∣
∣

2

dt = 0. (6.7)

L’égalité de Bessel-Parseval est un équivalent infini-dimensionnel du théorème de Pythagore.
Selon l’égalité (6.7), une fonction Riemann-intégrable est égale à la somme de sa série de Fourier en

un certain sens. Toutefois, le fait que la limite (6.7) soit nulle n’implique pas que, pour un t donné la
série réelle

∑

n cn(f)e
int converge, ni que sa somme vaille f(t).

Démonstration. On a l’inégalité

0 ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣
∣
∣
∣
∣
f(t)−

N∑

n=−N
cn(f)e

int

∣
∣
∣
∣
∣

2

dt (6.8)

=
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt+ 1

2π

∫ 2π

0

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=−N
cn(f)e

int

∣
∣
∣
∣
∣

2

dt

− 1

2π

N∑

n=−N
cn(f)

∫ 2π

0

f(t)eintdt− 1

2π

N∑

n=−N
cn(f)

∫ 2π

0

f(t)e−intdt

=
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt+ 1

2π

∫ 2π

0

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=−N
cn(f)e

int

∣
∣
∣
∣
∣

2

dt− 2

N∑

n=−N
|cn(f)|2.
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De plus, en utilisant la propriété 6.3.7, on obtient en développant

1

2π

∫ 2π

0

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=−N
cn(f)e

int

∣
∣
∣
∣
∣

2

dt =
N∑

n=−N
|cn(f)|2.

Finallement, l’inégalité (6.8) se récrit

N∑

n=−N
|cn(f)|2 ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt.

La série
∑

n∈Z |cn(f)|2 est donc une série à termes positifs dont les sommes partielles sont majorées :
cette série converge. La définition de an(f) et bn(f) montre alors que les deux séries

∑

n≥1 |an(f)|2
et
∑

n≥1 |bn(f)|2 convergent aussi.
Les autres assertions sont une conséquence du fait (admis) que pour toute fonction 2π-périodique

Riemann-intégrable sur [0, 2π] et tout ε > 0, on peut trouver un polynôme trigonométrique q tel que :

∫ 2π

0

|f(t)− q(t)|2dt ≤ ε.

Une conséquence de ce théorème est qu’une fonction est caractérisée par ses coefficients de Fourier.

Corollaire 6.3.9. Soit f et g deux fonctions 2π-périodiques et Riemann-intégrables sur [0, 2π]. Si pour
tout n, on a cn(f) = cn(g), alors sont égales “presque partout”, au sens où on a l’égalité

∫ 2π

0

|f(t)− g(t)|2dt = 0. (6.9)

Notamment, si f et g sont continues par morceaux, on a f(t) = g(t) sauf éventuellement en un nombre
fini de points (les points de discontinuité de f ou g).

Démonstration. Par hypothèse, les coefficients de Fourier de la fonction f − g sont nuls, de sorte que
l’égalité de Bessel-Parceval appliquée à la fonction f − g prend la forme (6.9). Dans le cas où f et g sont
continues par moreaux, la fonction |f−g|2 est une fonction positive continue par morceaux et d’intégrale
nulle, de sorte que f(t)− g(t) est nulle sauf éventuellement aux discontinuités de f ou de g.

6.3.4 Convergence normale

Propriété 6.3.10. Soit (un)n∈Z une suite telle que la série
∑

n∈Z |un| soit convergente. Alors, la série
de fonctions

∑

n∈Z une
int converge uniformément vers une fonction f continue dont les coefficients

de Fourier sont donnés par
cn(f) = un.
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Démonstration. L’hypothèse faite sur les coefficients de la suite (un)n∈Z font que la série
∑

n∈Z une
int

est une série normalement convergente. Par conséquent, elle converge uniformément, et les termes de la
séries étant des fonctions continues, sa somme est une fonction continue.

Il reste à montrer que les coefficients de Fourier de f sont les cn. Pour cela, on remarque que dans
ce cas, le calcul (6.4) est justifié : en effet, comme la série converge uniformément, on peut intervertir la
somme infinie et l’intégrale. Le reste du calcul est direct.

Théorème 6.3.11. Si f est une fonction 2π-périodique de classe C1 par morceaux et continue, alors
la série de fonctions

∑

n∈Z

cn(f)e
int

converge uniformément vers f sur R (ou, de manière équivalente, sur [0, 2π]).

Démonstration. On va montrer que la proposition précédente s’applique. Les hypothèses faites sur la
fonction permettent d’appliquer la proposition 6.3.4, et on obtient en appliquant l’inégalité de Cauchy-
Schwarz

∑

n∈Z

|cn(f)| =
∑

n∈Z

∣
∣
∣
∣

1

n
cn(f

′)

∣
∣
∣
∣
≤
√
∑

n∈Z

1

n2

√
∑

n∈Z

|cn(f ′)|2 <∞.

La somme
∑

n∈Z |cn(f ′)|2 est finie en vertu du théorème 6.3.8, puisque la fonction f ′ est continue par
morceaux.

Un exemple de convergence uniforme est donné sur la figure 6.3, dans le cas de la fonction x 7→
(5− 4 cos(x))−1 dont le développement en série de Fourier est donné par

1

5− 4 cos(x)
=

1

3

∑

n∈Z

einx

2|n|
,

ce qui correspond bien à une convergence uniforme.

6.3.5 Convergence simple

On définit, pour une fonction continue par morceaux f donnée, la fonction f̃ suivante :

f̃(t) =

{

f(t) si f est continue en t
f(t−)+f(t+)

2 sinon,

où f(t+) et f(t−) désignent les limites respectivement à droite et à gauche de f en t. Cette fonction est
introduite en vue du résultat suivant :

Théorème 6.3.12 (Dirichlet). Si f est une fonction 2π-périodique de classe C1 par morceaux, alors
la suite de fonctions

SN (f) =

N∑

n=−N
cn(f)e

int

converge simplement vers f̃ sur R (ou, de manière équivalente, sur [0, 2π]).
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−2π −π 0 π 2π
0

1

Figure 6.3 – Convergence de 1
3

∑N
n=−N

einx

2|n| vers (5− 4 cos(x))−1. On a tracé les sommes partielles de
la séries pour N = 1, N = 3 et N = 5.

La différence entre le théorème 6.3.11 et le théorème 6.3.12, est que dans ce dernier, on ne suppose
pas que la fonction soit continue. Noter qu’une fonction peut très bien être C1 par morceaux sans être
continue.

On prêtera bien attention au fait qu’il faut effectuer la somme de façon symétrique (de −N à N).
En effet il existe des fonctions vérifiant les condition du théorème 6.3.12 telle que les deux séries

N∑

n=0

cn(f)e
int et

N∑

n=0

c−n(f)e
−int

divergent en certains points. La convergence des suites de −N à N correspond alors à un phénomène de
compensation. Autrement dit, la série est convergente, mais pas forcément absolument convergente, de
sorte que la limite peut dépendre de l’ordre de sommation. Par exemple, considérons la fonction f 2π-
périodique définie par f(t) = π − t si t ∈]0, 2π[ et f(0) = 0. On peut vérifier que la développement en
série de Fourier de f est donné par

∑

n6=0

eint

in
.

On remarque que les séries
∑

n≥1
eint

in et
∑

n≤−1
eint

in divergent en t = 0, alors que le théorème 6.3.12

assure que
∑N
n=1

eint

in + e−int

−in converge vers f(t) quand N tend vers +∞. Cette dernière convergence est
illustrée sur la figure 6.4.

Pour faire la preuve du théorème de Dirichlet, on va avoir besoin de la notion suivante :

Définition 6.3.13. Si f et g sont deux fonctions 2π-périodiques et Riemann-intégrables sur [0, 2π], on
définit leur produit de convolution f ∗ g par la formule

f ∗ g(t) = 1

2π

∫ 2π

0

f(s)g(t− s)ds.

On remarquera que pour tout t, la fonction s 7→ f(s)g(t − s) est Riemann-intégrable par la pro-
priété 5.1.13, de sorte que l’intégrale définissant f ∗ g a bien un sens.
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−2π −π 0 π 2π
0

π

−π

Figure 6.4 – Convergence simple de
∑N
n=1

eint−eint

in =
∑N
n=1

2 sin(nt)
n vers la périodisée de π − t (on a

affiché la somme de la série de Fourier pour N = 1, N = 4 et N = 10).

Propriété 6.3.14. Le produit de convolution est une application bilinéaire et commutatif : si f , g et h
sont trois fonctions 2π-périodiques et Riemann-intégrables sur [0, 2π], et si λ et µ sont deux réels, alors
on a les relations

f ∗ g = g ∗ f et (λf + µg) ∗ h = λ(f ∗ h) + µ(g ∗ h).

Démonstration. La bilinéarité vient de la linéarité de l’intégrale, la commutativité s’obtient par le chan-
gement de variables u = t− s dans la définition du produit de convolution.

L’intérêt de cette notion dans le cadre des séries de Fourier vient du fait que la somme partielle de la
série de Fourier peut s’exprimer comme un produit de convolution, comme expliqué dans la proposition
suivante.

Propriété 6.3.15. Soit f une fonction 2π-périodique et Riemann-intégrable sur [0, 2] On a les égalités

cn(f)e
int = eint ∗ f, SN (f)(t) =

(
N∑

n=−N
eint

)

∗ f.

Démonstration. La première égalité est un simple calcul. La deuxième s’obtient à partir de la première
grâce à la linéarité du produit de convolution.

La propriété 6.3.15 montre que le comportement asymptotique d’une série de Fourier va être relié
au comportement de la suite de fonctions (DN )N∈N appellée noyau de Dirichlet, définie par

DN (t) =

N∑

n=−N
eint.
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Propriété 6.3.16. On a l’expression

DN (t) =
sin
(
(N + 1

2 )t
)

sin
(
t
2

) . (6.10)

On remarquera que DN est une fonction π-périodique.

On remarquera que l’expression (6.10) se prolonge par continuité en 0 puisque

DN (t) =

(
N + 1

2

)
t+ o(t)

t
2 + o(t)

=
N + 1

2 + o(1)
1
2 + o(1)

= 2N + 1 + o(1).

Cela se voit aussi sur la définition de DN , puisque DN (0) =
∑N
n=−N e

in×0 = 2N + 1.

Démonstration. On effectue le calcul, en remarquant que la série définissant DN est une série trigo-
nométrique.

DN (t) =

N∑

n=−N
eint =

N∑

n=−N
(eit)n = e−iNt

ei(2N+1)t − 1

eit − 1
=
ei

t
2

ei
t
2

eiN+ 1
2 t − e−i(N+ 1

2 )t

ei
t
2 − e−i

t
2

=
sin
(
N + 1

2

)
t

sin t
2

.

Lemme 6.3.17 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [0, 2π].
Alors la suite (cn(f))n∈Z tend vers 0 quand n tend vers ∞ ou vers −∞. Plus précisément, on a

lim
λ→±∞

∫ 2π

0

f(t)e−iλtdt = 0.

Démonstration. On va commencer par faire la preuve dans le cas ou la fonction f est de classe C1. On
a alors, en intégrant par parties

∣
∣
∣
∣

∫ 2π

0

f(t)e−iλtdt

∣
∣
∣
∣
=

1

λ

∣
∣
∣
∣

∫ 2π

0

f ′(t)e−iλtdt

∣
∣
∣
∣
≤ 1

λ
sup
[0,2π]

|f ′| → 0.

Dans le cas général, le théorème 6.1.11 nous donne, pour tout ε > 0, l’existence un polynôme g tel

que
∫ 2π

0
|f(t)− g(t)|dt ≤ ε. Un polynôme étant de classe C1, on a

lim
λ→±∞

∣
∣
∣
∣

∫ 2π

0

g(t)e−iλtdt

∣
∣
∣
∣
= 0,

de sorte que

lim sup
λ→±∞

∣
∣
∣
∣

∫ 2π

0

f(t)e−iλtdt

∣
∣
∣
∣
≤ lim sup

λ→±∞

∣
∣
∣
∣

∫ 2π

0

f(t)e−iλtdt−
∫ 2π

0

g(t)e−iλtdt

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

∫ 2π

0

g(t)e−iλtdt

∣
∣
∣
∣

≤ ε+ lim sup
λ→±∞

∣
∣
∣
∣

∫ 2π

0

g(t)e−iλtdt

∣
∣
∣
∣

= ε.

On conclut par le fait que cette inégalité est vraie pour tout ε > 0.
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème de Dirichlet.

Preuve du théorème 6.3.12. On a l’égalité

∫ 2π

0

DN (t)dt =

N∑

n=−N

∫ 2π

0

eintdt = 2π.

De plus,la fonction DN est paire de sorte que l’on peut écrire

2π
(

SN (f)(t)− f̃(t)
)

=

∫ π

−π
DN (s)f(t− s)ds−

∫ π

−π
DN (s)f̃(t)ds

=

∫ π

0

DN (s)f(t− s)ds+

∫ 0

−π
DN (s)f(t− s)ds−

∫ π

−π
DN (s)f̃(t)ds

=

∫ π

0

DN (s)f(t− s)ds+

∫ π

0

DN (s)f(t+ s)ds−
∫ π

0

DN (s)(f(t−) + f(t+))ds.

On a donc écrit SN (f)(t)− f̃(t) comme l’intégrale sur [0, 2π] de Dn multiplié par une certaine fonction.
On écrit alors

2π
(

SN (f)(t)− f̃(t)
)

=

∫ π

0

sin

((

N +
1

2

)

s

)(

f(t+ s)− f(t+)

sin
(
s
2

) +
f(t− s)− f(t−)

sin
(
s
2

)

)

ds

=
1

2

∫ π

−π
sin

((

N +
1

2

)

s

)(

f(t+ s)− f(t+)

sin
(
s
2

) +
f(t− s)− f(t−)

sin
(
s
2

)

)

ds

=
1

4i

∫ π

−π
ei(N+ 1

2 )sg(s)ds+
1

4i

∫ π

−π
e−i(N+ 1

2 )sg(s)ds,

où l’on a posé

g(s) =
f(t+ s)− f(t+)

sin
(
s
2

) +
f(t− s)− f(t−)

sin
(
s
2

) .

Or, f étant de classe C1 par morceaux, on a les développements, en s > 0

f(t+ s) = f(t+) + f ′(t+)s+ o(s) et f(t− s) = f(t−)− f ′(t−)s+ o(s),

de sorte que la fonction g vérifie, au voisinage de 0,

g(s) =
(f ′(t+)− f ′(t−))s+ o(s)

s/2 + o(s)
= 2(f ′(t+)− f ′(t−)) + o(1).

La fonction g se prolonge donc par continuité en 0 et est donc continue par morceaux. Le lemme 6.3.17
montre donc que SN (f)(t)− f̃(t) tend vers 0 quand N → ∞.

6.4 Exercices

Exercice 6.1.
Les suites de fonctions suivantes convergent-elles simplement (pour n→ ∞) ?, uniformément ? On pourra
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considérer différents ensembles de définition.

xn ;
nx

1 + nx
;

1 + nx

n2 + x2
.

Exercice 6.2.
Les séries de fonctions suivantes convergent-elles simplement ?, uniformément ?, normalement ? On pourra
considérer différents ensembles de définition.

∑

e−nx ;
∑ 1

1 + x2n2
;
∑ 1

n2 + x2
.

Exercice 6.3.
Soit a un réel positif. Montrer que la suite des fonctions x 7→ (1+x/n)n converge uniformément vers ex

sur l’intervalle [−a, a].
Exercice 6.4.
Soit (Pn)n∈N une suite de polynômes qui converge uniformément sur R vers une fonction f .

1. Montrer que la suite (deg(Pn))n∈N est bornée.

2. En déduire que f est un polynôme.

Exercice 6.5.
On considère la série

∑
e−x

√
n.

1. Montrer que pour tout ε > 0, cette série converge uniformément sur [ε,∞[. On notera sa
somme f(x).

2. Montrer l’inégalité
∫ ∞

0

e−
√
ydy ≤ 1

N
f

(
1√
N

)

≤
∫ ∞

1/n

e−
√
ydy.

3. En déduire un équivalent simple de f en 0.

Exercice 6.6.
On va montrer l’égalité

∫ 1

0

x−x =
∞∑

n=1

n−n.

1. Montrer l’égalité
∫ 1

0

x−x =
∞∑

n=0

∫ 1

0

(−x log(x))n
n!

dx.

2. Montrer que
∫ 1

0

xn log(x)ndx = (−1)n(n+ 1)−(n+1)

∫ ∞

0

e−yyndy

(on pourra utiliser le changement de variable y = −(n+ 1) log(x)).

3. Montrer la relation
∫∞
0
e−yyndy = n!.

4. Conclure.
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Exercice 6.7.
Montrer que la série

∑
1

(x−n)2 converge pour tout x ∈ R \ Z. On note sa somme f(x). Montrer que la

fonction f est 1-périodique, et que la convergence de la série vers f est uniforme sur tout intervalle de
la forme [k + ε, k + 1− ε] avec k entier et ε > 0.

Exercice 6.8.
On considère la série

∑
n−x où x ∈ R.

1. Montrer que cette série converge dès que x > 1. Dans ce cas, on notera sa somme ζ(x).

2. Montrer que la série
∑ (ln(n))k

nx converge uniformément sur tout intervalle de la forme ]1 + ε,∞[,
avec ε > 0.

3. En déduire que la fonction ζ est de classe C∞ sur ]1,∞[.

4. Montrer l’inégalité
∫∞
1

dt
tx ≤ ζ(x) ≤ 1 +

∫∞
1

dt
tx .

5. En déduire un équivalent de ζ(x) pour x→ 1. Que vaut limx→∞ ζ(x) ?



Chapitre 7

Fonctions usuelles

La plupart des fonctions que l’on rencontre usuellement en analyse sont obtenue à partir de diverses
opérations sur des fonctions simples, principalement les polynômes, la fonction exponentielle et les
logarithmes.

Dans ce chapitre, on va donner les définitions et prouver les principales propriétés de ces fonctions.

7.1 Définitions

7.1.1 Les polynômes

Définition 7.1.1. On appelle fonction polynôme une fonction f définie sur R de la forme

f(x) =

n∑

k=0

akx
k, (7.1)

pour des réels (ak)k∈{0,...n}.

Propriété 7.1.2. Les polynômes sont des fonctions de classe C∞ de R dans R, et la dérivée de la
fonction polynôme f définie en (7.1) est la fonction polynôme donnée par

f ′(x) =
n∑

k=1

kakx
k−1.

Démonstration. Commençons par traiter le cas de la fonction x 7→ xk. Grâce à la formule du binôme,
on a, pour x et h des réels avec h 6= 0 :

(x+ h)k − xk

h
=

1

h

(
k∑

q=0

Cqkx
k−qhq − xk

)

=

k∑

q=1

Cqkx
k−qhq−1 = kxk−1 + h

k∑

q=2

Cqkx
k−qhq−2.

On a donc, dans la limite h → 0, le développement (x+h)k−xk

h = kxk−1 + o(1), de sorte que x 7→ xk

est dérivable de dérivée kxk−1. Par récurrence, la dérivée k + 1ème de xk est la fonction nulle qui est
de classe C∞. Les fonctions monômes x 7→ xk sont donc de classe C∞, et par combinaison linéaire, c’est
aussi le cas des fonctions polynômes.

135
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7.1.2 L’exponentielle

Définition 7.1.3. On appelle fonction exponentielle la fonction exp définie sur C par la série entière

exp(z) =

∞∑

n=0

zn

n!
. (7.2)

On peut vérifier en utilisant la propriété 6.2.6 que la série entière
∑

1
n!z

n a bien un rayon de conver-
gence infini, de sorte que la foncion exponentielle est effectivement définie sur C tout entier.

Comme les coefficients de la série entière définissant exp sont réels, la restriction à R de exp est une
fonction de classe C∞ à valeurs réelles. Son graphe est tracé en figure 7.1.

1

1

2

2

3

3

y
=
x

Figure 7.1 – Les graphes des fonctions exp et ln. Chaque graphe est le symétrique de l’autre par rapport
à la droite d’équation y = x.

Voici une propriété importante de l’exponentielle, qui aurait également pu servir de définition.

Propriété 7.1.4. La restriction à R de la fonction exponentielle est l’unique solution de l’équation
différentielle avec condition initiale :

{

y′ = y,

y(0) = 1.
(7.3)

Démonstration. On a clairement exp(0) = 1, et la propriété 6.2.12 de dérivation des série entières montre
que

exp′(x) =
∞∑

n=0

(
xn

n!

)′
=

∞∑

n=1

nxn−1

n!
=

∞∑

n=1

xn−1

(n− 1)!
= exp(x).
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La fonction exponentielle est donc bien solution de l’équation (7.3).
Pour montrer que l’exponentielle est l’unique solution de (7.3), on considère une solution y, et on va

montrer que y(x)e−x vaut 1, quel que soit le réel x. Pour cela, on dérive

(y(x)e−x)′ = y′(x)e−x + y(x)(−e−x) = y(x)e−x − y(x)e−x = 0.

Par conséquent, la fonction y(x)e−x est constante égale à y(0)e−0 = 1, ce qui achève la démonstration.

Une autre propriété qui caractérise l’exponentielle :

Propriété 7.1.5. La fonction exponentielle est l’unique fonction de R dans R vérifiant la proposition

∀a ∈ R, ∀b ∈ R, f(a+ b) = f(a)f(b), (7.4)

qui soit dérivable en 0 avec f ′(0) = 1.
De plus, la relation (7.4) est également vraie si a et b sont des nombres complexes.

La propriété (7.4) fait qu’il est naturel d’utiliser la notation exp(z) = ez. On notera aussi e = exp(1).

Démonstration. On a bien exp′(0) = 1, et le fait que la fonction exponentielle vérifie la proposition (7.4)
se déduit du calcul suivant :

∞∑

n=0

(a+ b)n

n!
=

∞∑

n=0

n∑

k=0

Ckn
n!
akbn−k =

∞∑

n=0

n∑

k=0

1

k!(n− k)!
akbn−k =

∞∑

k=0

∞∑

n=k

1

k!(n− k)!
akbn−k

=

∞∑

k=0

∞∑

n=0

1

k!n!
akbn

=

( ∞∑

k=0

1

k!
ak

)

×
( ∞∑

n=0

1

n!
bn

)

.

Ce calcul est justifié par la propriété 3.4.2 et le fait que la série (7.2) soit absolument convergente
pour z = a et z = b.

Pour montrons l’unicité, on va montrer qu’une fonction qui satisfait les hypothèses de la pro-
priété 7.1.5 est une solution de l’équation (7.3), qui admet une unique solution. Soit donc f une fonction
vérifiant les conditions de l’énoncé. Une telle fonction vérifie pour tout x réel f(x) = f(x+0) = f(x)f(0).
Comme f ′(0) = 1, la fonction f est non constante et il existe au moins un x0 pour lequel f(x0) 6= 0.
L’égalité f(x0) = f(0)f(x0) entrâıne donc f(0) = 1. Il ne reste qu’à montrer l’égalité f ′ = f , qui se
déduit du calcul suivant, pour a et h des réels, h 6= 0 :

f(a+ h)− f(a)

h
=
f(a)f(h)− f(a)

h
= f(a)

f(h)− 1

h
→h→0 f(a)f

′(0) = f(a).

Par conséquent, f est dérivable sur R et vérifie f ′ = f et f(0) = 1. Elle est donc solution de
l’équation (7.3), et on a alors f = exp.

Propriété 7.1.6. La fonction exp est à valeurs dans C∗. De plus, la restriction de exp à R est une
bijection de R dans ]0,∞[.
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Démonstration. Si il existe un élément z0 de C tel que ez0 = 0, alors pour tout z de C, on aurait, d’après
la proposition 7.1.5, ez = ez−z0 × ez0 = ez−z0 × 0 = 0. Or la fonction exponentielle n’est pas la fonction
nulle.

On a déja vu que l’exponentielle envoyait R dans ]0,∞[. De plus, comme exp′(x) = exp(x) > 0 la
fonction exponentielle est strictement croissante.

Pour montrer qu’il s’agit d’une bijection, il suffit, par le théorème des valeurs intermédiaires, de mon-
trer que les deux limites limx→−∞ ex et limx→∞ ex (qui existent par monotonie) valent respectivement 0
et ∞. Comme e−x = 1/ex, il suffit de montrer limx→∞ ex = ∞. Or, puisque e0 = 1 et exp′(0) = 1, il
existe α > 0 tel que eα > 1. Par conséquent,

lim
x→∞

ex = lim
n
enα = lim

n
(eα)n = ∞,

d’où le résultat.

7.1.3 Le logarithme

Définition 7.1.7. On appelle fonction logarithme néperien (ou plus simplement logarithme) la fonc-
tion ln :]0,∞[→ R réciproque de la fonction exp : R →]0,∞[. Cette fonction est bien définie en vertu
de la propriété 7.1.6.

Le graphe de ln est tracé sur la figure 7.1.

La proposition suivante aurait pu servir de définition à la fonction ln.

Propriété 7.1.8. La fonction ln est l’unique primitive de x 7→ 1/x s’annulant en 1.

Démonstration. L’unique primitive de x 7→ 1/x est la fonction F : x 7→
∫ x

1
dy
y . Il suffit de montrer

que F est la réciproque de l’exponentielle. Pour celà, on calcule, pour x ∈ R, avec le changement de
variable y = ez :

F (ex) =

∫ ex

1

dy

y
=

∫ x

0

ezdz

ez
=

∫ x

0

dz = x.

La fonction F est donc bien la fonction réciproque de l’exponentielle : F = ln.

La proposition suivante est une autre caractérisation de la fonction ln.

Propriété 7.1.9. La fonction ln est l’unique fonction de ]0,∞[ dans R vérifiant

∀a > 0, ∀b > 0, ln(ab) = ln(a) + ln(b),

qui soit dérivable en 1 avec f ′(1) = 1.

Démonstration. Montrons tout d’abord que ln vérifie les conditions de l’énoncé. Si a et b sont deux réels,
on a

eln a+ln b = eln aeln b = ab = eln(ab).

Comme les réels ln(ab) et ln(a)+ ln(b) on même image par la fonction exponentielle qui est bijective, ils
sont égaux. L’égalité ln′(1) = 1 vient du calcul de la dérivée d’une fonction réciproque (propriété 4.3.7).
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Il reste à montrer que si f est une fonction vérifiant les conditions de l’énoncé, alors f = ln. On
remarque tout d’abord que f(1) = f(1 × 1) = f(1) + f(1), de sorte que f(1) = 0. Ensuite, on écrit,
pour x > 0 et h ∈]− x,∞[,

f(x+ h)− f(x)

h
=
f(x) + f(1 + h/x)− f(x)

h
=
f(1 + h/x)

h
.

Or, comme f(1) = 0 et f ′(1) = 1, on a f(1 + h/x) = h/x + o(h), de sorte que f(1+h/x)
h = 1

x + o(1).
Autrement dit, f est dérivable sur ]0,∞[ avec f ′(x) = 1

x . La fonction f est donc une primitive de x 7→ 1/x
qui s’annule en 1, donc f = ln d’après la propriété 7.1.8.

7.1.4 Les puissances

On avait définit les fonctions puissance x 7→ xn pour x réel quelconque dans le cas où n est un
entier naturel. On peut l’étendre au cas n ∈ Z si on impose x 6= 0. La fonction exponentielle permet de
généraliser ces fonctions à un exposant réel quelconque en imposant x > 0.

Définition 7.1.10. Pour α un réel et x > 0, on définit xα par la formule

xα = exp(α lnx).

Cette notation est cohérente avec les notations exp(x) = ex et xn.

Propriété 7.1.11. Pour α un réel quelconque, la fonction fα définie sur ]0,∞[ par la formule

fα(x) = xα

est de classe C∞ sur ]0,∞[, et sa dérivée est donnée par

f ′α(x) = αxα−1

Cette proposition ne revient pas exactement à la propriété 7.1.2 car on n’a pas donné la même
définition pour xα dans le cas (x, α) ∈ R× N et dans le cas (x, α) ∈]0,∞[×R.

Démonstration. La fonction fα est d’après la définition 7.1.10 la composée de la fonction ln qui est C∞

sur ]0,∞[ et de la fonction exponentielle qui est C∞ sur R. La fonction fα est donc C∞ sur ]0,∞[ et
vérifie

f ′α(x) = α ln′(x) exp(α lnx) =
α

x
exp(α lnx) = α exp(− lnx) exp(α lnx) = α exp((α− 1) lnx) = αxα−1.

7.1.5 Les fonctions trigonométriques

Définition 7.1.12. Pour x un réel, on pose cos(x) = Re(eix) et sin(x) = Im(eix). Autrement dit on
a eix = cos(x) + i sin(x).

On pose également tan(x) = sin(x)
cos(x) , quand cos(x) 6= 0.

Les graphes des fonctions cos, sin et tan sont tracés sur la figure 7.2.
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−2π −3π/2 −π −π/2 π/2 π 3π/2 2π

−1

1

−2π −3π/2 −π −π/2 π/2 π 3π/2 2π

−1

1

−2π −3π/2 −π −π/2 π/2 π 3π/2 2π

−2

−1

1

2

Figure 7.2 – De haut en bas, les graphes des fonctions sin, cos et tan, sur l’intervalle [−2π, 2π].
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Propriété 7.1.13. Si x est réel, alors eix est de module 1. Notamment, on a la formule

∀x ∈ R, cos2(x) + sin2(x) = 1,

et les fonctions sin et cos sont à valeurs dans [−1, 1].

De plus, on a eix = e−ix, d’où

cos(x) =
eix + e−ix

2
et sin(x) =

eix − e−ix

2i
.

Démonstration. Si x est réel, on a

eix =
∞∑

n=0

(ix)n

n!
=

∞∑

n=0

ixn

n!
=

∞∑

n=0

(−ix)n
n!

= e−ix.

Par conséquent, |eix|2 = eixeix = eixe−ix = 1. On obtient alors 1 = |eix|2 = | cos(x) + i sin(x)|2 =
cos2(x) + sin2(x).

Comme eix est de module 1, l’image de la fonction x 7→ eix est incluse dans le cercle de centre 0 et
de rayon 1. En vertu de l’égalité |(eix)′| = |ieix| = 1, la longueur de la courbe (eit)t∈[0,x] est de x. Par
conséquent, le paramètre x correspond à la longeur de l’arc de cercle compris entre ei0 et eix (en tenant
compte du sens de rotation et du nombre de tours complets effectués).

i sin(x)
eix

cos(x)

ei(π+x)

tan(x)

ei(
π
2 −x)

ei(π−x)

e−ix

x

1

i

Figure 7.3 – Le cercle trigonométrique.
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Propriété 7.1.14. Les fonctions sin et cos sont de classe C∞ sur R, avec sin′ = cos et cos′ = − sin. La
fonction tan est de classe C∞ hors de l’ensemble des solutions de cos(x) = 0, et on a

tan′(x) = 1 + tan2(x) =
1

cos2(x)

Démonstration. Les fonctions sin et cos sont de classe C∞ car il s’agit des parties réelles et imaginaires
de la fonction x 7→ eix qui est de classe C∞. Les égalités sin′ = cos et cos′ = − sin découlent du calcul

cos′(x) + i sin′(x) = (eix)′ = ieix = − sin(x) + i cos(x).

Pour la tangente, on a
(
sin
cos

)′
= sin′ cos− cos′ sin

cos2 = cos2 +sin2

cos2 , et on utilise tan = sin / cos ou cos2 +sin2 ≡
1.

Propriété 7.1.15. Il existe un plus petit nombre strictement positif π tel que cos(π/2) = 0. On a
approximativement π = 3.141592....

Le nombre π vérifie l’égalité eiπ/2 = i, et donc e2iπ = i4 = 1.
Notamment, pour tout nombre complexe z et tout entier k, on a ez+2ikπ = ez. En particulier, les

fonction sin, cos et x 7→ eix sont 2π-périodiques.

Démonstration. Par définition du cosinus, on a cos(0) = 1 > 0. De plus la propriété 3.3.1 nous donne la
majoration

cos(2) ≤ 1− 22

2
+

24

24
= −1

3
< 0.

Par le théorème des valeurs intermédiaire, la fonction cos s’annule au moins une fois sur [0, 2]. Comme
cos(0) > 0, il existe bien un plus petit réel strictement positif x0 = π/2 avec cos(x0) = 0.

On a alors
1 = cos2(π/2) + sin2(π/2) = 0 + sin2(π/2).

Par conséquent sin(π/2) vaut soit 1 soit −1. Or, sin a une dérivée positive sur [0, π/2] si bien que
sin(π/2) > 0, d’où sin(π/2) = 1, et donc eiπ/2 = i. On a donc e2iπ = i4 = 1.

Propriété 7.1.16. Pour tout réel x, on a

1. sin(x) = sin(π − x) = − sin(π + x) = − sin(−x) ;
2. cos(x) = cos(−x) = − cos(π − x) = − cos(π + x) ;

3. tan(x) = tan(x+ π) = − tan(−x) = − tan(π − x) ;

4. cos
(
π
2 − x

)
= sin(x) et sin

(
π
2 − x

)
= cos(x).

Démonstration. Utiliser la formule ex+y = exey et les égalités eiπ = −1, eiπ/2 = i.

On a quelques formules pour modifier une expression incluant des fonctions trigonométriques. Il
ne faut pas les connâıtre par cœur, mais plutôt savoir qu’elles existe et être capable de les retrouver.
On peut toutes les montrer en utilisant la formule ei(x+y) = eixeiy, ainsi que les définitions cos(x) =
Re(eix) = (eix + e−ix)/2, sin(x) = Im(eix) = (eixie−ix)/2i et tan = sin / cos.

Propriété 7.1.17 (Angle somme). Pour tout réels x et y, on a les égalités (quand les quantités sont
définies)

— sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x) ;
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— cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y) ;

— tan(x+ y) = tan(x)+tan(y)
1−tan(x) tan(y) ;

— sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) ;
— cos(2x) = cos2(x)− sin2(x) = 1− 2 sin2(x) = 2 cos2(x)− 1 ;

— tan(2x) = 2 tan(x)
1−tan2(x) .

Propriété 7.1.18 (Linéarisation d’un produit). Pour tout réels x et y, on a les égalités (quand les
quantités sont définies)

— sin(x) cos(y) = 1
2 (sin(x+ y) + sin(x− y)) ;

— sin(x) sin(y) = 1
2 (cos(x− y)− cos(x+ y)) ;

— cos(x) cos(y) = 1
2 (cos(x+ y) + cos(x− y)).

Propriété 7.1.19 (Factorisation d’une somme). Pour tout réels x et y, on a les égalités (quand les
quantités sont définies)

— sin(x) + sin(y) = 2 sin(x+y2 ) cos(x−y2 ) ;

— cos(x)− cos(y) = 2 sin(x+y2 ) sin(x−y2 ) ;

— cos(x) + cos(y) = −2 cos(x+y2 ) cos(x−y2 ) ;

— tan(x) + tan(y) = sin(x+y)
cos(x) cos(y) .

Propriété 7.1.20 (Tangente de l’arc moitié). Pour tout réel x, on a les égalités

— cos(x) = 1−tan2(x/2)
1+tan2(x/2) ;

— sin(x) = 2 tan(x/2)
1+tan2(x/2) ;

— tan(x) = 2 tan(x/2)
1−tan2(x/2) .

7.1.6 Les fonctions trigonométriques réciproques

On peut définir des réciproques pour les fonctions trigonométriques, pour peu que l’on se restreigne
à un sous-intervalle de R :

Définition 7.1.21. — Pour tout k ∈ Z, la fonction sin induit une bijection

sin :
[

kπ − π

2
, kπ +

π

2

]

→ [−1, 1].

On note arcsin la réciproque à valeurs dans
[
−π

2 ,
π
2

]
:

arcsin : [−1, 1] →
[

−π
2
,
π

2

]

.

— Pour tout k ∈ Z, la fonction cos induit une bijection

cos : [kπ, (k + 1)π] → [−1, 1].

On note arcsin la réciproque à valeurs dans [0, π] :

arccos : [−1, 1] → [0, π] .
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— Pour tout k ∈ Z, la fonction tan induit une bijection

tan :
[

kπ − π

2
, kπ +

π

2

]

→ R.

On note arctan la réciproque à valeurs dans
[
−π

2 ,
π
2

]
:

arctan : R →
[

−π
2
,
π

2

]

.

Les graphes des trois fonctions arccos, arcsin et arctan sont tracés sur les figures 7.4 et 7.5.

−1

−1

1

1

π/2

π/2

π

π

y
=
x

−1

−1

1

1

π/2

π/2

−π/2

−π/2

y
=
x

Figure 7.4 – À gauche, les graphes des fonctions cos et arccos, à droite des fonctions sin et arcsin. Le
graphe d’une fonction et de sa réciproque sont symétriques par rapport à l’axe y = x.

Propriété 7.1.22. Les fonctions arcsin, arccos et arctan sont de classe C∞ respectivement sur ]−1, 1[,
]− 1, 1[ et R, et on a :

arcsin′(x) =
1√

1− x2
, arccos′(x) =

−1√
1− x2

, arctan′(x) =
1

1 + x2
.

Démonstration. On dérive l’égalité x = sin(arcsin(x)) valide pour tout x de ]− 1, 1[, et on obtient 1 =
arcsin′(x) cos(arcsin(x)). De plus, comme arcsin(x) ∈] − π/2, π/2[, on a cos(arcsin(x)) > 0 et l’égalité
cos2(y) + sin2(y) = 1 donne

cos(arcsin(x)) =

√

1− sin2(arcsin(x)) =
√

1− x2.

Finalement, on obtient 1 = arcsin′(x)
√
1− x2 d’où le résultat pour la fonction arcsin. Le raisonnement

est similaire pour les fonction arccos et arctan.
Les dérivées obtenues étant des fonctions de classe C∞, les fonction arcsin, arccos et arctan sont elles

aussi de classe C∞.

Propriété 7.1.23. Ces trois fonctions vérifient les formules suivantes, pour x tel que les quantités
soient définies :

arccos(x) + arcsin(x) =
π

2
, arctan

(
1

x

)

+ arctan(x) = signe(x)
π

2
.
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π/2

π/2

−π/2

−π/2

y
=
x

Figure 7.5 – Les graphes des fonctions tan et arctan.

De plus, pour x et y réels, on a

arctan(x) + arctan(y) = arctan

(
x+ y

1− xy

)

+ kπ,

où k = 1 si xy > 1 et x > 0 ; k = −1 si xy > 1 et x < 0 ; k = 0 si xy < 1.

Démonstration. Les dérivées de arccos et arcsin étant opposées, la fonction arccos+ arcsin est constante
égale à arccos(0) + arcsin(0) = π/2 + 0.

Par le calcul, on voit que la fonction arctan(1/x)+arctan(x) a une dérivée nulle. Cette fonction étant
définie sur R∗, elle est constante sur ]0,∞[ et sur ] − ∞, 0[. Les valeurs prises sur ces deux ensembles
peuvent se déduire des égalités arctan(1/1) + arctan(1) = 2 × π/4 et arctan(1/(−1)) + arctan(−1) =
2× (−π/4).

7.2 Développements en série entière et développements limités

7.2.1 Développement en série entière

On a les développements suivants au voisinage de 0, donnés avec leur rayon de convergence.

ez =

∞∑

n=0

1

n!
zn, R = ∞, (résolution de y′ = y)
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sin(z) =

∞∑

n=0

(−1)n+1

(2n+ 1)!
zn, R = ∞, (partie impaire de eiz)

cos(z) =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n!)
zn, R = ∞, (partie paire de eiz)

tan(z) = z+
1

3
z3+

2

15
z5+

17

315
z7+

62

2835
z9+..., R =

π

2
, (quotient

sin

cos
, pas de formule explicite simple)

1

1− z
=

∞∑

n=0

zn, R = 1, (série géométrique)

ln(1− z) =

∞∑

n=1

zn

n
, R = 1, (primitivation du précédent)

(1 + z)α =

∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
zn, R = ∞ si α ∈ N, R = 1 sinon (série de Taylor)

1

1 + z2
=

∞∑

n=0

(−1)nz2n, R = 1, (substitution z → −z2 dans
1

1− z
)

arctan(z) =

∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
z2n+1, R = 1, (primitivation du précédent)

arcsin(z) =

∞∑

n=0

∏n
k=1(2k − 1)

(2n+ 1)
∏n
k=1(2k)

z2n+1, R = 1, (primitivation de (1− z2)−1/2)

arccos(z) =
π

2
−

∞∑

n=0

∏n
k=1(2k − 1)

(2n+ 1)
∏n
k=1(2k)

z2n+1, R = 1, (primitivation de −(1− z2)−1/2).

7.3 Exercices

Exercice 7.1.
Exprimer les fonctions suivantes en fonction de sin(x) et cos(x) :

cos(2x) sin(3x), cos(4x), sin(5x).

Exercice 7.2.
Exprimer les fonctions suivantes à partir de sin(x), cos(x), sin(y) et cos(y).

cos(2x− y) sin(x+ y), cos(3x+ y) sin2(x− y).

Exercice 7.3.
Linéariser les expressions suivantes :

cos4(x), sin3(x), cos(x)3 sin2(x).
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Exercice 7.4.
Donner une expression des fonctions suivantes en fonction de tan(x) :

sin(x) cos(x)

sin2(x) + 1
,

cos2(x)

cos2(x)− sin4(x)
, cos4(x)− cos(x) sin3(x).

Exercice 7.5.
Donner une expression des fonctions suivantes en fonction de tan(x/2) :

1

cos(x) + tan(x)
,

1 + cos3(x)

cos2(x)
,

sin(x)

cos(x)− sin(x)
.

Exercice 7.6.
Calculer les intégrales suivantes. On pourra effectuer un changement de variables trigonométrique :
u = sin(x), u = cos(x), u = tan(x), ou u = tan(x/2).

∫ π

0

sinx

4− cos2 x
dx,

∫ π

0

sinx cosx

sin2 x+ 2 cos2 x
dx,

∫ a

0

dx

1 + sinx cosx
,

∫ 2π

0

dx

2 + cosx
.

Exercice 7.7.
Montrer l’égalité

2n
n−1∏

k=0

cos(2kx) =
sin(2nx)

sin(x)
.

Exercice 7.8.
Montrer que

∑

cos(±a1 ± a2 . . .± an) = 2n cos(a1) cos(a2) . . . cos(an),

où
∑

cos(±a1 ± a2 . . .± an) désigne la somme sur tout les choix de signes possibles.
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Chapitre 8

Équations différentielles

Une équation différentielle est une équation dont la quantité inconnue à déterminer est une fonction,
et faisant intervenir des dérivées de cette fonction.

Les équations différentielles permettent de modéliser divers phénomènes physiques. Une question
importante du point de vue mathématique est le caractère bien posé de ces équations : l’équation
admet-elle une solution ? Cette solution est elle unique ?

8.1 Existence et unicité des solutions

On appelle problème de Cauchy une équation de la forme
{

y′(t) = f(y(t), t),

y(t0) = y0.
(8.1)

Ici f est une fonction définie sur Ω× I où Ω est un ouvert de Rn et I est un intervalle ouvert de R. On a
aussi t0 ∈ I et y0 ∈ Ω. On est donc en présence d’une équation différentielle et d’une condition initiale.

Définition 8.1.1. On appelle solution de l’équation (8.1) un couple (J, y) où J est un sous-intervalle
de I contenant t0 et y est une fonction dérivable de J dans Rn, tel que l’on ait y(t0) = y0 et tel que
pour tout t de J on ait l’égalité y′(t) = f(y(t), t).

Graphiquement parlant, rechercher une solution de l’équation y′(t) = f(y(t), t) revient à trouver
une courbe dans l’espace des coordonnées (t, x) qui soit en tout point tangente au champ de vec-
teur (1, f(y, t)). En effet, on cherche la courbe (t, y(t)), dont la dérivée par rapport à t est (1, f(y(t), t).
Par exemple, sur la figure 8.1, on a représenté le champ de vecteur (1, y), ainsi que les deux solu-
tions y1(t) = 0.1et et y2(t) = −2et de l’équation y′ = y.

La fonction f(x, .) est définie sur un intervalle I, mais il est possible qu’une solution y de l’équation
ne puisse être définie que sur un sous-intervalle J de I. Donnons quelques définition pour préciser cela.

Définition 8.1.2. — Étant données deux solutions (J1, y1) et (J2, y2) de (8.1), on dit que (J1, y1)
prolonge (J2, y2) si on a J2 ⊂ J1 et si pour tout tout t de J2, on a y1(t) = y2(t).

— On dit qu’une solution (J, y) est maximale si la seule solution qui prolonge (J, y) est (J, y) elle-
même.

149
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Figure 8.1 – Le champ de vecteur associé à l’équation y′ = y, avec deux solutions.

— On dit qu’une solution (J, y) est globale si J = I. On remarquera qu’une solution globale est
nécessairement maximale.

Une remarque importante pour la suite est le fait qu’un couple (J, y) est solution de l’équation (8.1)
si et seulement si il vérifie l’équation

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(y(s), s)ds, (8.2)

pour tout t de J . L’équation (8.2) est appelée formulation intégrale de l’équation différentielle (8.1)
On va maintenant chercher un cadre d’hypothèses permettant d’assurer l’existence et l’unicité des

solutions d’une équation différentielle donnée.
On aura besoin de la définition suivante :

Définition 8.1.3. On dit qu’une fonction f définie sur Ω×I est localement Lipschitzienne en espace si
pour tout ensemble de la forme B̄(y0, r)× [t0−ε, t0+ε] contenu dans Ω×I, il existe une constante L > 0
telle

∀(y1, t), (y2, t) ∈ B(y0, r)×]t0 − ε, t0 + ε[, ‖f(y1, t)− f(y2, t)‖ ≤ L‖y1 − y2‖.

La propriété suivante donne un critère simple pour montrer qu’une fonction est localement Lipschit-
zienne :

Propriété 8.1.4. Soit f une fonction de classe C1 sur Ω× I. Alors f est localement Lipschitzienne en
espace.
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Démonstration. Soit (y, t) un point de Ω × I et ε > 0 tel que Vε = B̄(y, ε) × [t − ε, t + ε] soit contenu
dans Ω×I. L’ensemble Vε étant fermé et borné, la différentielle de f par rapport à y est bornée sur Vε, par
une constante notée L. Alors, par le théorème des accroissements finis, f est L-Lipschitzienne sur Vε.

Théorème 8.1.5 (Cauchy-Lipschitz). On suppose que la fonction f est continue et localement Lipschit-
zienne en espace. Alors le problème de Cauchy (8.1) admet une solution. De plus, si (J1, y1) et (J2, y2)
sont deux solutions, alors y1 et y2 cöıncident sur J1 ∩ J2.

La conséquence à retenir de ce théorème est la suivante :

Corollaire 8.1.6. On suppose que la fonction f est continue et localement Lipschitzienne en espace.
Alors l’équation (8.1) admet une unique solution maximale.

Démonstration. On considère l’ensemble S = {(J, y) solution de (8.1)}. On définit alors J̄ =
⋃

(J,y)∈S J ,

et on définit la fonction ȳ sur J̄ par :

ȳ(t) = y(t), où (J, y) ∈ S est tel que t ∈ J.

Cette définition a bien un sens, car si (J1, y1) et (J2, y2) sont deux solutions telles que t ∈ J1 ∩ J2, le
théorème de Cauchy-Lipschitz entrâıne que y1(t) = y2(t). La valeur de ȳ(t) ne dépend donc pas du choix
du couple (J, y).

Le couple (J̄ , ȳ) est bien une solution maximale de (8.1). En effet, pour tout t ∈ J̄ , ȳ est égale sur
un voisinage de t à une solution de (8.1). Enfin, si (J̃ , ỹ) est un prolongement de (J̄ , ȳ), on a (J̃ , ỹ) ∈ S,
de sorte que J̃ ⊂ J̄ , et les deux solutions sont alors égales, ce qui montre que (J̄ , ȳ) n’admet pas de
prolongement, et est donc maximale.

Nous allons maintenant passer à la preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz. On aura besoin du
lemme suivant :

Lemme 8.1.7. [Lemme de Grönwall] Soient α et β deux réels et soit f une fonction de [0, T ] dans R

vérifiant l’inégalité

f(t) ≤ α+ β

∫ t

0

f(s)ds (8.3)

pour tout t ∈ [0, T ]. Alors on a la majoration, pour t ∈ [0, T ]

f(t) ≤ αeβt.

Ce lemme peut se comprendre si l’on remarque que la relation (8.3) est une sorte de “formula-
tion intégrale” de l’“inéquation différentielle” y′ ≤ βy avec la condition y(0) ≤ α. La conclusion du
lemme 8.1.7 est que l’on peut comparer la fonction f avec la solution de l’équation y′ = βy, y(0) = α,
qui est donnée par αeβt.

Démonstration. On compare la fonction
∫ t

0
f(s)ds avec la fonction eβt : on calcule

(

e−βt
∫ t

0

f(s)ds

)′
= e−βt

(

f(t)− β

∫ t

0

f(s)ds

)

≤ e−βtα.
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En intégrant cette inégalité de 0 à t, on obtient

e−βt
∫ t

0

f(s)ds ≤ α
1− e−βt

β
.

On conclut alors en écrivant

f(t) ≤ α+ β

∫ t

0

f(s)ds ≤ α+ βeβtα
1− e−βt

β
= αeβt.

On peut maintenant finir la preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz.

Preuve du théorème 8.1.5. Pour simplifier, on va faire la preuve du théorème dans le cas où f est
globalement Lipschitzienne en espace, de constante de Lipschitz L et est définie sur Rn. De plus, par un
changement de variables, on se ramène à une équation posée sur [0, 1] avec une condition initiale y(0) =
y0.

— Unicité : Considérons deux solutions y et ỹ de l’équation définies sur deux intervalles I et Ĩ
contenant 0, et montrons qu’elles sont égales sur l’intervalle I ∩ Ĩ. Comme y et ỹ sont solutions,
on a

|y(t)− ỹ(t)| ≤
∫ t

0

|f(y(s), s)− f(ỹ(s), s)|ds ≤ L

∫ t

0

|y(s)− ỹ(s)|ds.

On applique alors le lemme 8.1.7 avec α = 0 pour obtenir y(t) = ỹ(t) pour tout t de I ∩ Ĩ.
— Existence : Montrons maintenant l’existence de la solution. Pour ce faire, on va utiliser une

solution approchée de l’équation (8.1). Tout d’abord on définit la suite (ȳn)n=0,...,N de la manière
suivante : {

ȳ0 = y0,

ȳn+1 = ȳn + 1
N f(ȳ

n, nN ) pour 0 ≤ n ≤ N − 1.

On définit alors la fonction ȳ(N) affine par morceaux sur la subdivision 0 < 1
N < 2

N < . . . < 1

qui vaut ȳk en k
N .

On va maintenant quantifier à quelle point la fonction ȳ(N) est une bonne approximation de la
solution de (8.1). Pour cela on estime la quantité e(N, t), appelée erreur de discrétisation définie
par

e(N, t) =

∣
∣
∣
∣
ȳ(N)(t)− y0 −

∫ t

0

f(ȳ(N)(s), s)ds

∣
∣
∣
∣
.

La quantité e(N, t) est nulle pour tout t et seulement si y(N) est solution de l’équation (8.1). On
va montrer que (e(N, t))N∈N tend vers 0, ce qui permettra de montrer que (y(N))N∈N tend vers
une solution. En découpant l’intervalle [0, t] en intervalle de longueur 1/N , on obtient

e(N, t) ≤
E(Nt)−1
∑

k=0

∣
∣
∣
∣
∣
ȳ(N)

(
k + 1

N

)

− ȳ(N)

(
k

N

)

−
∫ k+1

N

k
N

f(ȳ(N)(s), s)ds

∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
ȳ(N)(t)− ȳ(N)

(
E(Nt)

N

)

−
∫ t

E(Nt)
N

f(ȳ(N)(s), s)ds

∣
∣
∣
∣
∣
.
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En utilisant la définition de la suite (ỹn)0≤n≤N , on a

e(N, t) =

E(Nt)−1
∑

k=0

∫ k+1
N

k
N

∣
∣
∣
∣
f

(

ȳ(N)

(
k

N

)

,
k

N

)

− f(ȳ(N)(s), s)

∣
∣
∣
∣
ds

+

∫ t

E(Nt)
N

∣
∣
∣
∣
f

(

ȳ(N)

(
E(Nt)

N

)

,
k

N

)

− f(ȳ(N)(s), s)

∣
∣
∣
∣
ds

≤
N−1∑

k=0

∫ k+1
N

k
N

∣
∣
∣
∣
f

(

ȳ(N)

(
k

N

)

,
k

N

)

− f(ȳ(N)(s), s)

∣
∣
∣
∣
ds.

Fixons un η > 0, par uniforme continuité, il existe un entier n0 tel que pour N ≥ n0, si |t−s| ≤ 1
N

et |z − z̃| ≤ L
N , on a |f(z, t)− f(z′, s)| ≤ η. Par conséquent, pour N ≥ n0, on a

sup
t∈[0,1]

e(N, t) ≤
N−1∑

k=0

∫ k+1
N

k
N

∣
∣
∣
∣
f

(

ȳ(N)

(
k

N

)

,
k

N

)

− f(ȳ(N)(s), s)

∣
∣
∣
∣
ds ≤

N−1∑

k=0

∫ k+1
N

k
N

ηds = η.

Par conséquent supt∈[0,1] e(N, t) tend vers 0 quand N tend vers ∞.

On va montrer que la suite de fonction yN (t) converge uniformément vers une limite que nous
noterons y. Pour cela, on va montrer que pour tout t la suite (yN (t))N∈N est de Cauchy.
On a

|yN (t)− yM (t)| ≤ |e(N, t)− e(M, t)|+
∣
∣
∣
∣

∫ t

0

f(yN (s), s)ds−
∫ t

0

f(yM (s), s)ds

∣
∣
∣
∣

≤ |e(N, t)|+ |e(M, t)|+
∫ t

0

|f(yN (s), s)− f(yM (s), s)|ds

≤ |e(N, t)|+ |e(M, t)|+ L

∫ t

0

|yN (s)− yM (s)|ds.

On peut alors appliquer le lemme 8.1.7 pour obtenir

|yN (t)− yM (t)| ≤ (|e(N, t)|+ |e(M, t)|)eLt. (8.4)

Cette inégalité signifie que la suite (yN (t))N∈N est de Cauchy, et converge donc vers une li-
mite y(t). De plus, en passant à la limite M → ∞ dans (8.4), on voit que la convergence est
uniforme en t. Par conséquent, la fonction y est continue.
Si on passe à la limite dans

∣
∣
∣
∣
yN (t)− y0 −

∫ t

0

f(yN (s), s)ds

∣
∣
∣
∣
≤ e(N, t),

on obtient ∣
∣
∣
∣
y(t)− y0 −

∫ t

0

f(y(s), s)ds

∣
∣
∣
∣
= 0.

La fonction y est donc bien une solution de l’équation (8.1).
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8.2 Quelques exemples

8.2.1 L’équation y
′
= y

2

La fonction y 7→ y2 est de classe C1, par conséquent, le théorème de Cauchy-Lipschitz s’applique,
et cette équation définit une unique solution maximale, pour toute condition initiale. Cherchons cette
solution sous la condition y(0) = λ. Comme la fonction f ne dépend ici pas du temps, on pourra se
ramener à partir de là à n’importe quelle condition initiale.

Traitons tout d’abord le cas λ = 0. On remarque que la fonction nulle y(t) = 0 est bien solution de
l’équation. Il s’agit donc de l’unique solution de l’équation. De plus, elle est définie sur R, c’est-à-dire
qu’elle est globale.

Supposons maintenant λ 6= 0. Par continuité de la solution y, on sait que y est non nulle au moins
sur un voisinage de t = 0. (note 1) On peut alors diviser par y sur ce voisinage de 0, où l’on obtient la

relation y′

y2 = 1. Or y′

y2 = −
(

1
y

)′
. En intégrant on a la relation

− 1

y(t)
= − 1

λ
+ t.

On a donc

y(t) =
λ

1− λt
.

Cette solution est définie sur ] 1λ ,∞[ si λ < 0 et sur ] − ∞, 1
λ [ si λ > 0. Dans les deux cas, la solution

maximale n’est pas globale.
Sur la figure 8.2, on a représenté le champ de vecteur (1, y2) correspondant à l’équation y′ = y2,

ainsi que les deux solutions correspondant à λ1 = −2 et λ2 = 1.

8.2.2 L’équation y
′
=

√

|y|
La fonction y 7→

√

|y| est de classe C1 sur R∗, mais pas sur R. Par conséquent, on aura existence et
unicité de la solution de l’équation pour une condition initiale y(0) = λ avec λ 6= 0, jusqu’à un éventuel
instant t où y(t) vaudra 0.

En effet, considérons, comme précédemment, la solution de l’équation vérifiant y(0) = λ et dont on
sait qu’elle ne s’annulle pas sur un voisinage de t = 0. On a la relation

y′
√

|y|
= 1,

mais y′√
|y|

vaut 2signe(y)
(√

|y|
)′
, de sorte que, en intégrant, on ait

2
√

|y(t)| = 2
√

|λ|+ signe(y)t.

On en déduit l’expression

y(t) =

{

( t2 +
√
λ)2, défini sur ]− 2

√
λ,∞[ dans le cas λ > 0,

−(− t
2 +

√
−λ)2, défini sur ]−∞, 2

√
−λ[ dans le cas λ < 0.

(note 1). En fait, on sait même que la solution ne s’annulera jamais : en effet, par unicité, la seule solution qui puisse s’annuler
est la solution nulle, mais cette solution ne peut pas vérifier la condition y(0) = λ.
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Figure 8.2 – Le champ de vecteur associé à l’équation y′ = y2, avec deux solutions.

On remarque que dans ces deux cas, la fonction peut être prolongée au-delà de son ensemble de définition
par la fonction nulle.

En récapitulatif, l’ensemble des solutions de y′ =
√

|y| peut exactement être décrit de la manière
suivante : on fixe deux éléments a et b de [−∞,∞] avec a ≤ b, et on pose

yba(t) =







− (t−a)2
4 si t ≤ a ;

0 si a ≤ t ≤ b ;
(t−b)2

4 si b ≤ t.

Alors les solutions de y′ =
√

|y| sont exactement les fonctions de la forme yba, où a et b sont deux
éléments de [−∞,∞] vérifiant a ≤ b

Sur la figure 8.3, on a représenté le champ de vecteur (1,
√

|y|) ainsi que les solutions yba correspondant
aux couples (a, b) = (−2,−1) et (a, b) = (0.5,∞).

8.3 Le cas des équations d’ordre supérieur

On appelle équation différentielle d’ordre n une équation de la forme

y(n) = f(y, y′, y′′, . . . , y(n−1), t), (8.5)

où f est une fonction de Ω × Rd × . . . × Rd × I dans Rd, où Ω est un ouvert de Rd,. La variable y vit
ici dans Rd. Il est en fait simple de ramener ce type d’équation à une équation d’ordre 1 en augmentant
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Figure 8.3 – Le champ de vecteur associé à l’équation y′ =
√

|y|, avec deux solutions.

la dimension du problème. En effet, on pose z = (y, y′, . . . , y(n−1)). La nouvelle variable z vit alors
dans (Rd)n = Rnd.

On remarque alors que la fonction y est solution de l’équation différentielle (8.5) si et seulement si z
est solution de

z′ = f(z, t).

On peut alors appliquer les résultats de la partie précédente pour les équations d’ordre 1. On remarque
notamment que la condition initiale z(t0) = z0 se traduira sur y par une condition de la forme

y(t0) = y0, y′(t0) = y
(1)
0 , . . . , y(n− 1)(t0) = y

(n−1)
0

où le n-uplet (y0, y
(1)
0 , . . . , y

(n−1)
0 ).

Par conséquent, un problème de Cauchy sur une équation d’ordre n doit, pour être bien posé, porter
sur les valeurs de la fonction et de ses n− 1 premières dérivées en un point donné :

Théorème 8.3.1. Soit Ω un ouvert de Rd et soit f une fonction de Ω × Rd × . . . × Rd × I dans Rd,
continue et localement Lipschitzienne en les variables d’espace (celles qui vivent dans Ω×Rd× . . .×Rd).
Soient y0 ∈ Ω, y1 ∈ Rd,...,yn−1 ∈ Rd et t0 ∈ I.

Alors l’équation
y′(t) = f(y(t), y′(t), . . . , yn−1(t), t)

avec la condition intiale

y(t0) = y0, y′(t0) = y1, . . . y(n−1)(t0) = yn−1

admet une unique solution maximale.
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8.4 Le cas linéaire

Un cas simple et courant en pratique est le cas des équations différentielles linéaires, c’est-à-dire
pour lequel la fonction f qui apparâıt dans l’équation (8.1) est affine par rapport à y. Autrement dit, il
s’agit des problèmes de Cauchy de la forme

{

y′(t) = A(t)y(t) + b(t),

y(t0) = y0,
(8.6)

où y0 est un élément de Rn, b est une fonction de I dans Rn et A est une fonction de I dans Rn×n,
l’espace des matrices carrées de taille n.

Propriété 8.4.1. Si les fonctions A et b sont continues sur I, alors le système (8.6) admet une
unique solution maximale. De plus, cette solution est définie sur I tout entier.

Démonstration. L’équation (8.6) peut se met sous la forme (8.1) si on pose f(y, t) = A(t)y + b(t). Il
suffit donc de montrer que l’on peut appliquer le théorème de Cauchy-Lispchitz dans notre cadre.

Si les fonctions A et b sont continues sur I, alors elles sont bornées sur tout segment de I. Par
conséquent, si y et z sont deux points de Rd on a

‖(Az + b)− (Ay + b)‖ = ‖A(z − y)‖ ≤ C‖z − y‖

pour une certaine constante C, de sorte que la fonction de Rn dans Rn donnée par y 7→ Ay + b
est globalement Lipschitzienne. Le théorème de Cauchy-Lipschitz montre alors qu’il existe une unique
solution.

La résolution de l’équation (8.6) passe par la résolution de l’équation suivante, appelée équation
homogène associée à (8.6) :

{

y′(t) = A(t)y(t),

y(t0) = y0,
(8.7)

En effet, on a le résultat suivant :

Propriété 8.4.2. L’ensemble SA,0 des solutions de l’équation homogène y′(t) = A(t)y(t) est un
espace vectoriel, et l’application y0 7→ y qui à une condition initiale y0 associe la solution y de (8.7)
est linéaire.
L’ensemble SA,b des solutions de l’équation y′(t) = A(t)y(t)+ b(t) est un espace affine dirigé par SA,0.
Plus précisément, si ỹ ∈ SA,b, alors on a

SA,b = {ỹ + z, z ∈ SA,0}.

Autrement dit, pour trouver toutes les solutions de l’équation y′(t) = A(t)y(t)+b(t), il suffit d’exhiber
une solution de cette équation. Les autres solutions s’en déduisent en ajoutant les solutions de y′(t) =
A(t)y(t).
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Démonstration. Si y et z sont dans SA,0, alors on a bien (y + z)′(t) = A(t)(y(t) + z(t)). De même,
si λ ∈ R, on a bien (λy)′(t) = A(t)(λy)(t). Les fonction y + z et λy sont bien dans SA,0, qui est donc
un espace vectoriel. Ensuite, on voit que la solution dépend linéairement de la condition initiale sur la
relation (y + z)(t0) = y0 + z0 et (λy)(t0) = λy0.

Si y et z sont dans SA,b, alors on a

(y − z)′(t) = (A(t)y(t) + b(t))− (A(t)z(t) + b(t)) = A(t)(y(t)z(t)).

La fonction y − z est donc dans SA,0. Autrement dit SA,b est un espace affine dirigé par SA,0.

Définition 8.4.3. Pour s un élément de I, on note Rs la solution de l’équation différentielle à valeurs
dans Rn×n {

R′
s(t) = A(t)Rs(t),

Rs(s) = In,
(8.8)

où In est la matrice identité de taille n. La famille de matrice (Rs(t))(s,t)∈I2 est appelée résolvante de
l’équation (8.6).

Comme son nom l’indique, la résolvante permet de résoudre l’équation (8.6) :

Propriété 8.4.4. La solution de l’équation (8.6) est donnée par

∀t ∈ I, y(t) = Rt0(t)y0.

De plus, la matrice Rt0(t) est inversible, quel que soit t ∈ I.

Démonstration. Par unicité, il suffit de vérifier que la fonction donnée est bien solution. On a bien y(t0) =
Rt0(t0)y0 = Iy0 = y0. De plus y′(t) = R′

t0(t)y0 = A(t)Rt0(t)y0 = A(t)y(t). La fonction y est bien la
solution cherchée.

Soit t ∈ I. Pour montrer que la matrice Rt0(t) est inversible, il suffit de montrer que si Rt0(t)y0 = 0,
alors y0 = 0. Si on suppose Rt0(t)y0 = 0, cela signifie que la solution y s’annule en t. Comme la fonction
nulle est solution de y′ = Ay, par unicité, on en déduit que Rt0(s)y0 est nul quel que soit s. Par
conséquent, y0 = Rt0(t0)y0 = 0, et on a bien y0 = 0. La matrice Rt0(t) est inversible.

La propriété 8.4.4 signifie que la matrice Rs(t) envoie la position de y à l’instant s sur la position
de y à l’instant t. À partir de cette observation, il est naturel que la résolvante vérifie la relation de
composition suivante :

Propriété 8.4.5. Soit t, s et u trois éléments de I. On a la relation

Ru(t) = Rs(t)Ru(s).

Notamment, on a Rt(s)
−1 = Rs(t).

Démonstration. Comme (Rs(t))t∈I est l’unique solution de (8.8), il suffit pour conclure de montrer
que (Ru(t)Ru(s)

−1)t∈I est également solution.

Or, on a Ru(s)Ru(s)
−1 = In, et (Ru(t)Ru(s)

−1)′ = A(t)Ru(t)Ru(s)
−1, d’où la conclusion.
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Maintenant que l’on sait exprimer les solutions de y′ = Ay, on va chercher à en déduire les solutions
de y′ = Ay + b. Une méthode est la méthode dite de la “variation de la constante”, qui consiste à
remplacer le vecteur constant y0 dans l’expression Rt0(t)y0 par un vecteur non-constant. On cherche
donc les solutions de y′ = Ay + b sous la forme Rt0(t)ỹ0(t). La question est : quelles conditions doit
satisfaire ỹ0(t) pour que Rt0(t)ỹ0(t) soit solution de y′ = Ay + b ? En remplaçant dans l’équation on
obtient

(Rt0(t)ỹ0(t))
′ = A(t)Rt0(t)ỹ0(t) + b(t),

ce qui se récrit

A(t)Rt0(t)ỹ0(t) +Rt0(t)ỹ
′
0(t) = A(t)Rt0(t)ỹ0(t) + b(t),

et après simplification, on obtient

ỹ′0(t) = Rt0(t)
−1b(t) = Rt(t0)b(t).

Enfin, pour satisfaire la condition initiale y(t0) = y0, comme y(t0) = Rt0(t0)ỹ0(t0) = ỹ0(t0), on doit
avoir ỹ0(t0) = y0. Au final, on trouve que ỹ0 est donné par

ỹ0(t) = y0 +

∫ t

t0

Rs(t0)b(s)ds.

On a finalement

Rt0(t)ỹ0(t) = Rt0(t)y0 +

∫ t

t0

Rt0(t)Rs(t0)b(s)ds = Rt0(t)y0 +

∫ t

t0

Rs(t)b(s)ds.

Ces calculs nous ont permis de démontrer la propriété suivante :

Théorème 8.4.6 (Formule de Duhamel, ou “variation de la constante”). La solution de l’équation (8.6)
est donnée par

y(t) = Rt0(t)y0 +

∫ t

t0

Rs(t)b(s)ds.

Dans le cas où la famille (A(t))t∈I commute on a une formule explicite pour la solution Rs(t) de
l’équation (8.8) :

Propriété 8.4.7. Si pour tous éléments t et s de I on a A(s)A(t) = A(t)A(s), alors la solution de
l’équation (8.8) est donnée par

Rs(t) = e
∫

t

s
A(u)du.

La définition de l’exponentielle d’une matrice est la suivante :

Propriété 8.4.8. Soit A une matrice carrée. Pour tout 1 ≤ i, j ≤ n, la série
∑

1
n! (A

n)ij est convergente.
La matrice eA définie par

eA =

∞∑

n=0

1

n!
An (8.9)

est appelée exponentielle de la matrice A.
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Démonstration. Notons ‖A‖ = maxni=1

∑n
j=1 |Aij |. On a

‖AB‖ =
n

max
i=1

n∑

j=1

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

AikBkj

∣
∣
∣
∣
∣
≤ n

max
i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

|Aik||Bkj | =
n

max
i=1

n∑

k=1

|Aik|





n∑

j=1

|Bkj |





≤
(

n
max
i=1

n∑

k=1

|Aik|
)


n

max
k=1

n∑

j=1

|Bkj |





= ‖A‖ × ‖B‖.
Notamment, pour tout n, on a ‖An‖ ≤ ‖A‖n. De plus, on remarque que pour tout i, j, on a |Aij | ≤ ‖A‖.
On peut donc faire la majoration

∞∑

n=0

∣
∣
∣
∣

1

n!
(An)ij

∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

n=0

1

n!
‖An‖ ≤

∞∑

n=0

1

n!
‖A‖n = e‖A‖ <∞.

Par conséquent, la série définissant le (i, j)-ème coefficient de la matrice eA est absolument convergente,
de sorte que la définition de eA a bien un sens.

Pour prouver la proposition 8.4.7, on va avoir besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 8.4.9. Si A et B sont deux matrices qui commutent (c’est-à-dire si AB = BA), alors on a

eA+B = eAeB .

Démonstration. Comme les matrices A et B commutent, on a

(A+B)n =

n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
AkBn−k.

On peut donc écrire

2N∑

n=0

1

n!
(A+B)n −

(
N∑

n=0

1

n!
An

)(
N∑

n=0

1

n!
Bn

)

=
2N∑

n=0

n∑

k=0

AkBn−k

k!(n− k)!
−

∑

0≤n,k≤N

AkBn

k!n!
(8.10)

=
2N∑

k=0

2N−k∑

n=0

AkBn

k!n!
−

∑

0≤n,k≤N

AkBn

k!n!

=
∑

N<n,k≤2N

n+k≤2N

AkBn

k!n!
.

Par conséquent, d’une part le membre de gauche de (8.10) converge vers eA+B − eAeB , d’autre part ses
coefficients sont majorés par

∑

N<n,k≤2N

n+k≤2N

‖A‖k‖B‖n
k!n!

≤
∞∑

k=N

∞∑

n=N

‖A‖k‖B‖n
k!n!

→N 0.

On a donc bien eA+B = eAeB .
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Lemme 8.4.10. Si (An)n∈N est une suite de matrice convergeant vers 0, alors la suite de terme général

eAn − I −An
‖An‖

converge vers 0.

Démonstration. Par définition de l’exponentielle, on a

∥
∥
∥
∥

eAn − I −An
‖An‖

∥
∥
∥
∥
=

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

k=2

1

k!

Akn
‖An‖

∥
∥
∥
∥
∥
≤

∞∑

k=2

1

k!
‖An‖k−1 =

e‖An‖ − 1− ‖An‖
‖An‖

→n 0,

ce qui achève la démonstration.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition 8.4.7.

Preuve de la proposition 8.4.7. Comme la famille (A(t))t∈I commute, c’est également le cas des ma-

trices
∫ t

s
A(u)du et

∫ t+h

t
A(u)du. On a donc

1

h
(e

∫
t+h

s
A(u)du − e

∫
t

s
A(u)du) =

1

h
(e

∫
t+h

t
A(u)du − I)e

∫
t

s
A(u)du

=
1

h

(

e
∫

t+h

t
A(u)du − I −

∫ t+h

t

A(u)du

)

e
∫

t

s
A(u)du

+
1

h

∫ t+h

t

A(u)due
∫

t

s
A(u)du

→ 0 +A(t)e
∫

t

s
A(u)du.

On a donc bien
(

e
∫

t

s
A(u)du

)′
= A(t)e

∫
t

s
A(u)du. La matrice e

∫
t

s
A(u)du vérifie donc la même équation que

la résolvante, et par unicité de la solution, il s’agit effectivement de la résolvante.

La famille des (A(t))t∈I commute dans au moins deux cas courants :
— Si (A(t))t∈I est une matrice constante A(t) = A0 pour tout t, alors on a bien A(t)A(s) = A2

0 =
A(s)A(t) et on a

Rs(t) = e(t−s)A0 .

— Si le problème est posé en dimension n = 1, une matrice A(t) est en fait réduite à un nombre
réel, et on a bien A(t)A(s) = A(s)A(t).

8.5 Exercices

Exercice 8.1.
Résoudre les équations différentielles suivantes :

y′′ + y = 0, y′′ + 2y′ + y = 0, y′′ + y =
1

t
,
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Exercice 8.2.
Résoudre les systèmes suivants :

{

x′ = y,

y′ = −2x+ 3y,

{

x′ = x+ y,

y′ = −x− y,

Exercice 8.3.
Donner les solutions maximales de l’équation différentielle

y′ + y = yn.

On pourra chercher une équation différentielle satisfaite par z = yα, pour une valeur de α bien choisie.

Exercice 8.4.
Trouver toutes les solutions maximales des équations différentielles suivantes :

t3y′ = −y3, ty′ = 2y − 2.

Exercice 8.5.
On considère l’équation différentielle avec condition initiale :







θ′′ = sin(θ),

θ(0) = θ0,

θ′(0) = θ1.

1. Montrer que pour toutes valeurs de (θ0, θ1), cette équation admet une unique solution globale.

2. Montrer que la quantité θ′2/2− cos(θ) est constante au cours du temps.

3. En déduire les différents comportements possibles pour la solution de l’équation, en fonction de θ0
et θ1.

Exercice 8.6.
Quelles sont les solutions maximale de l’équation différentielle

y′′ + y =

∞∑

n=0

an cos(nx),

où
∑
an est une série absolument convergente ?



Chapitre 9

Convexité

9.1 Fonctions convexes

Dans toute ce chapitre, sauf mention explicite, I désignera un intervalle ouvert de R.

9.2 Définition

Définition 9.2.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que f est convexe si
pour tout x et y éléments de I et pour tout λ dans [0, 1], on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Si −f est convexe, on dit que f est concave.

Cette inégalité exprime le fait que la courbe de f est partout au-dessous de ses arcs (voir figure 9.1).

A

x

λf(x) + (1− λ)f(y)

B

λx+ (1− λ)y

C

y

Figure 9.1 – Convexité d’une fonction.

En récrivant la définition de convexité, on obtient la proposition suivante, qui traduit le fait que sur
la Figure 9.1, les pentes des droites (AB), (AC) et (BC) sont ordonnées dans l’odre croissant.

163
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Propriété 9.2.2 (Inégalité des pentes). Soit f une fonction convexe de I dans R, et soient a < b < c
trois points de I. On a l’inégalité

f(b)− f(a)

b− a
≤ f(c)− f(a)

c− a
≤ f(c)− f(b)

c− b
.

Démonstration. L’inégalité a < b < c permet d’écrire b comme un barycentre de a et c, à savoir
b = λa+ (1− λ)c, avec 0 < λ < 1. Précisément, il suffit de prendre λ = b−c

a−c . On a donc, par convexité

f(b) = f(λa+ (1− λ)c) ≤ λf(a) + (1− λ)f(c) =
b− c

a− c
f(a) +

a− b

a− c
f(c).

En soustrayant f(a), on arrive à

f(b)− f(a) ≤ b− c

a− c
f(a)− f(a) +

a− b

a− c
f(c) =

b− a

a− c
(f(a)− f(c)),

et la première inégalité s’obtient en divisant par b − a. La deuxième inégalité s’obtient de même en
soustrayant f(c) plutôt que f(a).

9.3 Régularité

La simple hypothèse de convexité d’une fonction permet d’obtenir certains résultat sur sa continuité
et sa dérivabilité.

La propriété suivante peut être vue comme un cas limite de l’inégalité des pentes.

Propriété 9.3.1. Une fonction convexe d’un intervalle I dans R est dérivable à gauche et à droite en
tout point. De plus, on a, pour tout x < y < z de I

f ′−(x) ≤ f ′+(x) ≤
f(y)− f(x)

(x− y)
≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y),

où f ′− et f ′+ désignent respectivement les dérivées à gauche et à droite de f . Notamment, les fonctions f ′+
et f ′− sont croissante.

Démonstration. En appliquant l’inégalité des pentes à x− k < x− h < x < x+ h < k + k, on obtient

f(x− k)− f(x)

−k ≤ f(x− h)− f(x)

−h ≤ f(x+ h)− f(x)

h
≤ f(x+ k)− f(x)

k
.

Par conséquent, les fonctions h 7→ f(x+h)−f(x)
h et h 7→ f(x−h)−f(x)

−h sont respectivement croissante et
décroissante, et respectivement minorée et majorée. Elles admettent donc une limite quand h tend
vers 0 en décroissant. La fonction f admet bien des dérivées à gauche et à droite en x. De plus,

l’inégalité f ′−(x) ≤ f ′+(x) se déduit en passant à la limite h→ 0 dans f(x−h)−f(x)
−h ≤ f(x+h)−f(x)

h .

L’inégalité f ′−(x) ≤ f(y)−f(x)
y−x se déduit en passant à la limite h → 0 dans l’inégalité des pentes

obtenue avec x < x+ h < y, à savoir f(x+h)−f(x)
h ≤ f(y)−f(x)

y−x .

Comme une fonction dérivable à gauche et à droite en x est continue en x, on obtient le corollaire
suivant :
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Corollaire 9.3.2. Une fonction convexe de I dans R est continue.

Attention, dans la propriété 9.3.1 et le corollaire 9.3.2, il est important de supposer l’intervalle I
ouvert. En effet, sur un intervalle fermé, une fonction convexe peut ne pas être continue au bord. Par
exemple, considérons la fonction f définie sur [0, 1] par

f(x) =

{

0 si 0 < x < 1,

1 si x = 1 ou x = 0.

La fonction f est convexe sur [0, 1], et est, comme l’assure le corollaire 9.3.2, continue sur ]0, 1[. Toutefois,
cette fonction n’est pas continue en 0 et en 1.

Ces propriétés permettent de caractériser la convexité d’une fonction régulière à partir de ses dérivées.

Propriété 9.3.3. — Soit f une fonction dérivable d’un intervalle I dans R. La fonction f est
convexe si et seulement si la fonction f ′ est croissante.

— Soit f une fonction deux fois dérivable d’un intervalle I dans R. La fonction f est convexe si et
seulement si la fonction f ′′ est positive.

Démonstration. — Le fait qu’une fonction f convexe et dérivable vérifie f ′ croissante est une
conséquence de la propriété 9.3.1.
Considérons maintenant une fonction f dérivable dont la dérivée est croissante. On considère
également trois points x < λx+ (1− λ)y < y, où λ ∈]0, 1[. Le thèorème des accroissements finis
nous donne l’existence de α ∈ [x, λx+ (1− λ)y] et β ∈ [λx+ (1− λ)y, y] tels que

f(λx+ (1− λ)y)− f(x)

(1− λ)(y − x)
= f ′(α) et

f(λx+ (1− λ)y)− f(y)

λ(x− y)
= f ′(β).

Par croissance de f ′, on a f ′(α) ≤ f ′(β), ce qui se récrit

λf(λx+ (1− λ)y)− λf(x) ≤ (1− λ)f(y)− (1− λ)f(λx+ (1− λ)y).

Après manipulation, cette inégalité revient à l’inégalité de la Définition 9.2.1.
— Le deuxième point se déduit du premier en utilisant le fait que la fonction dérivable f ′ est

croissante si et seulement si f ′′ est positive.

La propriété 9.3.3 permet par exemple de montrer que les fonctions x 7→ x2 et x 7→ ex sont convexe,
ou que la fonction ln est concave.

Il est toutefois possible qu’une fonction convexe ne soit pas dérivable en tout point. Par exemple la
fonction valeur absolue est convexe sur R sans être dérivable en 0. Il est même possible qu’une fonction
convexe ne soit pas dérivable en une infinité de points. Considérons par exemple la fonction F : x 7→
∫ x

0
[y]dy, (où [x] désigne la partie entière de x), dont le graphe est tracé en Figure 9.2. La fonction F n’est

dérivable en aucun point de Z, mais est dérivable sur
⋃

n∈Z]n, n+1[, avec F ′(x) = n si x ∈]n, n+1[. En
revanche, F admet une dérivée à gauche et à droite en tout point. Précisément, si x n’est pas entier, on
a F ′

+(x) = F ′
−(x) = F ′(x) = [x], alors qu’aux points entiers on a par contre F ′

+(n) = n et F ′
−(n) = n−1.

Plus généralement, l’ensemble des points de non-dérivabilité d’une fonction convexe est dénombrable,
et inversement, si E est un ensemble dénombrable, il existe des fonctions convexes dont l’ensemble des
points de non-dérivabilité est précisément E.



166 CHAPITRE 9. CONVEXITÉ

−3 −2 −1 0 1 2 3

2

4

6

Figure 9.2 – Une primitive de la fonction partie entière, dérivable seulement aux valeurs non-entières.

9.4 Exercices

Exercice 9.1.
Montrer les inégalités

∀x ∈
[

0,
π

2

]

,
2

π
x ≤ sin(x) ≤ x, ∀x ∈ R, 1 + x ≤ ex, et ∀x > −1, ln(1 + x) ≤ x.

Soit α un réel positif. Quelle inégalité peut-on écrire pour tout x > −1 entre (1 + x)α et 1 + αx ?

Exercice 9.2.
Soit V : I → R une fonction convexe de classe C2 et x0 ∈ I. Montrer que l’équation différentielle

{

y′(t) = −V ′(y(t)),

y(0) = x0,

admet une unique solution maximale. Montrer que la fonction t 7→ V (y(t)) est décroissante et convexe.

Exercice 9.3.
Soit f : I → R une fonction convexe, et soit x ∈ I. Montrer que si f ′−(x) ≤ a ≤ f ′+(x), alors pour tout y
dans I, on a a(y − x) + f(x) ≤ f(y). En déduire l’expression :

f(x) = sup
a,b t.q.

∀y, ay+b≤f(y)

{ax+ b}.

Autrement dit, une fonction convexe peut s’écrire comme le supremum de toutes les fonctions affines
qui lui sont inférieures.

Exercice 9.4.
Soient f et g deux fonction continues et bornées de I dans R, et soit Φ : R → R une fonction convexe.
On suppose

∫

I
g(x)dx = 1. Montrer l’inégalité de Jensen :

Φ

(∫

I

f(x)g(x)dx

)

≤
∫

I

Φ(f(x))g(x)dx.
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On pourra utiliser le résultat de l’exercice précédent.

Exercice 9.5.
Soit f : I → R une fonction convexe, strictement croissante, de classe C1. On suppose également que
l’équation f(x) = 0 admet une unique solution α sur I. Soit x0 tel que f(x0) > 0.

1. Soit y ∈ I, avec α ≤ y. Montrer l’inégalité

α ≤ y − f(y)

f ′(y)
≤ y.

2. En déduire que la relation de récurrence xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

définit bien une suite réelle (xn)n∈N

décroissante et minorée par α.

3. En déduire que limn xn = α.

Exercice 9.6.
Soient p > 1 et q > 1 deux réels vérifiant 1

p+
1
q = 1, et soient a et b deux réels positifs. Montrer l’inégalité

suivante, dite inégalité de Young : ab ≤ ap

p + bq

q . Indication : ab = eln(ab).

Exercice 9.7.
Soient f : [0, 1] → R+ et g : [0, 1] → R+ deux fonction continues positives. Montrer l’inégalité

∫ 1

0

f(x)g(x)dx ≤
(∫ 1

0

f(x)pdx

)1/p(∫ 1

0

g(x)qdx

)1/q

On pourra d’abord supposer
∫ 1

0
g(x)qdx = 1 et appliquer l’inégalité de Jensen avec Φ(x) = xp. Autre

possibilité : supposer
∫ 1

0
f(x)pdx =

∫ 1

0
g(x)qdx = 1 et appliquer l’inégalité de Young.


