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Exercices

Exercice 1

Soient X et Y deux variables aléatoires uniformes sur [0, 1] indépendantes.

1. Montrer que la variable aléatoire min(X,Y ) admet une densité que l’on explicitera. Même question
pour max(X,Y ).

2. Combien vaut E|X − Y | ?

Exercice 2

Soient X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et Y une variable aléatoire de loi exponentielle
de paramètre 1. On suppose X et Y indépendantes. Quelle est la loi de Y/X ?

Exercice 3

Soient X et Y deux variables aléatoires de loi normale centrée réduite indépendantes. Quelle est la loi
de Y/X ? Les variables X et Y/X sont-elles indépendantes ?

Exercice 4

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois géométriques de paramètre λ > 0.

1. Quelle est la loi de min(X,Y ) ?

2. Quelle sont les lois de X + Y et de X

X+Y
? Ces deux variables sont-elles indépendantes ?

Exercice 5

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. On note pn = P(X = n) et G(t) = E[tX ] =
∑

n∈N
pnt

n.

1. Montrer que G(t) est bien définie pour 0 ≤ t ≤ 1, et que la fonction obtenue est de classe C∞

sur 0 ≤ t < 1.

2. Dans cette question, on suppose que X est intégrable.

(a) Montrer que la fonction h 7→ G(1)−G(1−h)
h

est décroissante pour 0 < h < 1.

(b) Montrer l’inégalité, pour 0 < t < 1

0 ≤
1− (1− h)n

h
≤ n.

(c) En déduire que G est dérivable en 1, avec G′(1) = E[X].

3. Dans cette question, on suppose X de carré intégrable. Montrer que G′ est dérivable en 1, et
exprimer la variance de X en fonction de G′(1) et de G′′(1).

Exercice 6

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires à valeurs dans {1, 2, 3} telles que, pour tout n ∈ N, les
6 probabilités P(Xn+1 = 1|Xn = 1), P(Xn+1 = 2|Xn = 1), P(Xn+1 = 1|Xn = 2), P(Xn+1 = 3|Xn = 2),
P(Xn+1 = 2|Xn = 3) et P(Xn+1 = 3|Xn = 3) soient égales à 1/2. On admettra l’existence d’une telle
suite de variables.

1. Montrer que si µn = (P(Xn = 1),P(Xn = 2),P(Xn = 3)), alors on a µn+1 = µnP pour une
certaine matrice P .

2. Calculer les valeurs propres de P .

3. En déduire le comportement asymptotique de µn.


