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Question de cours

1. Énoncer la formule de Taylor avec reste intégral.

2. Soit f une fonction dérivable de I dans R, où I est un intervalle. Montrer que f est croissante
sur I si et seulement si f ′(t) ≥ 0 pour tout t ∈ I.

Exercice 1

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans ]0,∞[. Montrer la convergence

lim
n

(

n
∏

k=1

f(k/n)

)1/n

= exp

(
∫

1

0

ln f(t)dt

)

.

Exercice 2

Calculer la limite en x → 0 de l’expression

ex − ln(1 + x)− cos(x)

sin(ln(1 + x))− x
.

Exercice 3

On considère la fonction

F : x 7→

∫ π

0

ln(1− 2x cos(θ) + x2)dθ.

1. Donner les racines du polynôme X2 − 2X cos(θ) + 1.

2. Montrer que la fonction F est bien définie sur R \ {−1, 1}.

3. (a) Montrer que pour |x| ≤ 1/2, on a |F (x)| ≤ π ln(4).

(b) Montrer que pour tout x /∈ {−1, 1}, on a F (x2) = 2F (x). On pourra factoriser le polynôme
de la question 1.

(c) En déduire que F est nulle sur ]− 1, 1[.

4. (a) Donner une relation entre F (1/x) et F (x), pour x ∈ R \ {−1, 0, 1}.

(b) En déduire une expression de F (x) pour |x| > 1.


