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Question de cours

Voir polycopié (propriété 4.3.11 et théoréme 4.5.5).

Exercice 1

Comme f est continue de [0, 1] dans ]0,00[, alors Inof est continue de [0,1] dans R. On a donc la
convergence des sommes de Riemann

1 — 1
nz;ln(f(k/n))ﬁ/o In(f(t))dt.

k=

En passant a ’exponentielle, on obtient le résultat souhaité.

Exercice 2

On fait des développements limités au numérateur et au dénominateur :

e —In(l+xz) —cos(z)  (14+z+a?/2) — (x —2?/2) — (1 — 2?/2) + o(2?)
sin(In(1+z)) —x sin(z — 22/2 + o(2?)) — x
B 32%/2 + o(z?)
(x —22/2+ o(x?)) —x
_3/2+0(1)
- —1/2+0(1)

La limite vaut donc —3.
Exercice 3

1. Ona X2 —2Xcos(d) +1 = (X —e?)(X — e ).

2. Comme les racines de X2 — 2X cos() + 1 sont les e*? I'expression ¢(x,0) = 1 — 22 cos(0) + 22
ne s’annulle pour aucun 6 € [0, 7], si x est dans R\ {—1,1}. Comme par ailleurs, on a ¢(x,7/2) =
1+ 22 > 0, on déduit par continuité que p(x,0) > 0 pour tout € [0,7]. Par conséquent, 6
In(p(z,0)) est continue sur [0, 7], et I'intégrale est donc bien définie.

3. (a) Pour |z| < 1/2, on a encadrement

<(A—|z)?=1-2z| +2%><1—-2zcos(f) + 2> <1+2z|+2*=(1+]z))? <

=~ ©o

1

4
Par conséquent, pour tout 6 € [0, 7], on a

|In(1 — 2z cos(0) + 2?)| < max(|In(1/4)], |In(9/4)|) = In(4).

On a donc

|F(x)] < /07r In(4)df = wln(4).



4.

(b) En utilisant la factorisation de la question 1, on trouve
F(z%) = /07r In(1 — 222 cos(#) + x*)d6
= /Oﬂ In ((2% — €")(2* — e~ ")) do
_ /07r In ((x — /2 (g + €0/2)(z — e‘“’/2)(ac+e_i9/2)) do
= /OTr In ((1 — 2z cos(6/2) + z*)(1 + 2z cos(/2)z + z?)) df

= / In(1 — 2z cos(0/2) + z%)db + / In(1 + 2z cos(8/2)x + z2)d6.
0 0

Les changements de variables 1) = 6/2 et w = m — /2 donnent alors

/2

/2
F(2?) = 2/ In(1 — 2z cos(tp) + x2)dp — 2/ In(1 — 2 cos(w)z + 2?)dw = 2F ().
0 ™

(¢) Parrécurrence, la relation précédente montre F(z) = 27" F(22") pour tout n. Par conséquent,
pour z €] — 1,1[, pour n > 2, |F(z)| < 27w 1n(4). Comme |F(x)| est majoré par une suite
tendant vers 0, on a F(z) = 0.

(a) Ona
o )

/ n(1 — 2z~ cos(f) + z~2)df

n(z? — 2z cos(f) + 1) — In(z?)d6

I
\

= F(z) — wIn(z?).

(b) Pour |z| > 1, on a F(z) = wln(2?) + F (1) = wln(2?) + 0.



