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Exercice 1

On a la décomposition en éléments simples

x

(1− x)(1− 2x)
=

1

1− 2x
−

1

1− x

En utilisant le développement en série entière de (1− x)−1, on trouve donc

x

(1− x)(1− 2x)
=
∑

n≥0

2nxn −
∑

n≥0

xn =
∑

n≥0

(2n − 1)xn.

On obtient donc la différence de deux séries entières de rayon de convergence respectifs 1/2 et 1. Comme
les rayons sont distincts, la série obtenue a pour rayon de convergence 1/2.

Exercice 2

La fonction x 7→ x
(

1

1+x2 − 1

2+x2

)

est continue sur [0,∞[, il nous suffit donc de montrer qu’elle est

intégrable en ∞. Or, on a, en x → ∞

x

(

1

1 + x2
−

1

2 + x2

)

=
1

x

(

1

1 + x−2
−

1

1 + 2x−2

)

=
1

x

(

(1− x−2 + o(x−2))− (1− 2x−2 + o(x−2))
)

= x−3 + o(x−3).

Comme x−3 est intégrable en ∞, c’est également le cas de la fonction x 7→ x
(

1

1+x2 − 1

2+x2

)

.

Pour le calcul de l’intégrale, on écrit

∫ M

0

x

(

1

1 + x2
−

1

2 + x2

)

dx =

∫ M

0

x

1 + x2
dx−

∫ M

0

x

2 + x2
dx =

[

1

2
ln(1 + x2)

]M

0

−

[

1

2
ln(2 + x2)

]M

0

=
1

2

(

ln(1 +M2)− ln(2 +M2) + ln(2)
)

→
M→∞

1

2
ln 2.

On a donc
∫ ∞

0

x

(

1

1 + x2
−

1

2 + x2

)

=
1

2
ln 2.

Exercice 3

1. Comme le rayon de convergence de
∑

anx
n est égal à 1, pour t > 1 la série

∑

an(1/t)
n est

convergente. Par conséquent, la suite an/t
n est bornée, par une constante notée Ct. On a donc

bien |an| ≤ Ctt
n.

2. (a) Pour k fixé, on a
(

n

k

)

(

n+1

k

) =
n− k + 1

n+ 1
→

n→∞
1.

Par application du critère de d’Alembert, le rayon de convergence de
∑
(

n

k

)

xn est donc de 1.

(b) On procède par récurrence sur k :

• Pour k = 0, on retrouve l’égalité
∑∞

n=0
xn = (1− x)−1.



• Si l’égalité est vraie pour un k donné, alors en dérivant, on obtient d’une part,

(

∞
∑

n=k

(

n

k

)

xn−k

)′

=
∞
∑

n=k

(

n

k

)

(n− k)xn−k−1 =
∞
∑

n=k+1

(

n

k + 1

)

(k + 1)xn−k−1

et d’autre part
(

1

(1− x)k+1

)′

=
(k + 1)

(1− x)k+2
,

ce qui montre l’égalité au rang k + 1.

3. (a) Comme x0 < 1, il est possible de trouver t avec x0 < 1/t < 1. On a alors, d’après la
question 1, |akx

k
0 | ≤ Ct(tx0)

k. Pour montrer que
∑

k

(

k

n

)

akx
k−n

0 converge, il suffit donc de

montrer que
∑

k

(

k

n

)

(tx0)
k converge. Or |tx0| < 1, et on a montré en (2a) que le rayon de

convergence de
∑

k

(

k

n

)

xk est de 1.

(b) Soit 1 < t < 1/x0. On a

|bn| =

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=n

(

k

n

)

akx
k−n

0

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∞
∑

k=n

(

k

n

)

Ctt
kxk−n

0 = Ctt
n

∞
∑

k=n

(

k

n

)

(tx0)
k−n =

Ctt
n

(1− tx0)n+1
.

Il suffit donc de poser Dt =
Ct

1−tx0

.

(c) D’après la question précédente, pour tout 1 < t < 1/x0, le rayon de convergence
∑

bnx
n est

supérieur ou égal à 1−tx0

t
(pour α > 0, le rayon de convergence de

∑

αnxn est supérieur ou
égal à 1/α). Comme t peut tre choisi arbitrairement proche de 1, on obtient que le rayon de
convergence est supérieur à limt→1

1−tx0

t
= 1− x0.

4. (a) Pour tout h ∈ R et N ∈ N, on a,

N
∑

n=0

an(x0 + h)n =

N
∑

n=0

n
∑

k=0

(

n

k

)

anx
n−k

0 hk =

N
∑

k=0

k
∑

n=0

(

k

n

)

akx
k−n

0 hn

=

N
∑

n=0

N
∑

k=n

(

k

n

)

akx
k−n

0 hn

et
N
∑

n=0

bnh
n =

N
∑

n=0

∞
∑

k=n

(

k

n

)

akx
k−n

0 hn,

d’où le résultat.

(b) On a, |h| < 1− x0 et 1 < t < 1/(x0 + h),

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=N+1

(

N
∑

n=0

(

k

n

)

akx
k−n

0 hn

)∣

∣

∣

∣

∣

≤
∞
∑

k=N+1

|ak|

(

N
∑

n=0

(

k

n

)

xk−n

0 hn

)

≤

∞
∑

k=N+1

|ak|

(

k
∑

n=0

(

k

n

)

xk−n

0 hn

)

=

∞
∑

k=N+1

|ak|(x0 + h)k

≤ Ct

∞
∑

k=N+1

tk(x0 + h)k.

(c) D’après la question (4a), la différence entre
∑N

n=0
an(x0 + h)n et

∑N

n=0
bnh

n est donnée par
∑∞

k=N+1

(

∑N

n=0

(

k

n

)

akx
k−n

0 hn

)

, qui a été majoré à la question précédente par Ct

∑∞

k=N+1
tk(x0+

h)k. Ce terme tend vers 0 quandN tend vers l’infini (reste de série convergente), ce qui permet
de conclure.


