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Interrogation du 6 mars 2017 : corrigé

Exercice 1

Soit f une fonction bornée quelconque. On a
1
BfU) = [ fada,
0

On fait le changement de variable y = 2, d'olt dy = az®~!dz et do = Ly'/2~1dy.

e Si o > 0, on obtient :
I ~
Ef(U*) = */ Fly)yt e dy.
@ Jo

Cette égalité montre que U admet pour densité
1
€T +— axl/a7110<z<1.

Si a < 0, on obtient
1 oo B
Ef(U") = <a> / Fy)yt/ o dy.
1

Cette égalité montre que U® admet pour densité

-1
T () xl/a_11m>1.
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Exercice 2

. La fonction ¢ : x + 2% te™®

en 0 et en oo pour montrer que I'(a) est bien défini.

En 2 — 0, on a Iéquivalent z¢ le™® ~ g1

si a > 0, ce qui est bien le cas ici. La fonction ¢ est donc intégrable en 0.

En 2 — 0o, on a z% 'e™® = o(e~®/2). Or la fonction e=*/2

aussi le cas de ¢.

Probabilités (UE 1)
2016-2017

est continue sur 0, oo. 11 suffit donc de montrer qu’elle est intégrable
. Or  — 2% ! est intégrable en 0 si et seulement

est intégrable en oo, ce qui est donc

En conclusion, ¢ est intégrable sur |0, co[, et la définition de I' est donc licite.

2. On fait une intégration par parties :
Fla+1)= / x%e Tdr = lim/ z%e ¥dr = lim [za(fefx)]?/ —/ az® H(—e ")dx
0 " Ji/n " " 1/n
= O—/ az® (—e ")dx
0
=al'(a).

3. Comme en question 2, la fonction 1 : & — 9 1e~b est intégrable sur |0, co[ (car elle est continue,
équivalente en 0 & z%~ ! qui y est intégrable, et négligeable en oo devant e~/ qui y est intégrable).
De plus, v est positive de sorte que la fonction

oo -1
x = (x) X (/ w(t)dt>
0
est une densité de probabilité. On a donc (on pose u = bt)
o -1 o0 ya—1 -1 -1 a
1 t _udu T(a) b
C’bz(/ t“lebtdt> :</ e“) =< > = .
“ 0 o bol b b I'(a)




4. Pour A > b, on a e 2% e > 5271 qui n’est pas intégrable en co. Par conséquent, e

X n’est pas

intégrable dans ce cas. En revanche si A < b, on a e’ z%1e=0 = g2~ 1=V avec b = (b—\) > 0.
Or on a déja vu en question 3 que cette fonction est intégrable. On a alors

EM = /OQ eMCy e dy = /OOC pr? e 0Ty = Coo_ ¥ = <1 - A) 7‘1.
0 “ 0 @ Oa7b_A (b - A)a b

. On a, pour tout z > 0, z < €%, de sorte que pour tout @ > 0, az < e®®, et donc 22 < a~2e2?*. En
prenant a = b/4, on obtient I'inégalité

16
2 bX/2
0 < X? < ogeh2,

bX/2

Or, on a vu a la question précédente que e était intégrable. Par conséquent, X? est intégrable.

On a ensuite :

oo oo W F 1
]EX:/ zca,bzafle*bzd:c:/ Cupatetodg = Cov _TlatD _a
0 0 Cat1,p ['(a)b b

et

< 1 o _ Cap Ia+2) a(a+1)
F(X?2) = 2Ca a=1o=bz 1. — / c, atlo=ba g — .0 _ — .
(X?) /0 2°Cepx® e T ; bz e T Corag T(a)? 02
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