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Exercice 1

Soit f une fonction bornée quelconque. On a

Ef(Uα) =

∫ 1

0

f(xα)dx.

On fait le changement de variable y = xα, d’où dy = αxα−1dx et dx = 1
αy

1/α−1dy.

• Si α > 0, on obtient :

Ef(Uα) =
1

α

∫ 1

0

f(y)y1/α−1dy.

Cette égalité montre que Uα admet pour densité

x 7→
1

α
x1/α−1

10<x<1.

• Si α < 0, on obtient

Ef(Uα) =

(

−1

α

)
∫

∞

1

f(y)y1/α−1dy.

Cette égalité montre que Uα admet pour densité

x 7→

(

−1

α

)

x1/α−1
1x>1.

Exercice 2

1. La fonction ϕ : x 7→ xa−1e−x est continue sur ]0,∞[. Il suffit donc de montrer qu’elle est intégrable
en 0 et en ∞ pour montrer que Γ(a) est bien défini.

En x → 0, on a l’équivalent xa−1e−x ∼ xa−1. Or x 7→ xa−1 est intégrable en 0 si et seulement
si a > 0, ce qui est bien le cas ici. La fonction ϕ est donc intégrable en 0.

En x → ∞, on a xa−1e−x = o(e−x/2). Or la fonction e−x/2 est intégrable en ∞, ce qui est donc
aussi le cas de ϕ.

En conclusion, ϕ est intégrable sur ]0,∞[, et la définition de Γ est donc licite.

2. On fait une intégration par parties :

Γ(a+ 1) =

∫

∞

0

xae−xdx = lim
n

∫ n

1/n

xae−xdx = lim
n

[

xa(−e−x)
]n

1/n
−

∫ n

1/n

axa−1(−e−x)dx

= 0−

∫

∞

0

axa−1(−e−x)dx

= aΓ(a).

3. Comme en question 2, la fonction ψ : x 7→ xa−1e−bx est intégrable sur ]0,∞[ (car elle est continue,
équivalente en 0 à xa−1 qui y est intégrable, et négligeable en∞ devant e−bx/2 qui y est intégrable).
De plus, ψ est positive de sorte que la fonction

x 7→ ψ(x)×

(
∫

∞

0

ψ(t)dt

)

−1

est une densité de probabilité. On a donc (on pose u = bt)

Ca,b =

(
∫

∞

0

ta−1e−btdt

)

−1

=

(
∫

∞

0

ta−1

ba−1
e−u du

b

)−1

=

(

Γ(a)

ba

)

−1

=
ba

Γ(a)
.



4. Pour λ ≥ b, on a eλxxa−1e−bx ≥ xa−1 qui n’est pas intégrable en ∞. Par conséquent, eλX n’est pas
intégrable dans ce cas. En revanche si λ < b, on a eλxxa−1e−bx = xa−1e−b′x, avec b′ = (b−λ) > 0.
Or on a déjà vu en question 3 que cette fonction est intégrable. On a alors

EeλX =

∫

∞

0

eλxCa,bx
a−1e−bxdx =

∫

∞

0

Ca,bx
a−1e(λ−b)xdx =

Ca,b

Ca,b−λ
=

ba

(b− λ)a
=

(

1−
λ

b

)

−a

.

5. On a, pour tout x > 0, x < ex, de sorte que pour tout a > 0, ax < eax, et donc x2 < a−2e2ax. En
prenant a = b/4, on obtient l’inégalité

0 ≤ X2
≤

16

b2
ebX/2.

Or, on a vu à la question précédente que ebX/2 était intégrable. Par conséquent, X2 est intégrable.

On a ensuite :

EX =

∫

∞

0

xCa,bx
a−1e−bxdx =

∫

∞

0

Ca,bx
ae−bxdx =

Ca,b

Ca+1,b
=

Γ(a+ 1)

Γ(a)b
=
a

b

et

E(X2) =

∫

∞

0

x2Ca,bx
a−1e−bxdx =

∫

∞

0

Ca,bx
a+1e−bxdx =

Ca,b

Ca+2,b
=

Γ(a+ 2)

Γ(a)b2
=
a(a+ 1)

b2
.

d’où

V(X) =
a(a+ 1)

b2
−

(a

b

)2

=
a

b2
.


