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Exercice 1
1. L’arbre de probabilité ressemble a ceci :

2/3 Apn

2/3

On a la décomposition Bs s = Ay U Apy, ol 'union est disjointe. On peut lire sur I'arbre que A,
et Ay, ont tout deux probabilité 1/2 x 1/3 = 1/6. En conséquent, P(By2) = P(A,;) + P(Ap,) =
1/6+1/6 =1/3.

2. Supposons qu’il y ait k£ boules blanches dans 1'urne, pour un total de n boules. Deux cas sont
alors possibles :

e si on tire une boule blanche, ce qui arrive avec probabilité k/n, il y aura ensuite k + 1 boules
blanches ;
e si on tire une boule noire, ce qui arrive avec probabilité 1 — k/n, il y aura ensuite k boules

blanches.

On trouve donc P(Bp41,k+1|Bnk) = £ et P(Bpi1,x|Bag) = 1 — £, ainsi que P(Bpy1,4|Bnk) = 0
siq¢ {kk+1}.

3. On raisonne par récurrence sur n. Au rang n = 1, Pénoncé s’écrit simplement “P(B31) = 17, ce
qui est vrai par hypothese.

Soit n un entier fixé. On suppose que pour 1 <k <n,onaP(B, ;) = ﬁ Alors, pour 1 < k < n,
la formule des probabilités totales donne

P(By+1,k) = P(Bpt1,k|Bnk)P(Bn k) + P(Bnt1,k|Bnk—1)P(Bnk—1)
(k) 1 k=11
o n/n—1 n n—1

1 1 1

n—1 nn-1) n’
Pour £ =1 et kK = n, on trouve

1
P(Bys11) = P(Bos11|Bua)P(Boi) — (1 - )

n

1 1

n—lzn

et
n—1 1 1

P(Bn—i-l,n) = P(Bn+1,77,|Bn,n—1)IP(Bn,n—1) = n n—1 = n~

On a bien montré la propriété au rang n + 1. Le résultat suit par récurrence.



1.

(a)

Exercice 2

Comme 6 > 0, la fonction x — e%*

tout réel x, on a x > « si et seulement et > ¢
évenements

est strictement croissante sur R. Par conséquent, pour
9o Par conséquent, on a égalité entre

{X >a} = {e* >

Ils ont donc méme probabilité, et l'inégalité de Markov appliquée a la variable aléatoire
(positive) e?X donne

0X
P(X > a) — H;D(eQX > 69(1) < M < 6492/2—00c7

- ebo

oi1 I'on a utilisé I’hypothese sur E(efX).
Enfin, si X vérifie E(e?X) < 692/2, alors —X vérifie la méme propriété :

E(ee(—x)) — E(e(—G)X) < e(_9)2/2 — 692/2-

Par conséquent, le début de la question s’applique aussi & =X : P(X < —a) =P(-X > a) <
02 /2—0a
e .

On a {|X|>a} ={X > a} U{X < —a}. Par conséquent
P(|X| > a) <P(X > a) + P(X < —a) < 2¢7°/2702,

On obtient le résultat voulu en choisissant § = « (noter que ce choix minimise la quantité

62/2 — ab).

On a (Inog)’ = £ d'ot

(Inop)”(t) =

() (v’(t)f _ ) B(XeN)

o) \olt)) = olt) E(eX)

Comme X est & valeurs dans [—1,1], on a X2esX < X d'ou

E(X2€tX) E(etX)

(neg)(1) = “prer < gy =

En intégrant, on obtient, pour t > 0

(In ogp)/(t) = (In ogo)/(()) —1—/0 (In ocp)”(s)ds < S;/((g)) +A ds = I]Ellz(()f)) +t=0+1¢.

En intégrant une deuxieme fois :
In(p(t)) = In(p(0)) + /0 (Inop)(s)ds < In(p(0)) + /0 sds = In(E(1)) + t2/2 = £?/2.

On a donc, pour ¢ > 0, E(e!X) = e(#()) < ¢*/2_ La preuve est similaire pour ¢ < 0.

Par indépendance des X;, on a

E (X0t X)) B (oK) =B () L (X0) < /2t = o2,

En posant 6§ = /n X t, on voit que la variable Y = X”'ix/gx” vérifie
E(’Y) =E (et(X1+...+Xn)) < /2 _ 02/2

On peut donc lui appliquer le résultat de la question (1b), qui donne le résultat cherché.



