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Interrogation du 14 décembre 2017 : corrigé

Exercice 1

1. La fonction z + zIn(x) a pour dérivée In(z) + 1 qui est strictement positive sur Je™!, 0o[. Par
conséquent, x — xIn(x) est strictement positive et croissante sur |1,00[ et donc z — ﬁ(m) est

décroissante sur |1, co[. Pour tout k£ > 2 et pour tout = dans [k, k + 1], on a donc

1 < 1
xln(z) ~ kln(k)

En intégrant cette inégalité sur [k, k + 1], on obtient

/’f“ de_ _ 1
s xln(z) — kIn(k)’

De méme, en utilisant la décroissance de = — ﬁ(r) sur [k — 1,k] (pour k > 3), on obtient

I’inégalité

1 _ /k dx
kIn(k) = J,_1 xIn(z)’

En sommant ces deux dernieres inégalités de k = n + 1 a k = 2n, on obtient ensuite

/27L+1 d.'L' - 1 /Qn de'
i1 Tln(z) ~ kln(k) n rin(z)’

2. On remarque ensuite que

/2n+1 d.]? _/277, dl‘
ne1  In(z) n  xln(x)

d’ou le résultat.

IN

- /T‘L-i-l dr +/2n+1 dr - 2
~—J, zhn(z) Jy, zhn(x) ~ nlnln)’

/2" 9T 1n(n(2n)) — In(in(n)) = In <1+

xIn(x)

ln(2)> _ In(2)
In(n) In(n)’

D’apres les deux premieres questions, Zan 11 ﬁ(n) est encadrée par deux suites équivalentes a

112((721))’ ce qui permet de conclure.

Exercice 2

On trouve )
es@) £ n(l —z)—1 _ —x3/3 + o(x?) “ 14 o(1).
(1 —x)e® — cos(x) —x3/3 + o(23)
La limite demandée vaut donc 1.
Exercice 3
1. En utilisant la relation ux = Rip_1 — Rk, on obtient
n n n—1 n n—1
> kup=> k(Riy—Re)=» (k+1)Rp— Y kRp=> ((k+1)Rp —kRy) - nRy
k=1 k=1 k=0 k=1 k=0
n—1



2. D’zgoprés la question précédente on a S ¢_, kuy, < S3770 Ri. Si Y Ry converge, alors 37, kuy <
> neo Ri (car les Ry, sont positifs). La série ) nu, est donc une série a terme général positif et a
sommes partielles majorée ; elle est donc convergente.

3.0naT, =37 hkuy >>32 i nup =nR,. Or, si ) nu, converge, alors la suite (T},)nen
converge vers 0 comme suite des reste d'une série convergente. Comme 0 < nR, < T, on en
déduite que (nR;,)nen tend également vers 0.

4. On a déja vu en question 2 que si Y R, converge, alors > nu, converge aussi. Inversement, si
> nu,, converge, on sait que nR, tend vers 0, et 'écriture Z:;é R =nR, + Zzzl kug montre
que Y. R, est aussi une série convergente, dont la somme est donnée par 0+ Y p- | kug. Les deux
séries ont donc méme nature, et méme somme dans le cas ou elle converge.



