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Question de cours

Rappeler la définition d’une variable de loi exponentielle de parametre A. Montrer qu’une telle variable
est intégrable et donner son espérance.

Exercice 1

Pour deux entiers naturels 1 < k < n, on pose Iy, = fol o1 — 2)"kda.
1. (a) Montrer que pour tous entiers naturels 1 < k <mn, on a

(k—1)l(n — k)!
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On pourra utiliser une récurrence soigneusement rédigée.

(b) Montrer que la fonction py ,, : © — I: 211 — 2)""*1,¢(0,1] est une densité de probabilité.

2. Montrer qu'une variable aléatoire de densité py ,, est intégrable et donner son espérance.

3. (a) Soit n > 1 un entier naturel. On considére n variables aléatoires réelles Y7, ..., Y,, telles que
Y}, ait une densité notée gj. Soit K une variable aléatoire de loi uniforme sur {1,...,n}. On
suppose que K est indépendante des (Yy)1<k<n. Montrer que la variable Yx admet la densité
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(b) On suppose maintenant que pour 1 < k < n on a ¢ = pi,. Montrer que Yy suit la loi
uniforme sur [0, 1].

Exercice 2

Soient X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. Il existe une permu-
tation o (aléatoire !) telle que l'on ait

Xo) £ Xo2) < -0 < Xo(n)-

On note Y; = X,(;). Autrement dit, (Y1,...,Y},) est le nuplet obtenu en réordonnant (Xi,...,X,). On
s’intéresse a la loi de Yy, pour 1 < k <n.

1. Montrer I'égalité, pour 0 < k < n :

n

P(Yy <2, Y41 > ) = <k

)P(Xl <z, Xp <z, Xg1 >x,..., X, > ).

Par convention, on notera Yy =0et Y, 11 = 1.
2. Montrer ’égalité
P(Yi <2) =Y P(Y, <Y > ).
q=k

3. Quelle est la fonction de répartition de Y, 7 En déduire que Yy admet pour densité

T (Z) ka*=1(1 — x)"_k1[071}.



