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Exercice 1

Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On définit la variable
X = max(U, V ).

1. La fonction de répartition de X est donnée par :

F (t) = P(X ≤ t) = P(max(U, V ) ≤ t) = P(U ≤ t, V ≤ t) = P(U ≤ t)P(V ≤ t) =


0 si t < 0,

t2 si 0 ≤ t ≤ 1,

1 si t > 0.

(La quatrième égalité découle de l’indépendance de U et V ).

2. La fonction de répartition F de X est une fonction continue, qui est également dérivable par
morceaux. Par conséquent, X admet une densité, donnée par F ′ là où F est dérivable. Autrement
dit, X admet pour densité la fonction p définie par

p(t) =

{
2t si 0 ≤ t ≤ 1,

0 sinon.

Exercice 2

1. Comme une densité doit être d’intégrale 1, on a

c1 =

(∫ 1

0

x2dx

)−1
= 3,

c2 =

(∫ 1

0

x(1− x)dx

)−1
= 6,

c3 =

(∫ 1

0

(1− x)2dx

)−1
= 3.

2. Soit f une fonction bornée de R dans R. On a (la deuxième égalité découlant de l’indépendance
de I et des Xi)

Ef(XI) = E

(
3∑
i=1

f(Xi)1I=i

)
=

3∑
i=1

Ef(Xi)× E1I=i

=

3∑
i=1

Ef(Xi)× P(I = i)

=
1

3

(∫ 1

0

f(x)3x2dx+

∫ 1

0

f(x)6x(1− x)dx+

∫ 1

0

f(x)3(1− x)2dx

)
=

∫ 1

0

f(x)
(
x2 + 2x(1− x) + (1− x)2

)
dx

=

∫ 1

0

f(x)dx

Par conséquent, XI suit la loi uniforme sur [0, 1].



Exercice 3

1. (a) On a (l’espérance et l’intégrale ont un sens car on intègre une fonction positive) :

EeλX =

∫
R
eλx−x

2/2 dx√
2π
.

Cette intégrale est bien finie, car λx− x2/2 est inférieur à −|x| (par exemple) pour |x| assez

grand, ce qui fait que eλx−x
2/2 est inférieur à la fonction intégrable e−|x| en ±∞.

En faisant le changement de variables x = y + λ, on obtient∫
R
eλx−x

2/2 dx√
2π

=

∫
R
eλ

2/2−y2/2 dy√
2π

= eλ
2/2 × 1.

(b) Comme la fonction x 7→ eλx est strictement croissante pour λ > 0, on a l’égalité entre
évènements

{X ≥ t} = {eλX ≥ eλt}

pour tout λ > 0. En appliquant l’inégalité de Markov, on obtient

P(X ≥ t) = P(eλX ≥ eλt) ≤ EeλX × e−λt = eλ
2/2−λt.

En prenant λ = t, on obtient le résultat voulu.

2. (a) On a EeλXi = 1
2e
λ + 1

2e
−λ = ch(λ).

(b) En posant ϕ(λ) = ln(EeλXi), on a ϕ′(λ) = sh(λ)
ch(λ) , et ϕ′′(λ) = 1/ch(λ)2 ≤ 1. Comme ϕ(0) = 0

et ϕ′(0) = 0, on obtient donc ϕ(λ) ≤ λ2/2, d’où le résultat.

(c) En posant X = X1+...+Xn√
n

, on obtient par indépendance :

EeλX =

n∏
i=1

E
λ√
n
Xi ≤

n∏
i=1

eλ
2/2n = eλ

2/2.

Il suffit ensuite d’utiliser les mêmes arguments qu’en question (1b).


