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Chapitre 0

Quelques observations

Dans ce chapitre, nous n’allons pas faire de théorie sur le calcul des probabilités, mais plutét décrire
quelques “expériences”, réalisables avec un ordinateur (ou avec un dé et beaucoup de patience), qui vont
illustrer les principaux résultats qui seront formalisés rigoureusement dans les prochains chapitres.

Pour étre précis, nous allons étudier la sortie de programmes représentant des lancers de dés. Nous
allons supposer qu’un ordinateur est capable de reproduire fidelement les lancers d’un dé équilibré, ce
qui n’est en réalité le cas qu’approximativement ("ote 1)

0.1 Fréquences empiriques

On va tout d’abord s’intéresser a la proportion des différents résultats obtenus par plusieurs lancers
de dés successifs.

0.1.1 Convergence de la moyenne observée

Considérons une suite infinie de lancers de dés. On note (X, )nen la suite (aléatoire) des valeurs
obtenues. Une réalisation de la suite (X, )nen ressemble donc a

63166451521534412113614341424433263414113314141656121...
Si, par exemple, on s’intéresse a la proportion de “6” parmi les résultat obtenus, on observe ceci :
6 - 66 - - e e 6 o e 6 o e e 6-6- - -...

L’intuition nous dit alors que “un dés sur six va donner le résultat 6”. Pour formaliser cette affirmation,
on peut s’intéresser & la proportion de “6” parmi les n premiers tirages. Définissons la suite (1x, —¢)neN

par
1 siX, =6,
1x,-¢= {

0 sinon.

La propolrtiog de “6” parmiles n pr.emiers tir.ages est alors donnée par % ZZ:1 1x,—6. Tracons le graphe
denw >, 1x,—¢ pour une suite aléatoire (X, )nen fixée. Le résultat est donné en figure 0.1.

(note 1). Un ordinateur ne sait produire que des calculs déterministes. En revanche, il existe des algorithmes produisant des
suites déterministes mais ressemblant a des suites aléatoires.
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FIGURE 0.1 — Proportion de “6”, en fonction du nombre de lancers. En abscisse, le nombre de lancers;
en ordonnée, la proportion de “6” (qui est dans [0, 1]).

A premiere vue, cette suite semble converger. Deux remarques :

— Cette convergence, si elle peut paraitre intuitive, n’est absolument pas évidente, et il est difficile
d’expliciter un argument prouvant la convergence. Sans analyse mathématiques plus poussée, on
pourrait a priori envisager que la suite (% S 1 Xk:(;)n en oscille sans jamais se stabiliser.

— On observe ici une réalisation de la suite (X,,)nen, pour laquelle on obtient une certaine valeur
limite . A priori, il n’est pas clair que la valeur de A soit toujours la méme. On pourrait imaginer
que quelle que soit la suite (X, )nen obtenue en lancant des dés, la suite (% 2:1 1Xk:6)neN
converge, mais que sa limite dépende de la suite de lancers de dés.

On verra plus tard que la suite est effectivement convergente, et que sa limite sera toujours la méme.
Ce résultat est la loi des grands nombres. Si 'on admet cela, on peut dans ce cas donner la valeur de
la limite A\. En effet, par symétrie, les proportions de chacune des six valeurs {1,2,3,4,5,6} obtenues
doivent toutes converger vers A :

: 1 ¢
pour:=1,...6, ﬁ;le:i n_—>>0O A

De plus, la somme des six proportions est toujours égale & 1. Par conséquent, on a 6\ = 1, d’ou A = 1/6.
On retrouve l'intuition “on obtient le résultat 6 avec probabilité 1/6”.

Si on affiche, pour plusieurs suites de lancers de dés, la convergence de la proportion de “6”, on
obtient le graphe de la figure 0.2. On observe effectivement, dans tous les cas, la convergence vers la
valeurs fixée 1/6 (ligne pointillée).

0.1.2 Ecarts a la moyenne théorique

On a remarqué dans la partie précédente que la proportion de 6 convergeait, quand le nombre de
lancers tend vers I'infini, vers une valeur fixée. Toutefois, sur un nombre donné de lancers, il n’y a aucune
raison que la proportion de 6 soit exactement 1/6. On peut donc légitimement se poser la question
suivante : pour un nombre n de lancers, & quel écart peut-on s’attendre entre la valeur théorique et la
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FIGURE 0.2 — Proportion de “6” sur quatre suites de lancers, avec comparaison a la valeur théorique
1/6.

valeur observée ? Plus précisément : la suite |% 22:1 1x,=6 — é| tend vers 0 quand n — oo ; a quelle
vitesse cette convergence a-t-elle lieu ?

Pour répondre a cette question, on fait ’expérience suivante : pour un certain nombre de valeurs
de n (ici, n = 8,16,32,64,...,4096 — chaque nombre est le double du précédent), on calcule un grand
nombre de fois 'écart |+ > | 1x,—¢ — %‘ (ici, 1000 fois), et on calcule la valeur moyenne de ces écarts,
que l'on note ,. Autrement dit,

1000 n

PININEY
n X]i’):6 6
k=1

ou pour chaque 1 <4 < 1000, (X,(f))neN désigne une suite de lancers de dés. On trace alors la courbe n —
€n, €t on obtient le graphique représenté en figure 0.3, a gauche.

L’erreur semble bien tendre vers 0. Toutefois, on aimerait un résultat plus quantitatif, par exemple
avoir une décroissance de la forme €, ~ Cn~% pour certaines constantes C' et a. Si €, présente une telle
décroissance, on aura In(e,) ~ InC — aln(n), de sorte que les couples (In(n),In(e,)) seront alignés sur
la droite d’équation y = In C'— ax (noter que « est le coefficient directeur de la droite). On a donc tracé
sur le graphe de droite de la figure 0.3 les couples (In(n),In(e,)).

On obtient effectivement un tracé tres proche d’une droite pour laquelle une régression linéaire donne
Péquation y = —1.204 — 0.501z. En particulier, le coefficient directeur est trés proche de —1/2, ce qui
donnerait une décroissance de l'ordre de

!
" = 1000 £

)

Ep

ER

On verra plus tard que 'erreur moyenne est en fait donnée par

ot

(0.1)

Enp ~

18mn°

L’expression exacte de la constante 1/18% n’a que peu d’intérét. Le point important a noter ici est que

Perreur moyenne décroit comme 1/y/n.



8 CHAPITRE 0. QUELQUES OBSERVATIONS

[ ]
0.10 + 24
0.08 § °
3+ °
0.06 .
[ ]
0.04 4T N
02+ °
0.0 5 .
1 1 1 ‘1= 1 1 1 1 1 1 . 1
1000 2000 3000 4000 2 3 4 5 6 7 8 9

FI1GURE 0.3 — Erreur moyenne ¢,, entre la proportion de “6” obtenus sur n lancers et la valeur théorique
1/6 (moyenne sur 1000 observations). A gauche : ¢, en fonction de n. A droite : tracé logarithmique

(In(e,,) en fonction de Inn), avec en pointillé la droite théorique y = In (, / %) - iz

0.2 Marches aléatoires

Dans cette partie, on va s’intéresser a l'allure de différentes trajectoires obtenues a partir de la
suite (X, )nen des lancers de dés.

0.2.1 La marche aléatoire simple

On définit ce qu’on appelle une marche aléatoire de la fagon suivante. On définit Zy = 0, puis par
récurrence,

g _fZar1 sixoe{12.3),
T2 -1 si X, € {4,5,6).

Le variable n est a comprendre comme une variable de temps. On part a 'instant initial n = 0 de la
position 0, puis a chaque unité de temps, on se déplace de +1 ou de —1, en choisissant aléatoirement et
symétriquement. Notamment, au bout de N pas, la marche se situera quelque part entre —IN et N. Un
exemple de 20 pas d’une trajectoire est présenté en figure 0.4. En abscisse, on a représenté la variable
de temps n et en ordonnée, la position Z,,. La grille grise représente ’ensemble des points qui sont
atteignables par la marche. La marche part initialement de la pointe, a gauche de la grille. A chaque
pas de temps, la marche se déplace vers la droite soit en montant, soit en descendant.

Une question naturelle est de savoir quelle est la position la plus probable pour la marche au bout
de N pas, pour N fixé. Sur la figure 0.5, ou 'on a tracé 10 réalisations des 20 premiers pas de la marche,
on observe que la marche semble arriver plus souvent pres de 0 que de £N. La raison en est qu’il y
a beaucoup plus de trajectoires possibles qui finissent pres de 0 que de trajectoires qui finissent pres
de £N. Par exemple, il n’existe qu'une seule trajectoire qui arrive a N (il s’agit de celle qui ne fait que
monter) ou & —N (celle qui ne fait que descendre).
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FIGURE 0.4 — Trajectoire d’une marche aléatoire.
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FIGURE 0.5 — Trajectoires de 10 marches aléatoires.

Analysons plus précisément ce phénomene : le tableau suivant donne la répartion des positions de
10000 marches au bout de N = 20 pas.

Position || —20 | —18 | =16 | —14 | =12 | =10 | —8 | =6 | —4 | -2 0

Effectif 0 1 2 9 63 | 159 | 349 | 734 | 1183 | 1594 | 1752
Position 2 4 6 8 10 12 | 14 | 16 18 20
Effectif || 1606 | 1195 | 789 | 356 | 159 | 45 | 12 | 3 0 0

Ce tableau est tracé sous forme d’histogramme sur la figure 0.6. On remarque d’ une part que la trajectoire
est beaucoup plus souvent proche de 0 que de £, mais aussi que la probabilité de se trouver en
position k semble dépendre de k de maniere tres réguliere. Il s’agit 1a d’un premier apercu du théoréme
limite central, que nous verrons au chapitre 5 (théoreéme 5.3.1).

On peut alors se poser la question suivante : quand n tend vers l'infini, quel est I'ordre de grandeur
de Z,, 7 Par exemple, existe-t-il une suite déterministe (uy,)nen telle que (Z,, /u,)nen admette une limite ?
On a tracé a gauche en figure 0.7 la méme chose qu’en figure 0.4, mais avec plus de pas : on est allé
jusqu’a 400 pas. Par rapport aux positions atteignables extrémes +400, la trajectoire semble trés proche
de 0. Notamment, on peut s’attendre a ce que pour n grand, Z,, soit négligeable devant n.
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FI1GURE 0.6 — Histogramme des points d’arrivée de 10000 marches aléatoires de 20 pas.

400 20

400 400

400 20

FIGURE 0.7 — Trajectoire de (Z,)nen pour n = 400. En pointillés, la limite de la zone atteignable par
la trajectoire.

L’explication est que pour n grand, Z,, n’est pas de 'ordre de n, mais de 'ordre de y/n. Sur le graphe
de droite de la figure 0.7, on a renormalisé les ordonnées, de sorte & afficher les positions entre —+/n
et /n (on a v/400 = 20). A cette échelle-1a on observe une trajectoire continue aléatoire. Autrement dit,
sur une échelle de temps de 1'ordre de n, les variations de Z,, sont de 'ordre de y/n. On retiendra que
pour n grand, >, _; Zj a un comportement aléatoire de 'ordre de \/n.

0.2.2 La marche aléatoire biaisée

Dans cette partie, on va étudier une suite (Y,),eny dont la définition sera légerement différente de
celle de la suite (Z,)nen. Plus précisément, on va poser Yy = 0 et

Yo +1 siX,e{1,23 4}
YrL+1 = .
Y, -1 siX, e{5,6}.
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Autrement dit, les trajectoires possibles de (Y;,)nen sont les mémes que celles de (Z,,)nen, mais les
probabilités entre les deux directions ne sont plus symétriques : on va choisir le déplacement +1 deux
fois plus souvent. On a tracé une trajectoire de (Y;,)nen sur la figure 0.8, jusqu’a n = 400. On voit
clairement une différence avec la figure 0.7 : la trajectoire est tres proche d’une trajectoire déterministe
non-nulle, qui se trouve étre la suite 7.

400

400

400
FIGURE 0.8 — Un trajectoire de la marche (Y},),en. En pointillés gris, les limites de la zone atteignable
par la trajectoire, ainsi que la droite d’équation y = x/3.

Pour autant, la trajectoire Y;, est aléatoire, et présente des variations autour de 7. Pour illustrer ces

variations, il suffit de tracer la suite des points Y,, — %, ce qui est fait sur la figure 0.9.

20

=
= |
§>

20

FIGURE 0.9 — Tracé de la trajectoire de Y,, — 3.

On observe ici une trajectoire tres similaire a celle de la figure 0.7. En particulier, Y;, — 3 est de
Pordre de v/n pour n grand. On est alors dans la situation suivante, qui se trouvera en fait étre assez
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générale :

__ (partie déterministe partie aléatoire
Yo = ( d’ordre n ) + ( d’ordre /n . (02)

Ici, la partie déterministe est n/3. Pour (Z,)nen, la partie déterministe était en fait 0 x n, ce qui fait
que le premier terme significatif était la partie aléatoire d’ordre /n.

0.2.3 La marche aléatoire de Cauchy

En équation (0.2), on donne une forme assez générale du comportement asymptotique des marches
aléatoires. Toutefois, cette forme admet des exceptions, dont la marche que nous allons présenter dans
cette partie. Cette marche est définie de la maniere suivante : on pose encore Wy = 0, mais W,, ;1 est
construit & partir de W,, de sorte que l'angle ©,, entre le vecteur (1, W,, 11 — W,,) et 'axe des abscisses
soit chosi uniformément sur lintervalle [—m/2,7/2] (ot 2) Pour étre plus précis, remarquons que la
tangente de 'angle entre le vecteur (x,y) et I'axe des abscisses est donné par £, de sorte que

Wn+ 1 — Wn

tan(©,) = I

On va donc définir la suite (W),),en par la formule
Whi1 = W, + tan(0,,).

Un exemple de trajectoire obtenue est donné en figure 0.10.

W,
O3
2+ o,
O
0 =g % %
—2 + @6

FI1GURE 0.10 — Trajectoire de X,,, jusqu’a n = 7.

Tracons maintenant une trajectoire jusqu'a n = 400. Le résultat est donné sur la figure 0.11.
Cette fois-ci, on observe que le comportement aléatoire de W,, est de l'ordre de n. Contrairement a
la décomposition (0.2), la marche W),, présente directement de 'aléa a I’échelle n. Par ailleurs (mais on

(note 2). On n’a pas encore défini ce que signifiait “tirer un nombre uniformément dans un intervalle”, et on ne peut pas

construire ©,, a partir de notre suite de lancers de dés, mais on va admettre qu’il y a un sens & “choisir une direction
aléatoire sans privilégier de direction particuliere”. Un dispositif physique permettant ce type d’aléa serait une roue que
l'on fait tourner et dont on attend l’arrét complet. L’angle entre la position a la fin et la position itiale de la roue peut
étre considéré comme un angle aléatoire uniforme sur [—, 7.
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ne verra pas lexplication de ce phénomene), la forme de la trajectoire sur la figure 0.11 est différente
des trajectoires des figures 0.7 et 0.9 qui, elles, se ressemblent beaucoup. Par exemple, la trajectoire de
la figure 0.11 n’est pas continue car elle présente des grands sauts.

400 +

—400

—400 +

FIGURE 0.11 — Trajectoire de (W;,)nen, jusqu’a n = 400.
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Chapitre 1

Formalisme de la théorie des
probabilités

1.1 Introduction

Le but de la théorie des probabilités est de donner un fondement mathématiques a la notion de
hasard, dans le but de pouvoir définir et étudier précisément des modeles faisant intervenir de 1’aléa.
Le champ d’applications est ici tres large : aujourd’hui des modeles probabilistes sont utilisés dans des
domaines aussi variés que la physique, I’économie, la finance, la biologie ou la météorologie.

Le mot “hasard” désigne ici tout phénomene trop complexe pour étre prévu précisément. De fait, il
est souvent commode de considérer comme aléatoires des phenomenes qui sont pourtant parfaitement
déterministes : si on lance un dé, la trajectoire du dé va entierement étre déterminée par les lois de la
physique, du moins si ’on connait tres précisément la position initiale du dé, sa vitesse initiale, ainsi que
la composition de lair sur sa trajectoire et de la table sur laquelle il va tomber. Pour autant, prévoir ce
mouvement exact est humainement impossible, et il est plus aisé de penser le résultat d’'un dé comme
étant le résultat du “hasard”.

Il y a plusieurs manieres de définir mathématiquement la notion de hasard, qui seront plus ou moins
simples et plus ou moins puissantes. La maniere qui fait consensus aujourd’hui parmi les mathématiciens
est Iaziomatique de Kolmogorov, qui est basée sur la théorie de la mesure. Comme la théorie de la
mesure n’est pas au programme du CAPES, nous ne passerons que rapidement sur les notions la faisant
intervenir, pour nous concentrer sur la pratique du calcul des probabilités.

L’idée de 'axiomatique de Kolmogorov est la suivante : si X est une certaine quantité “aléatoire”, elle
peut étre vue comme le résultat d’un processus faisant intervenir une source de “hasard”. Formellement,
on se donne donc un ensemble 2, correspondant & tous les états possibles de la source de hasard (dans le
cas du lancer de dé, Q est donc ’ensemble des manieres de lancer un dé — un ensemble trés complexe!)
et une fonction X : Q — FE qui a un état de la source de hasard associe un résultat. Pour le lancer de
dé, FE est I'ensemble {1,2,3,4,5 6}, et la fonction X est la fonction qui a une maniére de lancer le dé
associe le résultat (il s’agit également d’une fonction trés complexe!).

L’axiomatique de Kolmogorov utilise aussi un autre objet, appelé mesure de probabilité et noté P.
Il s’agit d’une fonction qui & un sous-ensemble de €2 associe la probabilité que celui-ci se produise. Cet
objet permet de décrire de quelle maniéere un élément de €2 est choisi “au hasard”.

15
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On retiendra de I'exemple du lancer de dé que I’ensemble € est tres complexe a décrire. Pour autant,
cela n’est nullement un probléme, puisqu’en pratique il est inutile de connaitre l’ensemble 2. La seule
chose importante est la fagon dont X transporte la mesure de probabilité P de Q2 vers E. Cela correspond
a la notion de loi d’une variable aléatoire.

On notera aussi que ’on ne va pas donner de sens au concept de probabilité. On va associer a chaque
sous-ensemble de 2 un nombre réel que l'on appellera sa “probabilité”’, sans expliquer ce que cela
signifie. En revanche, on retrouvera la notion empirique de probabilité dans la loi des grands nombres
(théoréme 5.2.1) : si on répeéte une méme expérience un grand nombre de fois de maniére indépendante,
alors la proportion de réalisations d’un certain événement va étre (proche de) la probabilité de cet
évenement.

1.2 [Espaces probabilisés

Donnons maintenant des définitions plus précises. Etant donné un ensemble ), une mesure de pro-
babilité sur Q devrait étre une application de P(Q) ("t 1) dans [0,1], vérifiant P(})) = 0, P(Q) = 1
et

P(AU B) =P(A) + P(B)

si A et B sont deux sous-ensembles disjoints de 2. Par ailleurs, pour pouvoir faire de I’analyse a partir
de 1a, on va avoir besoin de faire des passages a la limite. Notamment, on aimerait que la fonction P soit
“continue”, au sens ou P(A,,) devrait converger vers P(A) si 4,, “tend” vers A. Cependant, il n’y a pas
de notion vraiement naturelle de convergence d'un ensemble vers un autre. On a toutefois le résultat
suivant :

Lemme 1.2.1. Soit Q un ensemble et P une fonction de P() dans [0,1] vérifiant P(AU B) = P(A4) +
P(B) dés que A et B sont disjoints. Alors, on a équivalence entre les propriétés suivantes :

1. Si (An)nen est une suite de sous-ensembles de 2, alors

N
P(U An> :h;vnP<U An> :
neN n=0

2. Si (Bp)nen est une suite de sous-ensembles de ), alors

() we(0):

3. Si (Cp)nen est une suite croissante de sous-ensembles de Q (C,, C Cy11), alors
P <U a,,) =1imP(C,) ;
neN "
4. Si (Dp)nen est une suite décroissante de sous-ensembles de Q (D41 C D,,), alors
P (ﬂ Dn> =1limP(D,) ;

neN
(note 1). On note P(Q2) I'ensemble des sous-ensembles de €.
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5. Si (Ey)nen est une suite de sous-ensembles disjoints de Q, alors

P (U En> =Y P(E,). (1.1)

neN neN

Démonstration. L’équivalence entre 1. et 2. se prouve en posant A, = Bf (et B, = A%). De méme,
léquivalence entre 3. et 4. se voit en posant C,, = D¢ (et D,, = C%). 1l reste donc & prouver 1. = 3. =
5. = L.

Pour 1. = 3., on remarque que pour une suite croissante (C,,)nen, on a Uf:fzo C,, = Cy, de sorte que

N
P (U 0n> =limP (U Cn> = nlrvnIP(CN).

neN n=0

Pour 3. = 5., on pose Cy, = | J,_o Ex. La suite (Cy,)nen est alors croissante avec |, ey Crn = U, e Ens
et on obtient alors

00 00 N N e
P (U En> =P (L-JOC"> = limP(Cy) = limP (U E) - %nz_%P(En) = Z%IP’(E").

n=0 n=0

n—

Enfin, pour 5. = 1., on pose pour tout n, £, = A, \ Uk:é Ay, de sorte que les E, sont disjoints
avec U, ey Bn = Upen An et Ufj:l E, = Uﬁ;o Ay. On a alors

P (U An> =P (U En> 1111312:1@(13”) = limP (}1@) = lim P (TQAn) .

neN neN

O

Au vu du lemme précédent, il est naturel de définir une mesure de probabilité comme étant une
application de P(€2) dans [0, 1] vérifiant les cing propriétés (équivalentes) de continuité ci-dessus.

Définition 1.2.2. On appelle espace probabilisé un couple (2, P) tel que Q soit un ensemble et P est
une application P : P(Q) — [0,1] telle que :

— P(@)=0,P(Q)=1;

— si les ensembles A et B sont disjoints, alors P(AU B) = P(A) + P(B) ;

— les propriétés de continuité énoncées dans le lemme 1.2.1 sont vérifiées.
On dit que P est une mesure de probabilité sur €.

Quelques remarques :

— On a passé sous silence un point important de théorie de la mesure : dans de nombreux cas, il
n’est pas possible de définir de manieére cohérente une mesure P sur tout P(€2). Dans ces cas-1a,
on devrait seulement supposer que P est défini sur un sous-ensemble de P(2) qui dispose d’une
structure adéquate (il s’agit de la structure de tribu).

On ne se préoccupera pas de cette subtilité dans ce cours, et on fera comme si toutes les proba-
bilités étaient définies sur P(2) entier. Cela est d’ailleurs toujours possible tant que € est fini ou
dénombrable.
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— L’égalité (1.1) implique la méme relation pour une famille finie (Ey,),cqo,... v} d’ensemble dis-
joints. En effet, si on pose E,, = ) pour n > N, ’équation (1.1) se récrit

N N
P (U En> =Y P(Ey).
n=0 n=0

En particulier, une fonction P : P(Q2) — [0, 1] est donc une mesure de probabilité si et seulement

si elle vérifie P(Q) =1, P(P) = 0 et la relation (1.1)

Donnons un peu de vocabulaire :

— Les sous-ensembles de Q seront appelés les événements de espace probabilisé (2, P).
— Les éléments de €2, souvent notés w s’appellent des issues.

Puisque les éveénements sont des ensembles, on peut effectuer les opérations habituelles, avec la corres-

pondance suivante entre les terminologies ensembliste et probabiliste.

Notation | Terminologie ensembliste | Terminologie probabiliste
Q ensemble entier espace des états, évéenement certain
0 ensemble vide évenement impossible
w élément de ) issue
A sous-ensemble de ) évenement
weA w appartient a A A est réalisé si w est le résultat de I’expérience
ACB A est inclu dans B si A alors B
AUB réunion de A et B AouB
ANB intersection de A et B Aet B
Ac complémentaire de A non A
ANB=10 | A et B sont disjoints A et B ne peuvent se produire simultanément

A partir de la seule définition 1.2.2, nous pouvons déja donner un certain nombre de propriétés des

mesures de probabilité.

Propriété 1.2.3. Une mesure de probabilité P sur ) est une fonction croissante, au sens ou si A C B,

alors

P(A) < P(B).

Démonstration. Les ensembles A et B\ A sont disjoints, et I'inclusion A C B donne 'égalité

AU (B\ A) = B.

On a donc P(A) + P(B\ A) = P(B). Comme P est une mesure de probabilité, on a P(B\ A) >

dott P(A) < P(B).

Propriété 1.2.4. Soit (0, P) un espace probabilisé. Si A et B sont deuxr événements, alors :

Q
— P(4) = 1 P(4);
— P(A\ B) +P(B\ A) =
— P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B) ;

Démonstration. Pour le premier point, le fait que A et A° soient disjoints montre que P(A) + P(A°)

P(AU A°) =P(Q) = 1, d’ou le résultat.

P(AUB) — P(AN B).
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Pour le deuxieme point, on utilise 1’écriture
AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A4)
ou les trois ensembles A\ B, AN B et B\ A sont disjoints, de sorte que
P(AUB)=P(A\B)+P(ANB)+P(B\ A).
Pour le troisiéme point, on remarque que A = (A \ B) U (AN B), ou l'union est disjointe, de sorte

que P(A\ B) =P(A) —P(AN B) (et de méme P(B\ A) = P(B) — P(AN B)). On conclut en utilisant le
deuxiéme point. O

On a aussi la propriété suivante, qui peut souvent servir.
Propriété 1.2.5. Si (A,)nen est une suite d’événements, alors on a la majoration
P (U An> < P(4n).
neN neN

Démonstration. On va montrer par récurrence sur N 'inégalité

N N
P (U An> <> P(4,).
n=0 n=0

La propriété s’en déduira alors en passant a la limite en N — oo et en utilisant la propriété 1. du
lemme 1.2.1.
Le cas N = 0 est trivial. Si on suppose vraie 'inégalité pour 'entier IV, alors

P C@: A,,) —P ((QOAH) UANH) —P (LNJ An> Y P(Anil) — P ((QOA,L) ﬂANH)

n=0

N
<P (U An> +P(An+1)
n=0

N
=< Z P(An) + P(AN 1),

n=0

ce qui est la propriété au rang N + 1. O

Une conséquence directe :

Corollaire 1.2.6. Si les A, sont des événements de probabilité nulle (P(A,) = 0), alors I’événement
Unen An est lui aussi de probabilité nulle.
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1.3 Variables aléatoires

Définition 1.3.1. Soit (2,P) un espace probabilisé et E un ensemble. On appelle variable aléatoire a
valeurs dans E une fonction de Q dans E.

Comme on l'a déja dit, la description exacte de I’ensemble {2 est en générale peu pertinente. En
fait, les objets “utiles” seront les évenements pouvant se décrire a partir des variables aléatoires définies
sur 2. On va introduire une notation commode pour manipuler ces événements.

Définition 1.3.2. Soit X : Q — E une variable aléatoire, A un sous ensemble de E et x un élément
de E. On note alors ("ot 2)

{(Xed=X""A) ={weQ, X(w)eA}
(X=z}=X""'{z}) ={weQ, X(w)=x}
De maniere générale, si P est une certaine propriété, on notera
{X vérifie P} = {w € Q, X(w) vérifie P}.
Par exemple, si £ = R, on utilisera souvent la notation
(X<z}=X"Y]-00,2]) ={weQ, X(w) <z}

ainsi que les notations similaires {X < z}, {x < X <y}, etc.

La notation introduite en définition 1.3.2 permet de manipuler des évenements qui ont une in-
terprétation pour le probleme que 'on consideére. En effet, si X : 2 — E est une variable aléatoire, on
n’a pas besoin de pouvoir représenter précisément I’ensemble 2, mais seulement les événements qui ont
une signification par rapport a X : il s’agit des éléments de la forme {X € A}.

Propriété 1.3.3. Si (Q,P) est un espace probabilisé, E est un ensemble et X est une variable aléatoire
a valeurs dans E, alors la variable X induit une mesure de probabilité px sur l’ensemble E, définie par

ux(A) =P(X € A).
La mesure de probabilité px est appelée loi de X.
Pour ne pas alourdir I’écriture, on a noté P(X € A) pour P({X € A}).
Démonstration. On a {X € 0} =0 et {X € Q} = E. Par conséquent, on a bien
e (0) = P(0) = 0 et puxc(F) = P(Q) = 1.

Ensuite, si (A,)nen est une suite de sous-ensembles disjoints de E, alors les ensembles B,, = {X € A4,,}
sont eux-aussi disjoints, d’ou

px (U An> =P (U Bn> =D _P(Ba) =) ux(An).

neN neN neN neN

O

note 2). On rappelle que la notation X ~1(A) désigne I'image réciproque de la partie A par I’application X. Cela ne sous-
g g
entend pas que X est bijective!
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L’idée de la notion de loi de probabilité est la suivante : la mesure P permet de “choisir au hasard”
un w dans €2, c’est-a-dire, un état possible de la source de hasard. La variable aléatoire X associe & ce w
une observation X (w) € E. D’une certaine maniére, on a donc choisi, par le biais de X, un élément
aléatoire de E. La mesure px représente la maniere dont cet élément aléatoire est tiré.

La plupart du temps, quand on manipulera des variables aléatoires, les seules hypotheses que 1’on
fera concerneront la loi de X. Nos résultats commenceront donc par des énoncés de la forme “Soit X
une variable aléatoire de loi ;”. Pour que tout cela ait un sens, on doit s’assurer que, étant donnée une
mesure de probabilité p sur un ensemble F, il existe une variable aléatoire dont la loi est pu. C’est ce
que 'on énonce dans le résultat suivant.

Propriété 1.3.4. Soit E un ensemble et p une mesure de probabilité sur E. Alors, il existe un espace
probabilisé (U, P) sur lequel est définie une variable aléatoire X de loi p.

Démonstration. 1l suffit de choisir ) = E, P = u et de prendre pour X la fonction identité. Dans ce
cas, (2,P) est bien un espace probabilisé et X est une variable aléatoire.

Par définition la loi de X est la mesure pux définie pour A C X par pux(A) = P(X~1(A)). Or, avec
notre choix de P et X, on aP = p et X 1(A) = A. On a donc bien pux(A4) = u(A). O

1.4 Variables aléatoires réelles

On appellera variable aléatoire réelle toute variable aléatoire a valeurs dans R.

Comme ’outil fondamental en théorie des probabilité est la mesure de probabilité, il est utile d’avoir
des manieres de caractériser une mesure. Plus précisément, si X et Y sont deux variables aléatoires, y
a~t-il une fagon économique de montrer qu’elles on la méme loi, c’est-a-dire de montrer px (A) = py (A)
pour tout A C E'7 Dans le cas ou les variables sont & valeurs dans R, le théoréme suivant répond a cette
question :

Théoréme 1.4.1. Soient u et v deux mesures de probabilité sur R. Si pour toutt € R on a

(] = o0, t]) = v(] — 00, 1)),
alors = v.

Démonstration. Admis. On voudrait montrer que u(A) = v(A) pour tout A. L’idée serait donc de
montrer que tout (°t¢ 3) sous-ensemble de R peut se “décrire” A partir d’intervalles. O

On est donc amenés a la définition suivante :

Définition 1.4.2. Soit X une variable aléatoire de loi px d valeurs dans R. On appelle fonction de
répartition de la loi ux ou encore, par abus, fonction de répartition de X, lapplication Fx définie sur
R par :

vt € R, Fx(t) = pux(] — o0, t]) = P(X < 1).

Avec la définition précédente, le théoreme 1.4.1 revient a dire que si deux variables aléatoires X et Y
ont la méme fonction de répartition, alors elles ont la méme loi.

note 3). C’est en fait seulement le cas de certains sous-ensembles. Ceci est lié au fait que, en toute rigueur, une mesure de
g
probabilité sur R n’est pas définie sur P(R) tout entier.
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Propriété 1.4.3. Une fonction de répartition Fx satisfait les propriétés suivantes :
— F'x est croissante ;
— Fx est continue a droite et admet une limite a gauche en tout point ;
— lim Fx(t) = 0, lim Fx(t) =1.
t——o0 t——+o0

Démonstration. Le premier point découle de la propriété de croissance des probabilités : si s < t, alors
] —00,8] C] —o00,t], dott ux (] —00,s]) < px(] — oo,t]).
Pour montrer le deuxiéme point, on considére une suite (¢,),en croissante, de limite ¢, avec ¢, < ¢

ainsi qu’une suite décroissante (¢, )nen de limite ¢ avec t,, > t. Pour tout n > 1, on définit

C, =]—o0,t,] et D, = ]—oo,tn] )

Alors (Cp,)n>1 est une suite croissante vérifiant | J,,~, C,, =] — 00, ], et la suite (D, ),>1 est décroissante
avec ﬂn21 D,, =] — o0, t]. Donc, d’apres le lemme 1.2.1, on sait que :
Jm ey (Cn) = px (] —oo,t]) et lm px(Dy) = px (] - o0,1]),
d’ot1 le résultat.
De méme, pour démontrer le dernier point il suffit de montrer
lim Fx(—n)=0et lim Fx(n)=1.
n—oo n—oo

La preuve est similaire & celle du troisiéme point, en utilisant les ensembles C,, =] — co,n] et D,, =
] — o0, —n). O

En fait, les propriétés listées dans la propriété 1.4.3 caractérisent les fonctions de répartition :

Théoréme 1.4.4. Toute application F de R dans [0,1] vérifiant les trois propriétés listées dans la
propriété 1.4.3 est la fonction de répartition d’une loi de probabilité sur R.

En vertu du théoreme 1.4.1, la mesure de probabilité p dont F est la fonction de répartition est
unique. En somme, on a construit une bijection entre un ensemble d’objets abstraits (les mesures de
probabilités), et un ensemble d’objets beaucoup plus concrets (des fonctions croissantes).

Démonstration. Admis. Il s’agirait de construire une mesure de probabilité sur (R, P(R)). Or, on a déja
évoqué le fait que construire explicitement une mesure de probabilité sur un ensemble indénombrable
(ici R) pouvait étre trés complexe. O

Un exemple de fonction de répartition est donné sur la figure 1.1. D’apres le théoreme 1.4.1, la
fonction F' caractérise entierement la mesure p dont elle est la fonction de répartition. Il est donc en
théorie possible de lire n’importe quelle valeur u(A) sur le graphique de la figure 1.1. En pratique,
certaines de ces valeurs sont tres simples & exprimer : il s’agit du cas ou A est un intervalle, pour
lequel pu(A) peut s’exprimer comme un accroissement de F'.

Propriété 1.4.5. Soit (Q,P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire sur 0 de fonction de
répartition Fx, alors :

— P(X >z)=1-Fx(z),

— Pz < X <y) = Fx(y) — Fx(x),

— P(X <z)=Fx(z—).
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S
f@
a b C

FI1GURE 1.1 — Un exemple de fonction vérifiant les conditions de la propriété 1.4.3. Le théoréeme 1.4.1
assure qu’il existe une mesure p dont c’est la fonction de répartition. Les valeurs de la fonction en b
et ¢ sont données par les points noirs (continuité & droite). Les points blancs représentent les limites a
gauche en b et en c.

— P(X =z) = Fx(z) — Fx(z—).

La notation Fx (z—) désigne la limite & gauche de la fonction Fx au point z, dont 'existence a été
donnée dans la propritété 1.4.3.

De la propriété 1.4.5, on peut retenir que les points de discontinuité de F ( sont les x tels
que P(X = z) > 0. Dans ce cas, la valeur P(X = z) vaut F(x) — F(z—) : il s’agit de la taille du saut
dans la fonction de répartition. Inversement, un “plat” dans la fonction de répartition correspond a
un intervalle T tel que P(X € I) = 0. Par exemple, on voit que la mesure u associée a la fonction de
répartition tracée en figure 1.1 vérifie u({b}) > 0 et u({c}) > 0 (la fonction n’est pas continue en b et
en ¢, ainsi que u(]a, b)) = 0 (la fonction est constante sur ]a, b|).

note 4)

1.4.1 Espérance

On veut donner un sens a la notion de valeur moyenne d’une variable aléatoire X. Pour désigner
cette valeur moyenne, on parlera de 1'espérance de X, que 1’on notera EX ("°*¢5) Notre but dans ce
paragraphe va étre de définir une valeur EX pour autant de variables X que possible. On voudrait que
la fonction X +— EX vérifie au moins les trois propriétés suivantes :

1. pour une variable de la forme ("% 6) 1,4 on a E1, = P(A);
2. E est lindaire : E(X +Y) = EX + EY ;
3. E est croissante : si deux variables X et Y vérifient X <Y, alors EX < EY.

Les deux premieres conditions ci-dessus imposent déja la valeur de EX si X ne prend qu’un nombre fini
de valeurs. Une telle variable X est dite étagée :

(note 4). Qui sont les x tels que F(xz—) # F(x), puisque F' est continue & droite et admet une limite & gauche en tout point.
(note 5). Ou E(X) ou E[X].
(note 6). Par définition, 14(w) vaut 1 si w € A et vaut 0 sinon. La variable aléatoire 14 s’appelle I'indicatrice de A.
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Définition 1.4.6. Une variable aléatoire est dite étagée si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
De maniere équivalente, une variable aléatoire X est étagée si et seulement si elle peut s’écrire

X = ZxklAk (1'2)
k=1

pour des réels (Ty)k=1,..n €t des événements (Ax)k=1,..n

A partir des conditions 1. et 2. ci-dessus, l'espérance d’une variable étagée X = > ;' w14, est

forcément donnée par
n

EX =) axP(Ag). (1.3)
k=1
Cette définition n’est pas completement rigoureuse, car une variable aléatoire étagée peut s’écrire de
plusieurs maniéres sous la forme (1.2) (par exemple, pour A et B disjoints, on a 14up = 14 +1p) et il
faudrait vérifier que l'expression (1.3) ne dépend pas de la décomposition que l'on a choisie.
L’équation (1.3) est illustrée sur la figure 1.2. On a représenté ) comme étant ’axe des abscisses,
et une fonction de ) dans R qui prend un nombre fini de valeurs peut se voir comme une fonction
“en escalier”. Dans ce cas, l'espérance de X est schématiquement “I’aire sous la courbe” : on ajoute
les xp x P(Ag), ol i, est sur le dessin la hauteur du kéme rectangle, et P(Ay) sa largeur.

Ya —Y
Y3
U1
Y2 _
p— | K
Al A2 A3 A4

FIGURE 1.2 — Espérance d’une variable étagée.

On voudrait maintenant étendre la notion d’espérance a une classe plus large de variables aléatoires.

Le cas des variables positives

On va maintenant utiliser la condition 3. énoncée ci-dessus. Si X est une variable aléatoire, pour toute
variable aléatoire étagée Y vérifiant Y < X, on devrait avoir, une fois EX défini, 'inégalité EY < EX.
En particulier, on a

sup EY <EX.
Y <X, Y étagé
La quantité SUPy <X, v étage €St donc une minoration de toute valeur potentielle de EX. A partir de la,
il est naturel de définir EX comme étant égal a cette minoration. Cependant, il faut que le sup soit bien
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défini, ce qui serait le cas si 'ensemble des variables étagées inférieures & X était non-vide. C’est le cas
si X est une variable aléatoire positive. En résumé, on pose la définition suivante :

Définition 1.4.7. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [0,00[. On appelle espérance de X la
valeur
EX = sup EY,
0<Y<X
ot la borne supérieure est prise sur 'ensembles des variables aléatoires Y étagées vérifiant 0 <Y < X.
Pour un tel Y, EY est défini par I’équation (1.3).

Quelques remarques :

— L’ensemble sur lequel on prend la borne supérieure est non-vide puisqu’il contient la fonction ¥ =
0. C’est pour cela que I'on a supposé X positive. Par conséquent, la borne supérieure est soit un
réel, soit co. Par ailleurs, pour Y vérifiant 0 <Y < X, on a EY > 0, de sorte que dans le cas ou
la borne supérieure est un réel, elle est positive.

— On retiendra que l'espérance d’une variable positive a toujours un sens, méme si on peut avoir
EX = co. En particulier, quelle que soit la variable aléatoire réelle X ’expression E|X| est bien
définie.

— Graphiquement, la définition 1.4.7 est illustrée sur la figure 1.3. Comme sur la figure 1.2, on a
placé schématique 'espace 2 sur 'axe des abscisses. L’espérance de X s’interpreterait comme
I'aire sous le graphe (™% 7) de X. On a représenté trois variables aléatoires Y7, Ya, Y3 vérifiant
les condition de la définition 1.4.7. L’aire sous le graphe de X s’obtient en prenant des Y de plus
en plus “proches” de X par en-dessous.

X

— Y

Y,

Y,

Q

FIGURE 1.3 — Une variable aléatoire X, et plusieurs variables aléatoires Y; étagées inférieures a X.
L’espérance de X est la borne supérieure des EY pour de tels Y.

On vérifie maintenant que cette définition étendue d’espérance vérifie toujours les propriétés de
monotonie et de linéarité.

Propriété 1.4.8. Si X et X sont deuz variables aléatoires positives avec X < X, alors EX < EX.

(note 7). Cette remarque fait penser & une intégrale. En fait, ’espérance est une intégrale : dans le cadre de la théorie de
I'intégration de Lebesgue, 'espérance de X est 'intégrale de X contre la mesure P.
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Démonstration. Si 0 < X < X, alors toute variable aléatoire Y vérifiant 0 <Y < X vérifiera aussi 0 <
Y < X. Par conséquent, la borne supérieure apparaissant dans la définition de EX portera sur un
ensemble plus grand que celle qui apparait dans la définition de EX. Cette borne supérieure sera donc
plus grande. O

Le résultat suivant n’est pas au programme du CAPES. Toutefois, il sera utile pour justifier certains
résultats présentés dans la suite.

Théoreme 1.4.9 (Convergence monotone). Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires positives.
On suppose que la suite est croissante, au sens ot X, < X, 11 pour tout n € N. Alors

lim EX, = E ( lim Xn) .

n—oo n—oo

Démonstration. On ne détaillera pas la preuve. Le point-clé est 1’égalité (énoncée au lemme 1.2.1)

S

ot (Cp)nen est une suite croissante d’évenements. En effet, cette égalité correspond au cas particulier
du théoreme 1.4.9 ou les variables ont la forme X,, = 1¢, et lim, X,, = 1y, 0 Cn O

Le théoréeme de convergence monotone pourra étre utilisé conjointement avec le résultat suivant. En
effet, il énonce que n’importe quelle variable aléatoire (positive) peut étre approchée par une suite de
variables étagées.

Lemme 1.4.10. Soit X une variable aléatoire X positive. Il existe une suite croissante (X, )nen de
variables aléatoires étagées positives telles que lim, X, = X.

Démonstration. Il suffit de prendre X, E,; 0l Jr<x<kgls O

Une propriété tres utile dont une preuve rigoureuse utilise une approximation par des variables
aléatoires étagées est la propriété de linéarité (limitée pour I'instant aux variables positives) :

Propriété 1.4.11. Soient X etY deux variables aléatoires positives et a > 0. On a

1. E(X +Y)=EX +EY, avec la convention x + co = oo pour tout = de [0,00] ;

2. E(aX) = aEX, avec la convention a X 0o = 0.

Démonstration. D’apres le lemme 1.4.10, on peut construire deux suites croissantes de variables positives
et étagées (X, )nen et (Yn)nen avec lim, X,, = X et lim, ¥;, =Y. Comme les X, et Y,, sont étagées, on
a E(X, +Y,) = EX, + EY,. Ensuite, le théoréme de convergence monotone assure lim, E(X, +Y,) =
E(X +Y), lim, EX,, = EX et lim, EY,, = EY, ce qui permet de conclure le premier point.

Pour le dexieme point, on écrit

E(aX)= sup EY = sup EY = sup E(aZ)=ax sup EZ=aEX,
0<Y <aX OS%SX 0<Z<X 0<Z<X

ou chacune des bornes supérieures porte sur ’ensemble des Y (ou Z) étagé vérifiant les inégalités
données. ]
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On donne encore une propriété sur I'espérance des variables positives, qui caractérise les variable
d’espérance nulle.

Propriété 1.4.12. Si X est une variable positive telle que EX = 0, alors on a P(X =0) = 1.

Démonstration. On a la décomposition

(X >0} = G{X > 1/n}.

n=1
Or, %1X2; < X, donc
1 1 1
n n n “=n
Donc pour tout n, P(X > 1/n) = 0. Par le corollaire 1.2.6, on en déduit P(X > 0) = 0. Comme X est
positive, on a donc P(X =0)=1—-P(X >0) = 1. O

Le cas des variables intégrables

On va maintenant étendre la notion d’espérance a des variables qui ne sont pas nécessairement
positives. Cette fois-ci, on ne pourra par contre pas forcément donner un sens a l’espérance de n’importe
quelle variable aléatoire. Une des raisons est qu’il est possible de trouver des variables aléatoires X et YV
positives avec EX = EY = oo pour lesquelles E(X — Y') n’a pas de sens : en effet, on est en présence
d’une forme indéterminée co — co.

Définition 1.4.13. Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X est intégrable si E|X| < oo.
Dans ce cas on apelle espérance de X la quantité

EX =E(X1{x>0) — E(=X1{x<0})- (1.4)
Une variable aléatoire d’espérance nulle est dite centrée.

Cette définition a bien un sens. En effet, d’une part, la variable | X| est positive, de sorte que E|X|
est bien définie. D’autre part, les deux variables X1;x>0y et —X1;x o} sont positives et sont majorées
par | X|, de sorte que

]E(X]_{X>0}) <E|X| < ooet E(*Xl{x<o}) <E|X| < o0,

ce qui fait que I'on n’est pas en présence d’'une forme indéterminée oo — co. Enfin, on remarquera que
pour X positive, les deux définitions se rejoignent. La forme de Pexpression (1.4) est motivée par I’égalité

X = X(1ix>0y + Lix<oy) = Xlix>0y — (—=X)1{x<0y-

Si on interprete ’espérance comme une aire sous une courbe, cette généralisation correspond & compter
négativement les surfaces situées en dessous de ’axe des abscisses.

On notera qu’une variable aléatoire bornée est toujours intégrable (si —a < X < a, alors |X| < a,
donc E|X| < a < c0).

Les résultats énoncés dans les propriétés 1.4.8 et 1.4.11 sont encore valables pour des variables
aléatoires intégrables.
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Propriété 1.4.14. Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables et a > 0.
— Si X <Y, alors EX <EY. En particulier, on o |EX| < E|X]|.
— Les variables aléatoires X +Y et aX sont intégrables et on a

E(X+Y)=EX +EY et E(aX) =aEX.

Démonstration. Pour la premiere propriété, on remarque que si X <Y, alors X1x>0y < Y1liy>q)

et (=X)Lx>0p = (=Y)L{y>0}-
Pour la deuxiéme propriété, on voit que X 4+ Y est intégrable car | X + Y| < |X| + |V, d’ou

E|X + Y| < E|X| 4+ E|Y] < oc.

Pour aX, cela découle de ElaX| = |a|E|X| < co. O

1.4.2 Théoréeme de transfert

Les définitions 1.4.7 et 1.4.13 ne sont pas les définitions qui seront utilisées en pratique pour calculer
une espérance. Le théoreme 1.4.15 ci-dessous est une premiere étape pour donner une expression plus
explicite de l'espérance d’une variable aléatoire. Il sera énoncé dans des cas plus généraux par les
théoremes 3.1.2 et 4.1.5.

Théoréme 1.4.15 (Théoréme de transfert, version 1). Soit X une variable aléatoire ¢ valeurs dans E
et f une fonction de E dans R. Si X prend un nombre fini de valeurs {z1,...,z,}, alors

= fan)P(X =) = > flar)ux({zr}).
k=1 k=1

Démonstration. Si la variable X ne prend qu’un nombre fini de valeurs x1,...,x,, alors c’est également
le cas de f(X) et on peut écrire

Zf )l ix =0}
k=1
) d

Le résultat se déduit alors de la définition (1.3) de I'espérance d’une variable étagée. O

On remarque en particulier que Ef(X) ne dépend que de f et de la loi px de X : si X et Y sont
deux variables aléatoires de méme loi, alors Ef(X) =Ef(Y).

1.4.3 Variance, moments d’ordres supérieurs

Certaines propriétés intéressantes des variables aléatoires s’expriment a partir des espérances des
puissances de X, qui s’appellent les moments de X :

Définition 1.4.16. Pourn € N*, si X" est intégrable, la quantité E(X™) est appelée moment d’ordre n
de la variable X. On dira alors que X admet un moment d’ordre n.
En particulier, pour n = 2, si X2 est intégrable, on dira que X est de carré intégrable.

Le fait d’admettre un moment d’ordre n est d’autant plus restrictif que n est grand :
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Propriété 1.4.17. Soit X une variable aléatoire réelle et n < m deux entiers. Si X admet un moment
d’ordre m, alors elle admet un moment d’ordre n.
En particulier une variable aléatoire de carré intégrable est intégrable.

Démonstration. Soit £ > 0. Sixz <1,alorsz" <1<1+a2™. Sil<zx,alorsl <z™ ", douz" <z™ <
1+ z™. On a donc dans tous les cas £ < 1 + x™. Par conséquent :

E(X[") < E(1+|X[™) = 1 + E(|X|™) < oc.
O

Propriété 1.4.18 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si X et Y sont deuz variables aléatoires réelles de
carré intégrable, alors la variable | XY | est intégrable et on a

E|XY| < VEXD)E(Y?)

En particulier, pour Y =1, on trouve :

ElX| < VEX?).

Cette derniere égalité est une autre maniere de voir qu’une variable aléatoire de carré intégrable est
intégrable.

Démonstration. Pour tous réels = et y, on a I'inégalité 0 < (|z| — |y|)? = 22 + y? — 2|zy|. En particulier,
on a |zy| < (2% + y?). Par conséquent E|[XY| < L(EX? + EY?) < co. La variable aléatoire XY est
donc intégrable.

Par linéarité de ’espérance, on a pour tout réel A

E((|X] + MY ])?) = E(X?) 4+ 20E(|XY|) + NE(Y?).

Vue comme une fonction de )\, cette expression est un polynéme de degré 2 qui ne prend que des valeurs
positives. Par conséquent, son discriminant est négatif, ce qui s’écrit

4E(|1XY])? — 4E(Y?)E(X?) < 0.
Cette inégalité n’est qu'une récriture de celle que ’on cherchait & démontrer. O

Corollaire 1.4.19. Si deuz variables aléatoires réelles X et Y sont de carré intégrable, alors X +Y
auSsi.

Démonstration. On a (X +Y)? = X? +2XY + Y2 < X2+ 2|XY|+ Y2 Par conséquent
E((X +Y)?) <E(X?) 4+ 2E|XY| +E(Y?) < E(X?) 4+ 2y/E(X2)E(Y?2) + E(Y?) < 0.
O

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles de carré intégrable, on peut définir une “distance”

entre elles par la formule
S5(X,Y)=E((X -Y)?).

Par exemple, d’apres la propriété 1.4.12, on a §(X,Y) = 0 si et seulement si P(X =Y) = 1.
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Pour une variable aléatoire réelle X de carré intégrable donnée, on peut se demander quelle est la
constante dont elle est la plus proche, au sens de §. C’est-a-dire, pour quelle(s) valeur(s) Ao a-t-on

§(X, No) = /{rel{{cS(X, A).

En développant, on voit que (X, A) est polynomiale par rapport a A :
S(X,\) =E((X —\)?) = E(X?) — 2AEX + A%

Ce polynéme atteint son minimum en A = EX. Autrement dit, I’espérance de X peut s’interpréter
comme la variable constante la plus “proche” de X. La quantité 6(X,EX) = E((X — EX)?) mesure
donc a quel point X est proche d’étre constante. Cela motive la définition suivante :

Définition 1.4.20. Si X est une variable aléatoire de carré intégrable, on définit sa variance, motée
V(X), par :
V(X) =E(X —EX)?).

L’écart-type, noté o(X), est défini par /V(X).
Une variable aléatoire de variance égale a 1 est dite réduite.

On remarquera que si la variable aléatoire X a une dimension, alors I’écart-type a la méme dimension,
tandis que la variance a la dimension au carré, d’ou l'intérét dans la pratique de travailler avec 1’écart-
type. Par exemple, si X représente la taille (en cm) d’un individu pris au hasard dans une population,
alors lespérance EX s’exprime en centimetres, de méme que I'écart-type o(X), alors que la variance
s’exprime en centimetres carrés. On verra dans la propriété 1.4.23 que I’écart-type correspond a un écart
caractéristique a la moyenne. Par exemple, sur la figure 1.4 qui représente les courbes de croissances des
enfants jusqu’a trois ans ™°% 8) on a tracé les graphes de la moyenne & laquelle est ajouté ou soustrait
I’écart-type ou son double. On verra plus tard que ’on peut donner des résultat précis sur la proportion
d’enfants qui se situeront entre ces courbes.

Donnons quelques propriétés algébriques de la variance :

Propriété 1.4.21. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable, alors :
— V(X)>0;
— La variance est invariante par translation : pour tout réel a, on a V(X +a) = V(X) ;
— La variance est quadratique : pour tout réel a, on a V(aX) = a?V(X) ;

— On a une autre expression de la variance, qui simplifie souvent certains calculs ™t 9) :

V(X) = E(X?) — E(X)? ;

— La variance de X est nulle si et seulement si X est une variable aléatoire constante.

Démonstration. La positivitié de V(X) découle de la monotonie de 'espérance et du fait que (X —
E(X))% > 0.

En utilisant la définition de la variance et la linéarité de ’espérance, on a, pour l'invariance par
translation :

V(X +a) =E(X +a—-E(X +0a))?) =E(X -E(X))?) = V(X),

(note 8). Ce sont les graphiques que 1’on retrouve dans les carnets de santé, avec les mémes courbes.
(note 9). Cette égalité est parfois appelée formule de Kénig-Huygens.
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FIGURE 1.4 — Courbe de croissance des enfants de 0 a 36 mois.

et pour le caractere quadratique :
V(aX) =E((aX —E(aX))?) = E(a*(X — E(X))?) = a®*V(X).
La deuxieme expression se prouve en développant :
V(X) =E(X —E(X))?) = E(X? - 2E(X)X +E(X)?)
=E(X?) - 2E(X)? + E(X)?
= E(X?) ~ E(X)?.

Pour le dernier point, on consideére une variable X de variance 0. La variable (X — EX)? est donc une
variable positive d’espérance nulle, ce qui implique par la propriété 1.4.12 que I'éveénement {(X —EX)? =
0} a probabilité 1. Par conséquent, P(X = EX) = 1, et X est une variable constante. O

1.4.4 Inégalité de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

On présente dans cette partie deux inégalités permettant de “localiser” les valeurs prises par une
variable aléatoire, en fonction de sa moyenne et de sa variance.
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La premiere inégalité formalise I'intuition suivante : si une variable aléatoire est intégrable alors elle
“n’est pas trop grande”, et dans ce cas, sa probabilité de prendre des “grandes” valeurs est “petite”.

Propriété 1.4.22 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire positive. Alors,

E(X)

Va>0, P(X>a)< .

Plus généralement, si X est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre n € N* et si a > 0,
alors

P(|X| > a) < E(XT)

an

Démonstration. Pour tout réel positif x, on a l'inégalité aly,>,) < x, comme on peut le voir sur la
figure 1.5. En appliquant cette inégalité a la variable X, on obtient 1x>, < %

Y

z

Y

Y= al{mza}

FIGURE 1.5 — L’inégalité al,;>, < z.

Par conséquent,
X EX
P(X >a)= El{X>a} <E (> .
= a
Pour la seconde inégalité, il suffit de remarquer 1’égalité entre évenement {|X| > a} = {|X|™ > a"} et
d’appliquer la premiere égalité a | X|™ et a™.

On peut aussi lire I'inégalité de Markov comme “une variable aléatoire positive a peu de chances
d’étre beaucoup plus grande que sa moyenne”. En effet, en prenant a = olEX, I'inégalité se récrit

P(X > aEX) <

eI~

La deuxieme inégalité formalise 'intuition suivante : la variance mesure 1’écart entre une variable
aléatoire et sa moyenne. Par conséquent si une variable a une “petite” variance, elle aura une “grande”
probabilité de se trouver “pres” de sa moyenne.

Propriété 1.4.23 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soient X wune variable aléatoire de carré
intégrable et a > 0. Alors,
V(X)

P(X -E(X)|>a) < —5

a
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Démonstration. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev est une conséquence de I'inégalité de Markov. La
variable aléatoire X étant de carré intégrable, il en est de méme pour la variable aléatoire X —EX. On
applique alors I'inégalité de Markov avec la variable aléatoire Y = |X — EX|? : pour tout a > 0,

X —EX]?)  V(X)

E
P(|X —EX|>a) =P (X —EX|” > a*) < ( — =3

O

En appliquant la propriété précédente a a = 20(X) et a = 30(X), on obtient, pour toute variable
aléatoire réelle X,
P(IX —EX| < 20(X)) > = = 0.75

P(|X — EX| < 30(X)) > - = 0.888...

O] 00 | W

Ces propriétés sont encore une illustration du fait que I’écart-type mesure la dispersion de la variable
aléatoire autour de sa moyenne. Par exemple, la premiere nous dit qu’au moins les trois quarts des
enfants ont leur taille comprise entre les deux courbes en trait plein de la figure 1.4.

1.5 Exercices

Exercice 1.1.
Soient A et B deux évenements d’'un méme espace probabilisé. Montrer les relations suivantes entre
indicatrices :

lac =1—-14, 1anp =141, laup=1a+1p—1ans.

Exercice 1.2.
Soient A et B deux évenements. Montrer que les trois évenements A\ B, B\ A et AN B sont disjoints
et que leur union est AU B.

Exercice 1.3.
Soient A, B, C trois événements d’un méme espace probabilisé. Exprimer les phrases suivantes en termes
ensemblistes, en fonction de A, B et C.

— A est réalisé mais ni B ni C ne le sont;

— au moins un des trois évenements est réalisé ;

— au plus deux des trois évéenements sont réalisés ;

— si A est réalisé, alors un des éveénements B et C lest ;

— si A est réalisé, alors au plus un des événements B et C est.

Exercice 1.4.

Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N U {oo}. Montrer que P(T' < 00) = > P(T = n).

neN

Exercice 1.5.
Soit IV une variable aléatoire a valeurs dans N, et soit A un événement. Montrer ’égalité

P(A) =Y PAN{N =n}).

neN
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Exercice 1.6.
Soit X une variable aléatoire réelle. Montrer que les deux suites (IP’(X <1

1
n )neN et (]P)(X > ))neN
convergent et donner leurs limites.

- n

Exercice 1.7.
Les fonctions suivantes sont-elles des fonctions de répartition ? Si non, quelle modification simple ap-
porter pour que ce soit le cas?

—z T
arcta, i 1l—e"" 2l e ¢
rctan(x) e xlpq); e o]

; arcsin(z) ; E(1/z) " 19 1)(x)

(E est la fonction partie entiere).

Exercice 1.8.
Soit X une variable aléatoire intégrable. Montrer que les variables aléatoires suivantes sont elles aussi

intégrables :
XS
Xsin(X) ; /| X]; In(1+ X)) ; X2

Exercice 1.9.
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [—1, 1].

1. Montrer que la variance de X est inférieure a 1. Notamment, I’écart-type de X est aussi inférieur
al.
2. Si on suppose de plus V(X) = 1, que peut-on dire sur la loi de X ?

3. Refaire les deux questions précédente, en remplagant dans les hypotheéses le segment [—1, 1] par
un segment [a, b] arbitraire. La borne supérieure de la variance et de ’écart-type sera & adapter.



Chapitre 2

Probabilités conditionnelles -
indépendance

2.1 Probabilité conditionnelle

Dans de nombreuses situations, on observe un phénomene aléatoire dont on connait une informa-
tion partielle. Par exemple, pendant une partie de cartes a jouer, la distribution des cartes est faite
aléatoirement, mais chaque joueur connait ses propres cartes et dispose donc d’une information sur le
jeu des autres.

On voudrait donc, & partir d’'un premier espace probabilisé (£2,P), définir une nouvelle mesure de
probabilité sur 2 ne portant que sur un évenement B : plus spécifiquement, on veut donner une pro-
babilité nulle aux évenements disjoints de B. Cette idée est formalisée dans la notion de probabilité
conditionnelle.

2.1.1 Définition

A partir d’un espace probabilisé (2, P), on veut donc construire une nouvelle probabilité qui “res-
semble” a P, mais telle que les sous-ensembles de B¢ aient une probabilité nulle. Une maniere de faire
pourrait étre de poser Pg(A4) = P(AN B), de sorte que Pg(A) = P(A) pour tout A C B. Le probleme
est que l'objet obtenu ne serait pas une mesure de probabilité, puisqu’on aurait Pp(Q) = P(B) # 1 (a
priori). La solution consiste & renormaliser par la quantité P(B).

Définition 2.1.1. Soit (Q,P) un espace probabilisé, et B un événement tel que P(B) > 0. Pour tout
A C Q, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B, notée Pg(A) ou P(A|B), par :

P(AN B)
Pg(A) = ————= 2.1

La condition P(B) > 0 permet de diviser par P(B). En pratique, on a 0 < P(B) < 1. En effet, le
cas P(B) =1 a peu d’intérét, puiqu’on obtient alors Pg = P.

La notation P(A|B) est la plus couramment utilisée ; en revanche, la notation figurant au programme
du lycée est Pp(A). L’intérét de la notation Pp(A) est qu’elle souligne bien le fait que Pp est une

35
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mesure de probabilité que l'on applique a I’événement A. En outre, la notation P(A|B) pourrait faire
croire que 'on calcule la probabilité d’un évenement noté A|B. Or, on ne peut pas donner de sens & un
“évenement A|B”.

Propriété 2.1.2. L’application Pg est une probabilité sur €.

Démonstration. 1l faut montrer que Pp satisfait les trois axiomes caractérisant une probabilité.
— Par hypotheése, on a P(B) > 0. De plus, pour tout A C ©Q, on a AN B C B, d’ou l'inégalité
0 <P(ANB) <P(B), et donc :
o< PANB)
= "B S
— Comme QN B=DB,et QN0 =10, on a bien Pp() =1et Pg(0) =0
— Soit (A,)n>1 une famille dénombrable d’événements deux & deux disjoints. Alors on a ’égalité
(Up>1 4An) N B =,,» (4, N B). Comme les évenements (A,),>1 sont deux & deux disjoints, il
en est de méme pour les événements (A, N B),>;. Par conséquent, on a

Pl JAnnB)| =D P(A4,NB),

n>1 n>1

et on conclut :

P{(Unz14n) N B P(A, N B
Po | JAn] = ( P(B) )Z%»(B))ZPB(AM'

n>1 n>1 n>1

O

La définition de la probabilité conditionnelle peut se récrire P(AN B) = Pg(A)P(B). Autrement dit,
on peut calculer la probabilité d’une intersection en conditionnant par un des éveénements. En appliquant
plusieurs fois la méme égalité, on arrive a ’équation suivante :

P (m Ak) = ]P(Al)]PAl (AQ)IPAlﬁAz (A3) o ]P)A1ﬂ“ﬂz4n—1 (A’n)a (22)
k=1

ol les (Ag)i<k<n sont des évéenements tels que P (ﬂZ;% Ak) > 0. L'égalité (2.2) peut se récrire de

maniere intuitive a ’aide d’arbres de probabilité, qui permettent de calculer aisément les probabilités
de certains éveénements.

2.1.2 Arbres de probabilité

Les arbres de probabilité sont un outil permettant de calculer simplement diverses probabilités
concernant une méme expérience aléatoire.
Donnons d’abord une définition de la notion d’arbre.

Définition 2.1.3. Un arbre (orienté) est un ensemble A, dont un des éléments x est spécifié. L’élément x
est appelé racine de ’arbre.
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A chaque élément de A (on parlera aussi de sommet) correspond un sous-ensemble de A qui est l'en-
semble de ses enfants. On suppose que chaque sommet est l'enfant d’un seul autre sommet, a l’exception
de la racine, qui n’a pas de pére.

Par ailleurs, on suppose qu’en partant d’un sommet puis en allant a son pére, puis au pére de son
pére, et ainsi de suite, on ne retombera jamais sur le sommet initial. En particulier, on finira toujours
par atteindre la racine de l’arbre.

Graphiquement, on représentera les sommets d’un arbre en les reliant d’une fleche a leurs enfants.
Sur la figure 2.1, le premier graphe est un arbre dont la racine est R. Les enfants de R sont A et B. Les
enfants de B sont C, D et E. Les sommets A, C, D et E n’ont pas d’enfants. Le deuxiéme graphe n’est
pas un arbre car le sommet C' est ’enfant de plusieurs sommets.

(7)

FIGURE 2.1 — Exemple et contre-exemple d’arbres.

Définition 2.1.4. Un arbre de probabilité est un arbre orienté dont chaque sommet est un événement
de probabilité non nulle tel que :
— la racine de l'arbre est I’événement €2 ;
— si B est un sommet de Uarbre, alors U'ensemble des enfants de B constitue une partition
de B.
A chaque aréte reliant un sommet B a un de ses enfants, B, on associe la probabilité Pg(A).

note 1)

Dans de nombreux cas, les enfants d’un sommet A sont de la forme A N B;, ou les B; constituent
une partition de 2. On a alors bien |J; AN B; = AN, B = ANQ = A, avec une union disjointe.

La somme des probabilités des branches issues d’'un méme sommet est 1. En effet, si £ est ’ensemble
des enfants d'un sommet A, on a par hypothese (Jz.e B = A, oll I'union est disjointe. Comme P4 est
une mesure de probabilité, on a donc

Z P4(B) =Py4 <U B) =P4(A) = 1.

Be& Be&

On donne un exemple d’arbre de probabilité en figure 2.2, sur laquelle on a les décompositions 2 =
Ay U A, ainsi que As = Aoy U Ao U Aoz et Ao = A U Asgio ol les unions sont disjointes. Comme les
sommes des probabilités partant d’un sommet doivent valoir 1, on a aussia+b=c+d+e=f+g=1.

L’intérét des arbres de probabilité est que ’on peut retrouver la probabilité de chacun des sommets
par simple produit, en vertu de ’équation (2.2) :

Propriété 2.1.5. Soit (Ag, A1, ..., An) un chemin de Uarbre, au sens ot A; est toujours le pére de A; 41,
avec Ay = Q. Alors P(A,,) est donné par le produit des probabilités sur les branches formant le chemin.

(note 1). On rappelle qu’une partition de B est une famille (A;);c; d’ensembles disjoints tels que | J;c; Ai = B.
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Q
R
Ay A
2N
Agy Agz Aas
VN
A1 A1z

FIGURE 2.2 — Un exemple d’arbre de probabilité.

Démonstration. C’est une récurrence sur la longueur du chemin : si le chemin est de longueur 0, il est
réduit & Ag = Q, et alors P(Ag) = P(Q2) = 1. Or, il n’y a pas de branche sur le chemin, et un produit
vide vaut 1.

Ensuite, on suppose la propriété vraie pour les chemins de longueur n. Si (Ag,...,A,41) est un
chemin de longueur n + 1, alors P(4,,11) = P4, (An+1)P(Ay). Or, par hypothése de récurrence, P(A4,,)
est le produit des n premieéres probabilités présentes sur les branches du chemin, et Py, (A1) est
la n + leéme probabilité. O

Pour illustration, sur la figure 2.2, on trouve par exemple P(As11) = bef, P(A23) = be ou encore
]P(AQl) = be.
2.1.3 Formule des probabilités totales et formule de Bayes

Dans cette partie, on présente deux formules importantes faisant intervenir des probabilités condi-
tionnelles.
La premiere formule permet de calculer la probabilité d’un évenement a partir d’une partition de €.

Théoréme 2.1.6 (Formule des probabilités totales). Soit (By)nen une partition de Q, telle que pour
tout n € N, P(B,,) > 0, et soit A C Q. Alors :

P(A)=> P(ANB,) =Y Pp, (A)P(B,).
neN neN

La formule reste valide si on remplace la partition infinie dénombrable (Byp)nen par une partition fi-
nie (Bn)ne{l,...,N}'

Démonstration. Comme (B, )nen est une partition de 2, on a :

A=ANQ=An (U Bn> = J@AnBy),

neN neN
ou les événements (A N By, )nen sont deux a deux disjoints. D’ou le résultat. O

La deuxieme formule permet d’exprimer la probabilité conditionnelle de A sachant B a 'aide de la
probabilité conditionnelle de B sachant A.
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Théoreéme 2.1.7 (Formule de Bayes). Soient A et B deuz événements, tels que P(A) > 0 et P(B) > 0,

alors :
_ Pa(B)P(4)

Démonstration. Par définition de la probabilité conditionnelle, on a :

_ P(ANB) _ Pa(B)P(A)

Pg(A) = =
*D="Fm T EB)
O
2.2 Indépendance d’évenements
Définition 2.2.1. Deux événements A et B sont dits indépendants, si
P(AN B) =P(A)P(B). (2.3)

Si A est un événement de probabilité non nulle, ’équation (2.3) peut se récrire P(B) = P4(B). Cette
équation se comprend comme le fait que la connaissance de A ne modifie pas la probabilité de B.
Par exemple, les événements () et Q sont indépendants de n’importe quel autre événement A. En
effet,
PN A)=P®) =0

I
o
X

=

2

I
=
=
=

2

de méme

PQNA)=P(A) =1 xP(A) =P(Q)P(A).
L’indépendance est stable par passage au complémentaire :

Propriété 2.2.2. Siles événements A et B sont indépendants, alors il en est de méme des événements

A¢ et B, A et B®, A° et B°.

Démonstration. On démontre seulement que A€ et B sont indépendants, les autres cas s’en déduisent.
Comme B = (AN B) U (AN B) avec une union disjointe, on a

P(A° N B) = P(B) — P(AN B) = P(B) — P(A)P(B)

O

Quand on a plus que deux évenements, il y a deux généralisations de la notion d’indépendance, qui
ne sont pas équivalentes.

Définition 2.2.3. Soient (A, )nen une suite d’événements
— Les A, sont dits mutuellement indépendants, si pour tout entier k > 1 et tout k-uplet d’entiers
1<y <~ <ig, on a
P(Ai, N---NAy) =P(A;,) - P(Ai,).
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— Les A, sont dits deux a deux indépendants, si pour tous entiers 1 < iy < i, on a :
P(Ail N Alz) = ]P)(Ah) P(Am)
Propriété 2.2.4. Des événements mutuellement indépendants sont deux a deux indépendants.

Démonstration. La défition de l'indépendance deux a deux est un cas particulier de 'indépendance
mutuelle, pour k = 2. O

Il existe toutefois des familles d’événements qui sont indépendants deux a deux sans étre mutuel-
lement indépendants. Par exemple, si on se donne deux variables aléatoires X et Y telles que P(X =
+1,Y = +1) = ; (pour tous les choix de signes possibles), alors les événements {X = 1}, {Y = 1}
et {XY = 1} sont indépendants deux & deux, mais pas mutuellement indépendants. En effet, dans ce
cas, on a

1 1 1
IP’(X:l):]P’(X:1,Y:1)+]P’(X:17Y:_1):14_1:5
On a de méme P(Y =1) = . On a donc bien
1
IP’(X:LY:I):Z:]P’(le)IP’(Yzl)
On a également
1 1 1
IP’(XY:l):IP’(X:1,Y:1)+IP(X:_1,Y:_1):1+Z:5,

d’ont
P(X=1,XY=1)=P(X=1,Y =1)= % =P(X = )P(XY = 1),

et de méme, on a P(Y =1, XY =1) =P(Y = 1)P(XY = 1). L’indépendance deux & deux est donc bien
vérifiée. En revanche, ce n’est pas le cas de I'indépendance mutuelle puisque :

PX=1LY=1XY=1)=PX=1Y=1)= i £P(X = 1)P(Y = )P(XY =1).

On peut expliquer cet exemple de la maniére suivante : X et Y valent 1 ou —1 avec méme probabilité,
et connaitre X ne donne aucune information sur la valeur de Y (et inversement). On remarque aussi
que connaitre X ne donne aucune information sur la valeur de XY (et de méme, connaitre ¥ ne donne
aucune information sur la valeur de XY'). En revanche, connaitre X et Y nous donne la valeur de XY

2.3 Variables aléatoires indépendantes

Dans 'exemple de la fin de la partie 2.2, les évenements indépendants étaient obtenus a partir de
variables aléatoires. Cela nous amene a la notion de variables aléatoires indépendantes.

Définition 2.3.1. Deux variables aléatoires X etY a valeurs dans E sont dites indépendantes, si pour
tous sous-ensembles A et B de E les événements {X € A} et {Y € B} sont indépendants :

P({X € A} N{Y € B}) = P(X € A)P(Y € B). (2.4)
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Pour le cas de plusieurs variables on a la méme généralisation que dans le cas des évenements.

Définition 2.3.2. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires & valeurs dans E.
— On dit que les X, sont deux a deux indépendantes si, pour tout n et m, les variables X, et X,
sont indépendantes.
— On dit que les variables X,, sont mutuellement indépendantes si pour toute suite (Ap)nen de
sous-ensembles de E, les événements {X,, € A,} sont mutuellement indépendants.

Reprenons 'exemple de la fin de la partie 2.2, ou 'on avait deux variables X et Y vérifiant P(X =
+1,Y =41) = i. Dans ce cas, les trois variables X, Y et XY sont indépendantes deux a deux, mais
pas mutuellement.

On peut récrire la définition de I'indépendance en utilisant des espérances. En effet, ’équation (2.4)
peut se récrire

E(1a(X)15(Y)) = E(14(X))E(15(Y)).

Par conséquent, si on applique cette relation & plusieurs sous-ensembles (A4;);=1,... 1 et (Bj);=1,.. s de E,
on obtient la relation suivante :

I J I J
E (> aita (X)) 81, (V) E(ZaileX))E S 81, (1)

Si on définit alors deux fonctions f et g de E dans R par :

I

J
fle) = 3" La(a) et g(u) = > 1a, () (25)

i=1
on a montré la relation
E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)),
pour toutes fonctions de la forme (2.5), c’est-a-dire, toutes fonctions ne prenant quun nombre fini de
valeurs. Cette relation se généralise en fait a toutes fonctions f et g.
Propriété 2.3.3. Soit X et Y deux variables aléatoires. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes

2. Pour toutes fonctions f et g de E dans [0,00[, on a :

3. Pour toutes fonctions bornées f et g de E dans R, on a :
E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

4. Pour toutes fonctions f et g de E dans R telles que f(X), g(Y) et f(X)g(Y) soient intégrables,
on a:

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

Les conditions sur f et g permettent de s’assurer que les espérances sont bien définies : dans le cas
2, il n’y a que des variables positives, dont ’espérance est bien définie; dans le cas 3, il n’y a que des
variables aléatoires bornées, donc intégrables.
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Démonstration. 2.=1. L’indépendance se déduit de I’égalité entre les espérance en choisissant f = 14
et g=1p.

1.=2. On a vu que l'égalité est bien vérifiée si f et g sont de la forme f(z) = Y ,_; apla, et
flx) = ZZ”:l B41p,. Comme dans le lemme 1.4.10, on peut construire deux suites (fy)nen €t (gn)nen
de fonction de cette forme qui convergent en croissant respectivement vers f et g. En appliquant le
théoreme de convergence monotone aux trois suites (f,,(X))nen, (Gn(Y))nen €t (fn(X)gn(Y))nen, on
obtient alors

E[f(X)g(Y)] = lim E[fn(X)gn(Y)] = im E[f,(X)]E[g.(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)].

En conclusion, les propriétés 1. et 2. sont équivalentes.
Pour ’équivalence entre les propriétés 2., 3. et 4., il reste & partitionner 2 selon les signes de f(X)
et g(Y). O

On déduit de la propriété 2.3.3 le fait suivant : si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes,
alors pour toutes fonctions f et g, les variables aléatoires f(X) et g(Y') sont aussi indépendantes.

Propriété 2.3.4. Soient X et Y deux variables aléatoires de carré intégrable. Alors, si X et'Y sont
indépendantes,

1. E(XY) =E(X)E(Y),
2. V(X +Y)=V(X)+ V().
Démonstration. La premiére égalité découle de la propriété 2.3.3 appliquée & f(x) =z et g(y) = v.

Pour la deuxiéme, on suppose, quitte a changer X en X —EX, que les variables sont centrées. On a
alors

VX +Y)=E(X+Y)?) — (E(X +Y))?
=E(X?) +E(Y?) + 2E(XY) — (EX)? — (EY)? — 2EXEY
- [E(x?) - (]EX)2] + [IE:(W) - (Ey)ﬂ + [2E(XY) _ 9EXEY
=V(X)+V(Y)+2x0.
O

Attention, I'égalité E(XY) = EXEY n’implique pas nécessairement que les variables aléatoires X
et Y sont indépendantes. Par exemple, soient X et Y sont deux variables indépendantes avec P(X =
+1) =1 et P(Y =1) =P(Y = 2) = 5. Par conséquent, EX = 3 x 1+ 1 x (—1) = 0. On a donc

E(Y x (XY))=E(Y?*x X)=E(YH)HEX =E(Y?) x0=0

et
EYE(XY) = (EY)*EX = 0.

On a donc bien E(Y x (XY)) = EY x E(XY), or les deux variables Y et XY ne sont pas indépendantes.
En effet, P(Y = 1, XY = 2) = 0, alors que P(Y = 1)P(XY =2) =1 x 1.

Nous finissons ce chapitre sur un résultat semblable dans I'esprit a la propriété 1.3.4. On va souvent
donner des hypotheses sous la forme “Soient X et Y deuz variables aléatoires indépendantes de loi (...)".
En toute rigueur, on doit s’assurer qu'’il existe un espace probabilisé sur lequel on puisse définir de telles

variables aléatoires, sans quoi le résultat énoncé serait vide. C’est le but du théoreme suivant :
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Théoréme 2.3.5. Soient i et v deux mesures de probabilité sur un ensemble E. Alors il existe un espace
probabilisé (0, P) et deux variables aléatoires X et Y sur (,P) telles que X et Y sont indépendantes
et de loi respectives p et v.

Démonstration. On pose Q2 = E x E, et on définit

{X: ExE— E, {Y: ExE— E,

(z,y) = , (z,y) = y.

On doit alors définir une probabilité sur 2 = E x E telle que pour tout A et B inclus dans F/, on ait
P(X €AY € B)=P{(z,y) e EXE, z€ A, ye€ B})=u(A)v(B).

Dans le cas ou E est indénombrable cette construction est complexe et nous ne la ferons pas. Dans
le cas ou F est dénombrable, on peut remarquer que F x E est également dénombrable. On verra au
chapitre 3 (théoreme 3.1.1) qu’il suffit alors de définir P({(z,y)}) pour tout élément (z,y) de E x E. Ici
le choix est nécessairement P({(z,y)}) = u({z})r({y}). O

En appliquant plusieurs fois le résultat précédent, on peut construire plusieurs variables mutuellement
indépendantes de lois données.

2.4 Exercices

Exercice 2.1.
On considere le lancer de deux dés dont les résultats sont notés X et Y. Pour 2 < k < 12, que
vaut P(X =n|X +Y =k), pourn=1,...,67

Exercice 2.2.
Soient X et Y deux variables aléatoires telles que P(X = n,Y = m) = ﬁ pour tous entiers n et m
de {1,...,N}. On pose U = min(X,Y) et V = max(X,Y).
1. Les variables U et V sont elles indépendantes ?
Calculer P(U = n,V =m) pour tous 1 <n,m < N.
Calculer P(V = m) pour tout 1 <m < N.
Que vaut P(U = n|V = m), pour n et m dans {1,...N}?
Que vaut P(X = n|V =m), pour n et m dans {1,...N}?

AN

Exercice 2.3.

Le tableau suivant récapitule les taux de succes de deux traitements permettant de soigner les calculs
rénaux ("% 2)_ Tes traitements seront appelés traitement A et traitement B. Par ailleurs, on regroupe
les patients en deux groupes, suivant la taille des calculs rénaux.

Traitement A | Traitement B
Petits calculs 81/87 234/270
Gros calculs 192/263 55/80

(note 2). Il s’agit de données réelles, voir Charig CR, Webb DR, Payne SR, Wickham JE, Comparison of treatment of renal
calculi by open surgery, percutaneous nephrolithotomy, and extracorporeal shockwave lithotripsy, Br Med J (Clin Res Ed).
1986 Mar 29;292(6524) :879-82.
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— Calculer la probabilité de succes conditionnellement & 'utilisation de chacun des traitements;

— Calculer la probabilité de succes conditionnellement a 'utilisation de chacun des traitements et
de la taille des calculs;

— Explication ?

Exercice 2.4.

Une urne contient trois boules blanches et deux boules noires. On tire successivement et “au hasard”
trois boules dans cette urne, en respectant le protocole suivant : on remet la boule dans 'urne si elle est
noire, on ne la remet pas si elle est blanche.

1. Quelle est la probabilité de n’obtenir aucune boule blanche ?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir trois boules blanches ?

3. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement une boule blanche ?

Exercice 2.5.
On choisit une famille “au hasard” parmi toutes les familles ayant deux enfants.

1. Sachant que la famille choisie a au moins un gargon, quelle est la probabilité qu’elle ait deux
garcons ?

2. Sachant que ’ainé de la famille choisie est un garcon, quelle est la probabilité que le plus jeune
soit aussi un gargon ?

Exercice 2.6.

On considere trois cartes a jouer de méme forme. Les deux faces de la premiere carte ont été colorées
en noir, les deux faces de la deuxiéme en rouge tandis que la troisieme porte une face noire et une face
rouge. On mélange les trois cartes au fond d’un chapeau puis une carte est tirée au hasard et placée sur
la table. Si la face apparente est rouge, quelle est la probabilité que I'autre soit noire ?

Exercice 2.7.
Une urne contient 9 boules indiscernables, numérotée de 1 a 9. On tire une boule “au hasard”. Les
évenements suivants sont-ils indépendants ?

1. A : “la boule tirée porte un numéro pair”,
2. B : “le numéro tiré est multiple de 3”.

Répondre a la méme question lorsque 1'urne contient 12 boules.

Exercice 2.8.
On considere une urne contenant deux boules noires et une boule blanche. On effectue trois fois de suite
les opérations suivantes :

— On tire une boule de I'urne;

— On replace dans 'urne la boule tirée et on y ajoute une boule supplémentaire de la méme couleur.
Ainsi, a chaque étape, I'urne contient une boule de plus.

1. Construire 'arbre de probabilité associé a I’expérience.
2. Quelle est la probabilité de tirer plus de boules noires que de boules blanches ?

3. Pour chaque étape, quelle est le nombre moyen de boules noires dans 'urne 7

Exercice 2.9.
On dispose d’une urne dans laquelle sont placées n boules noires ou blanches, n étant ici un entier fixé.
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On ne connait pas la composition exacte de I'urne, au sens ou le nombre de boules noires est une variable
aléatoire K vérifiant P(K = k) = pour tout entier 0 < k£ < n. Le nombre de boules blanches est
doncn — K.

1. On tire une boule dans I'urne. Quelle est la probabilité que cette boule soit noire ?

1
n+1?

2. On remet la premiére boule dans I'urne, puis on tire de nouveau une boule. Quelle est la probabilité
que les deux boules soient de la méme couleur ?

Exercice 2.10.
Une certaine maladie touche une personne sur 10000 dans une population. On dispose pour cette maladie
d’un test de dépistage qui n’est pas totalement fiable :
— Si une personne est malade, elle sera testée négative a la maladie avec probabilité 2% ;
— Si une personne est saine, elle sera testée positive & la maladie avec probabilité 1%.
Un individu choisi au hasard est testé positif. Quelle est la probabilité qu’il soit effectivement malade ?
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Chapitre 3

Variables aléatoires discretes -
dénombrement

3.1 Espaces probabilisés dénombrables (ou finis)

Dans ce chapitre, nous allons considérer des variables aléatoires & valeurs dans un ensemble E fini ou
dénombrable. Les exemples les plus courant seront £ = {1,..., N} ou E = N. 1l se trouve que dans le
cas d’un ensemble E dénombrable (°t¢ 1) il est simple de décrire Pensemble des mesures de probabilité
sur F.

Théoréme 3.1.1. Soit u une mesure de probabilité sur un ensemble E dénombrable. Alors pour tout
sous-ensemble A de E, on a

p(A) =Y pl{a)).

z€A

Inversement, si (p)zer est une famille d’éléments de [0,1] avec ) ppe = 1, alors il existe une unique
mesure de probabilité u sur E telle que

p({x}) = pa-

Les sommes qui apparaissent dans ce théoréme ont bien un sens car il s’agit de sommes dénombrables
de termes positifs.
Démonstration. L’expression de p(A) découle du fait que A = (J__,{z}, ol 'union est disjointe et
dénombrable.

Montrons maintenant qu’'une famille (p,).cg vérifiant les condition de 1’énoncé définit bien une
mesure de probabilité. On pose pour tout A C F

N(A) = sz-

T€EA

z€A

(note 1). Dans ce chapitre, “dénombrable” sera & comprendre comme “fini ou dénombrable”.

47
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On va montrer que A est bien une probabilité. Comme 0 < p, et > . p, = 1, on a bien u(A) € [0,1].
Ensuite, si (Ay)nen est une suite d’ensembles disjoints on a

”(UA">: doope= > pe= w4

neN weUneN A, neNzeA, neN

(le fait que les A,, sont disjoints est utilisé dans la deuxiéme égalité). O

Pour une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble dénombrable, I’espérance peut se mettre sous
la forme d’une somme, d’apres le résultat ci-dessous, qui précise le théoreme 1.4.15.

Théoréme 3.1.2 (Théoréme de transfert, version discréte). Soit X est une variable ¢ valeurs dans un
ensemble dénombrable E = {x,,, n € N} et soit f une fonction de E dans R.

1. Si f est a valeurs positives, alors

Ef(X) = fan)P(X =2y).

neN

2. Dans le cas général, f(X) est intégrable si et seulement si

S (@a)|P(X = 2,) < oo

neN

Dans ce cas, on a alors

Ef(X) =3 fle)B(X = x,).

neN

. ) s N .
Démonstration. Commengons par le cas f > 0. Définissons Y = >, f(2n)1{x=z,}- Lasuite (Yn)nen
est une suite croissantes de variables étagées convergeant vers f(X). Par conséquent, par le théoréme
de convergence monotone on a

N 00
Ef(X) = lmEYy = h]rvnz Fan)P(X =2,) = f(2,)P(X = ).

Pour le cas général, la caractérisation de l'intégrabilité de f(X) vient de I’égalité
E[f(X)| = Y f (@a)[P(X = z0),
neN
qui se déduit du cas positif. L’expression de Uespérance vient alors de la décomposition de f(X) en
partie positive et partie négative. O
3.1.1 Indépendance

Si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans un ensemble dénombrable, alors le couple
(X,Y) prend aussi ses valeurs dans un ensemble dénombrable. Dans ce cas, on peut alors caractériser
simplement 'indépendance des variables X et Y.
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Propriété 3.1.3. Soit E un ensemble dénombrable et soient X etY deuz variables aléatoires d valeurs
dans E. Alors, X et'Y sont indépendantes si et seulement si pour tous éléments x ety de E on a

P(X =2,Y =y) =P(X =2)P(Y =y). (3.1)

Démonstration. L’implication directe découle de la définition de I'indépendance.
Pour la réciproque, on suppose que X et Y vérifient (3.1). Soient A et B deux sous-ensembles de E.

On a
PXeAYEB) =Y Y PX=zY=y=> Y PX=0)PY =y)

rcAyeB z€AyEB
- (Srer-n) (Sro-w
z€A yeB

=P(X € A)P(Y € B).

Les variables X et Y sont donc bien indépendantes. O

3.2 Lois discretes usuelles

Dans cette partie on donne quelques propriétés des variables aléatoires discretes les plus courantes.

3.2.1 Loi uniforme

Définition 3.2.1. Soit E un ensemble fini. On appelle loi uniforme sur E la mesure de probabilité
définie par
cardA
A) = .
Hi4) cardE

pour tout x € E.

Autement dit, on a p({z}) = =15,

Dans le cas de la loi uniforme, un calcul de probabilité se raméne donc & un calcul de cardinal, ce
qui sera le sujet de la partie 3.3.

Lorsqu’une variable aléatoire suit la loi uniforme sur un ensemble F, on dit aussi que 1'on est en
situation d’équiprobabilité. On notera aussi que dire qu'un élément de E est tiré “au hasard” pour
signifier qu’il suit une loi uniforme sur E peut étre ambigu.

Dans le cas de la loi uniforme sur {0,...,n}, on peut donner les résultats suivants :
Propriété 3.2.2. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur {0,...,n}. Alors X est de carré
intégrable et vérifie
2
EX = 2 ot VX = M
2 12

3.2.2 Loi de Bernoulli
Soit 0 < p < 1 et une variable aléatoire X : Q@ — {0,1} de loi de probabilité :

px({1}) = p, px({0}) =1-p.
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Alors la loi de X est appelée loi de Bernoulli de parameétre p.

Les variables aléatoires de Bernoulli sont exactement les variables aléatoires de la forme 14. En
effet, si X suit une loi de Bernoulli, alors on peut partitionner Q en 2 = AU A° ou A = {X = 1}
et A° = {X = 0}. La variable 14 est donc une variable de Bernoulli de parametre P(A).

Propriété 3.2.3. Une variable aléatoire X de loi de Bernoulli de parametre p vérifie

EX =p et V(X) =p(1l —p).

3.2.3 Loi binomiale

On veut étudier la répétition de plusieurs expériences identiques et indépendantes. Considérons
donc n variables aléatoires Xj,..., X;, indépendantes de loi de Bernoulli de méme parametre p. On
note .S, la somme de ces n variables : S,, = ZZ:1 Xj. Autrement dit, on considére une expérience qui
réussit avec probabilité p, et on réalise cette expérience n fois, de maniere indépendante. La variable S,,
compte le nombre de succes parmi les n. Notamment, S,, prend ses valeurs dans {0,...,n}.

Propriété 3.2.4. On considere la variable S,, définie ci-dessus. Pour k dans {0,...,n} on a
P(Sn =k) = <Z)pk(1 -p)" "

(la notation (}}) est définie en partie 3.3.3). La loi de S, est appelée loi binomiale de parametres n et p.

Démonstration. On a
(Sn =k} = {card{i,Xi =1} = k} - U {{i,Xi —1) = 1},
Ic{1,...,n}
cardI=k
ou la derniere union est disjointe. Par conséquent, par indépendance des X;

P(Sn=k)= >  PlXi=1}=n= > [[e[l0-n= > »0-p""

Ic{1,...,n} Ic{1,...,n}iel ¢l Ic{1,...,n}
cardI=k cardI=k cardI=k

= (Z)p’“(l -p)""

Propriété 3.2.5. Une variable aléatoire X de loi binomiale de paramétres n et p vérifie :
EX =np et VX = np(1 — p).

Démonstration. Par définition, X a la méme loi que ZZ=1 Y., ot les Y sont indépendantes et de loi de
Bernoulli de parameétre p. On a donc EX = Y7 _| EY; = nEY; = np. Par ailleurs, I'indépendance des Y},
donne VX =37 | VY, = nVY, = np(1 — p). O

Propriété 3.2.6. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi binomiale de pa-
rameétres (n,p) et (m,p), alors X +Y est suit la loi binomiale de paramétre (n + m,p).
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3.2.4 Loi géométrique

On répete indéfiniment une expérience ayant une probabilité p de succes. Au bout de combien
de temps va-t-on observer le premier succes? Pour modéliser cela, on considere (X, )nen une suite
infinie ("°*¢ 2) de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre p. On pose T =
inf{n e N, X,, =1}.

Propriété 3.2.7. On a P(T = n) = p(l — p)", pour tout n € N. La loi de T est appelée loi
géométrique € 3) de parameétre p.

Démonstration. L’événement {T = n} peut se récrire

(T =n}={X,=1}n h{XZ-:O}.

=0

Sa probabilité est donc, par indépendance,

n—1 n—1
P(T = n) :]P’<{Xn =1}n ({X :0}) =P(X, =1)x [[P(X;=0)=p(1-p)"

i=0 i=0
O
Propriété 3.2.8. Une variable aléatoire T de loi géométrique de paramétre p est de carré intégrable et
1 1-—
ET=-, V(T)=-—L.
p p

La loi géométrique vérifie la propriété suivante, dit d’absence de mémoire.

Propriété 3.2.9. Soient T une variable aléatoire de loi géométrique, et n et m deux entiers naturels.
Alors
Pirsny (T > n+m) =P(T > m). (3.2)

Inversement, si une variable aléatoire T a valeur dans N vérifie la relation (3.2) pour tous entiers n
et m, alors T suit une loi géométrique.

Démonstration. On peut commencer par remarquer que

BTz n) = 30 p( =) = 1 =)y = (1= )"
k=n
On a donc
Pirsny(T > n+m) = Pz nil2ntm) BUT 2ntm)) (Q-pf” (I-p)™.

B(T > n) B(T = n) T—p)

Pour la réciproque, on remarque que la relation (3.2) pour m = 1 se récrit P(T > n)P(T > 1) =
P(T > n+1). Par conséquent on a P(T > n) = P(T > 1)". En notant p = 1 —P(T > 1), on trouve bien

P(T=n)=Pt>n)—P(T>n+1)=(1-p)"—(1-p)" =p(1 —p)"
O

(note 2). On explique brievement qu’une telle suite existe au début du chapitre 5.
(note 3). Plusieurs convention coexistent sur la définition de la loi géométrique. Une autre convention courante est d’appeler
loi géométrique la loi de T' 4 1, portée par N*. De méme, c’est parfois 1 — p qui est appelé le parametre de la loi.
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Propriété 3.2.10. Si X et Y sont deux variables de loi géométrique de parameétres respectifs p et q,
alors la variable min(X,Y") suit la loi géométrique de parameétre 1 — (1 —p)(1 —q) = p+ q — pq.

Démonstration. On écrit
Pmin(X,Y)>n)=P(X >n,Y >n)=1-p)"(1-¢)" =1 —p—q+pg)".
Pour conclure, on remarque que

P(min(X,Y) =n) = P(min(X,Y) > n) — P(min(X,Y) > n+1).

3.2.5 Loi de Poisson

Soit € un réel strictement positif. Si X est une variable aléatoire de loi binomiale de moyenne 6,
alors ses parametres sont nécessairement n et %. Quand n tend vers l'infini, on est donc en train de
regarder un grand nombre de fois un phénomene qui a une chance tres faible de se produire. On peut
par exemple penser au nombre de cas d’une maladie rare dans un pays : on a une grande population,
dont chaque individu est touché par la maladie avec une probabilité faible. En conséquence, on observe
seulement quelques cas sur tout le territoire (avec les notations ci-dessus, en moyenne 6 cas).

La probabilité d’observer k cas est :

<Z> <z>’“ (1 B Z)”k _n(n—1). .l;;!(:k— k+1)6k exp ((n —k)In (1 = fL)) . (3.3)

Le quotient W

asymptotique en n — o0 :

exp <(n ) (1 _ z>) ~ exp ((n — k) <z I (;))) — exp(—0 + o(1)).

7 . k p— .
Par conséquent, P'expression en (3.3) tend vers %,e % quand n — oo. Par ailleurs, on remarque que

tend vers 1 quand n tend vers oco. Par ailleurs, on a le développement

> keN %6_9 = 1, de sorte que la famille ( %e‘%keN définit une loi de probabilité. On est donc amenés
a la définition suivante.

Définition 3.2.11. Soit 8 > 0. On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N suit la loi de
Poisson (% 4 de paramétre 0 si pour tout entier k, on a

9k
_ _ -0
P(X =k)=e "7

Propriété 3.2.12. Si X et Y sont deux variables indépendantes de loi de Poisson de paramétres 0 et n,
alors X +Y suit une loi de Poisson de paramétre 6 + 1.

Propriété 3.2.13. Si X suit la loi de Poisson de parametre 8, alors EX =6 et VX = 4.

(note 4). “Poisson” prend une majuscule, puisqu’il s’agit de Siméon Denis Poisson.
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3.3 Dénombrement

Le dénombrement consiste a calculer le cardinal d’un ensemble. La plupart du temps, cela revient a
trouver une bijection entre I’ensemble dont on cherche le cardinal et un ensemble dont le cardinal est
connu. En effet, deux ensembles en bijection ont méme cardinal.

Nous présentons donc dans cette partie les cardinaux de divers ensembles “de référence”.

3.3.1 Tirages ordonnés avec remise

Propriété 3.3.1. L’ensemble des fonctions de {1,...,k} dans {1,...,n} an® éléments.
Démonstration. Par récurrence sur k. Pour k = 1, choisir une fonction de {1} dans {1,...,n} revient a
choisir un élément de {1,...,n}; il y a donc n possibilités.

Supposons le résultat vrai pour un k fixé. Choisir une fonction de {1,...,k+1} dans {1,...,n} revient
& choisir une fonction de {1,...,k} dans {1,...,n} (soit n* possibilités par hypothese de récurrence),
et & choisir 'image de k + 1 (n possibilités). Il y a donc bien n* x n = n¥*+1 telles fonctions. O

On remarquera que les fonctions de {1,...,k} dans {1,...,n} sont en bijection avec les k-uplets
d’éléments de {1,...,n}.

3.3.2 Tirages ordonnés sans remise

Propriété 3.3.2. L’ensemble des injections de {1,...,k} dans {1,...,n} a pour cardinal (n%'k),
Démonstration. Par récurrence sur k. Pour k = 1, une injection de {1} dans {1,...,n} peut s’assimiler
& un élément de {1,...,n}, on a donc bien n = (117—L7'1)’ éléments.

On suppose le résultat vrai pour un k fixé avec 1 < k < n. Se donner une injection de {1,...,k+ 1}
dans {1,...,n} revient & se donner une injection de {1,...,k} dans {1,...,n} et se donner I'image
de k + 1, qui doit étre différente des k éléments déja choisis. Il reste donc n — k choix pour 'image
de k+ 1, et on a donc (nﬁi’k)' x (n—k)= (n+'—1)' éléments. O

Le cas particulier k¥ = n de la propriété 3.3.2 se récrit comme suit.

Corollaire 3.3.3. L’ensemble des bijections de {1,...,n} dans lui-méme a n! éléments.
On remarquera que l'ensemble des injections de {1,...,k} dans {1,...,n} est en bijection avec

l’ensemble des k-uplets d’éléments tous distincts de {1,...n}.

3.3.3 Tirages non ordonnés sans remise

Propriété 3.3.4. Soient k et n deux entiers avec 0 < k < n. L’ensemble des sous-ensembles a k
éléments de {1,...,n} a pour cardinal ﬁlk), Cette valeur est appelée coefficient binomial et est

noté () ou CF.

Démonstration. On va montrer par récurrence sur n la propriété “Pour tout entier k avec 0 < k < n, le
12 1
nombre d’éléments est 7.
El(n—k)!
Pour n = 0, on a un sous-ensemble a 0 éléments. Pour n = 1, on a un sous-ensemble & 0 éléments,
et un sous-ensemble a un élément.
Supposons le résultat vrai pour un n fixé. Un sous-ensemble & k éléments de {1,...,n+ 1} est :
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— soit un sous-ensemble de {1,...,n} a k éléments;
— soit P'union de {n + 1} et d’un sous-ensemble de {1,...,n} & k — 1 éléments.
Le nombre d’éléments est donc

n! . n! B n! 1 . 1
En—k)!  (k-—D!n—k+1)! (k-Dn—k!\k n-k+1
n!
- 1
kg <ty
_ (n41)
CE(n—k+ 1)V
ce qui acheve la preuve. O

Dans la preuve de la proposition 3.3.4, on a en particulier montré la relation suivante :

Propriété 3.3.5. Les coefficients binomiauz vérifient la relation

neren ()-(3) (7).

Cette relation permet de calculer simplement les coefficients binomiaux, en remplissant ligne par
ligne le tableau ci-dessous, contenant les valeurs des (7) :

k|0 1 2 3 4 5
0 /1L 0 0 0 0 O
1 /1 1 0 0 00
2 /1 2 1 0 0 0
3 /13 3 1 00
4 |1 476 41 0
5 |1 5 10]10]5 1

Chaque coefficient est la somme du coefficient situé au-dessus de lui et de celui a la gauche de ce dernier
(parmi les cases encadrées, 10 s’obtient comme 6 + 4).

Partitionnement
Propriété 3.3.6. Soit n un entier positif, et r1, ..., rx des entiers tels que 71 + ...7, = n. L’ensemble
des partitions de {1,...,n} en k ensembles de cardinaux respectifs r1,...,ri, a pour cardinal
n!
rileerg!

On remarque que cas particulier £ = 2 correspond a la propriété 3.3.4. En effet, choisir un sous-
ensemble de {1,...,n} & k éléments revient & partitionner {1,...,n} en un sous-ensemble & k élément
et un autre sous-ensemble & n — k éléments (le complémentaire de 1’ensemble initial).
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur k. Pour k£ = 1, on a alors r; = n et il n’y a qu'un seul

. . |
choix possible, or 1 = 2.
T1

Supposons le résultat vrai pour un certain £ > 1. On se donne k + 1 entiers vérifiant
Mt .o+ =1

Partitionner {1,...,n} en k + 1 ensembles de cardinaux ry,...,rgy1 revient & partitionner {1,...,n}
en k ensembles de cardinaux r1,...,75—1, (ry +7k+1), puis & partitionner le dernier ensemble (& r 4751
éléments) en un ensemble & 7 éléments et un & riy1 éléments. Le nombre d’éléments est donc

n! y (Tk + Tk+1)! . n!
il rp—1l(re + rrgn)! rErEg! il relreg !
O
3.3.4 Tirages non ordonnés avec remise
Propriété 3.3.7. L’ensemble des n-uplets d’entiers (positifs ou nuls) dont la somme vaut k a (’”‘Z_l)

éléments.

Démonstration. Fixons n et k. On va représenter 'entier k& par une suite de k étoiles. Par exemple,
pour k£ =11
% ok %k k ok k %k k ok k x

Pour représenter les entiers dont la somme fera k, on va séparer cet ensemble d’étoiles & ’aide des barres
verticales :

Ici, on a représenté la décomposition 1 +3+0+2+4+ 140 = 11. Dans cet exemple, on a tracé 6 barres
verticales, pour obtenir une décomposition en somme de n = 7 entiers. Chaque disposition de k étoiles
et n — 1 barres fournit une décomposition de k en somme de n entiers. On a donc k +n — 1 objets a

placer, k étoiles et n — 1 barres. La propriété 3.3.4 nous dit qu’il y a % tracés possibles. O

La situation de la propriété 3.3.7 correspond & un tirage non ordonné avec remise de k éléments

parmi {1,...,n}. Autrement dit, on peut tirer un méme élément plusieur fois, et on ne s’intéresse qu’au
nombre de fois ou chaque élément a été tiré, et pas a 'ordre dans lequel ils on été tirés.
En effet, le k-uplet (r1,...,7) correspond au tirage non ordonné ot 'on a tiré r; fois le nombre 1.

3.4 Exercices

Exercice 3.1.
Quelle est la probabilité que dans un groupe de 23 personnes, au moins deux d’entre elles aient leur
anniversaire le méme jour ?

Exercice 3.2.
Dans une course, n chevaux sont au départ. On suppose que tous les ordres d’arrivée a la course sont
équiprobables. Calculer la probabilité de gagner le tiercé avec un ticket :

1. dans l'ordre;
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2. dans 'ordre ou dans un ordre différent ;

3. dans un ordre différent.

Exercice 3.3.
Un joueur de poker recoit une main de 5 cartes d’un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité qu’il
recoive :

1. une seule paire (deux cartes de méme hauteur) ;

. deux paires;

2
3. un brelan (trois cartes de méme hauteur et pas de paire ni de carré) ;
4. un carré (quatre cartes de méme hauteur) ;

5

. un full (une paire et un brelan) ?

Exercice 3.4.

Au loto, le joueur doit choisir 6 nombres dans {1,...,49}. Un tirage consiste & extraire, sans remise, 6
boules numérotées d’une urne, dont les numéros sont dits gagnants, et une septieme boule fournissant
le numéro dit complémentaire.

1. Quelle est la probabilité de tirer les 6 numéros gagnants ?

2. Quelle est la probabilité de tirer 5 numéros gagnants et le numéro complémentaire ?

Exercice 3.5.

On place r boules dans n urnes, chaque boule ayant la méme probabilité d’étre placée dans chaque urne,
et les boules étant placées indépendamment les unes des autres. Quelle est la probabilité qu'une urne
donnée contienne exactement k boules ?

Exercice 3.6.
Soit f : R™ — R une fonction de n variables de classe C*°. Quel est le nombre de dérivées partielles
distinctes d’ordre r?

Exercice 3.7.
Combien I'équation x1 + x2 + x3 = 15 a-t-elle de solutions entieres positives ou nulles 7 de solutions
entieres strictement positives ?

Exercice 3.8.
On considere les chemins tracés sur une grille de largeur 7 et de hauteur 8 (voir figure) tels que le chemin
aille toujours vers la droite ou vers le haut.

1. Combien de trajets différents peut-on emprunter entre le point A et le point B ?
2. Combien y a-t-il d’octuplets (nq,...,ng) d’entiers naturels avec ny + ...+ ng =87

3. Quel est le rapport entre les deux premieres questions ?

Exercice 3.9.

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli de pa-
rametre p €]0,1. On note T = sup{n € N, X; = Xo = ... = X,,} et S = sup{n € N, Xp , =
X742 =...= Xr4n}. Quelles sont les lois de T et S ? Calculer ET et ES.
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Exercice 3.10.
Donner le nombre d’anagrammes de chacun des mots suivants :

erreur  bonbon  turlututu.

Exercice 3.11.

Un groupe de n étudiants présente un examen. On suppose que chaque étudiant réussit ’examen avec
probabilité p, indépendamment des autres, et on note X le nombre d’étudiant ayant réussi I’examen du
premier coup. Les n — X autres étudiants sont autorisés a passer un examen de rattrapage, que chacun
réussi avec probabilité ¢, indépendamment des autres. On note Y le nombre d’étudiant ayant réussi
I’examen ou le rattrapage.

1. Que vaut P(X = k) pour k un entier ?
2. Quelle est la probabilité de {Y = m} sachant {X = k}, pour deux entiers k et m?
3. En déduire la loi de Y.

4. Comment aurait-on pu déterminer la loi de Y par un argument direct 7

Exercice 3.12.
Une urne contient un nombre N inconnu de boules, toutes blanches. Pour déterminer (une approximation
de) N, on pioche (sans remise) n boules dans I'urne, et on les colorie en bleu.

On remet alors les n boules dans 'urne, puis, apres avoir mélangé, on tire a nouveau n boules. On
note X le nombre de boules bleue dans ce nouveau tirage.

1. (a) Quelle est la probabilité de {X = k} pour un entier k?
(b) Quelle est l'espérance de X 7

2. Déterminer la valeur de N telle que Px(X = k) soit maximale, pour un k£ donné. En quoi la
valeur obtenue est elle une approximationn “raisonnable” de N, sachant X = k7

Exercice 3.13.
Soient (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1].
On pose T = inf{n >0, X,, =1} et S =inf{n >0, Xp4, =1}.
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1. Montrer que S et T sont deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de pa-
rametre p.

2. Calculer P(T = k,S = ¢|T < n < T+ S). Les variables T et T + S sont-elles indépendantes
sachant {T'<n < T+ S}?

3. Quelle est la loi de T sachant {T'+ S =n}?

Exercice 3.14.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N.

1. Calculer laloide Z =X +Y.
2. Calculer la loi de T'= min(X,Y).

Exercice 3.15.
Soit N une variable de loi binomiale de parametres n et g, et soit (X )ren une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi de Bernoulli de parametre p, et indépendantes de N.

1. (a) Quelle est la loi de Z = Zgzl X, 7?7 Et cellede N —Z7?
(b) Les variables Z et N — Z sont-elles indépendantes ?

2. Mémes questions si IV suit la loi de Poisson de parametre 6.

Exercice 3.16.
Soient (Xj)g=1,....n des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {1,..., N}. Quelle est la
loi de max}_; X ?

Exercice 3.17.
On lance plusieurs fois de suite un dé jusqu’a étre satisfait du résultat obtenu. Le nombre total de
lancers est limité a trois. Quelle est la meilleure stratégie a adopter si I'on veut maximiser 1’espérance
de la valeur obtenue ? Que vaut alors cette espérance ?

On pourra d’abord traiter le cas ot I'on a droit a un seul lancer, que ’on peut soit conserver soit
échanger contre une valeur y fixée.



Chapitre 4

Variables aléatoires continues

4.1 Variables aléatoires réelles a densité

4.1.1 Définitions

On rappelle que I'ensemble des mesures de probabilité sur R est en bijection avec ’ensemble des
fonctions de répartition. Comme l’ensemble des fonctions de répartition est essentiellement ’ensemble
des fonctions croissantes, les fonctions de répartition qui sont dérivables ont alors une dérivée positive.
Plus précisément on peut énoncer la propriété suivants :

Propriété 4.1.1. Soit F' une fonction de répartition. Si il existe une fonction p: R — R telle que pour
tout réel x on ait

Flz) = [ "t (4.1)

alors la fonction p est positive et vérifie [, p(t)dt = 1.
Inversement, si p: R — R est une fonction positive d’intégrale 1, alors, la fonction F définie par la
relation (4.1) est une fonction de répartition.

On a donc caractérisé un sous-ensemble de 'ensemble des mesures sur R, que I’on appellera I’ensemble
des mesures a densité :

Définition 4.1.2. Une variable aléatoire X est dite a densité, s’il existe une fonction px telle que la
loi de X wvérifie :

x

P(X <) = / px (t)dt.

— 00

La fonction px est alors appelée densité de X.

Propriété 4.1.3. Pour une variable aléatoire X a densité, on a les résultats suivants :
1. La fonction de répartition Fx est continue sur R. En particulier P(X = z) = 0, pour tout réel x ;

2. Pour tout intervalle I de R, on a
P(Xel)= /px(x)dx ;
I
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3. La fonction de répartition Fx est dérivable partout ot la densité px est continue et, en ces points,
Fg( = px.

En pratique, la relation & retenir est F% = px. On a notamment le résultat suivant :

Propriété 4.1.4. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx . Si Uapplication Fx est
continue sur R et C! par morceaux, alors X est une variable aléatoire & densité, de densité égale a F
partout ou elle est dérivable.

La densité d’une variable aléatoire a densité peut également se caractériser & partir de calculs
d’espérance. En effet, une fonction f en escaliers peut s’écrire

n
f(l‘) = Z O‘il]ai,l,ai[a
k=1

avec —00 =ag < a1 < ag... < ap_1 < a, = 00. On a alors
EF(X) = Y f(0)B(aia < X <a) =3 flar) [ pla)ds = [ flohp(a)da,
k=1 _ ai_1 R

k=1 i

On admettra que ce résultat s’étend a un f quelconque. On obtient alors le résultat suivant, qui est
analogue aux théoremes 1.4.15 et 3.1.2.

Théoréme 4.1.5 (Théoréme de transfert, version continue). Si f est une fonction positive ou bornée,
alors

B7(X) = [ f@p()ds,
R
Démonstration. Admis. O
On a méme une réciproque au théoreme 4.1.5.

Propriété 4.1.6. Soit X une variable aléatoire telle qu’il existe une fonction p : R — R telle que pour
toute fonction f positive, on ait

B7(X) = [ fp()ds,
R
Alors X admet p pour densité.

Démonstration. En prenant f = 1)_. 4, on trouve
t
POX < 1) =Bf(X) = [ pla)da,
—o00
ce qui correspond & la définition d’une variable & densité. O

On peut également caractériser 'indépendance a partir de la densité de variables aléatoires.

Propriété 4.1.7. Deux variables X et Y de densités respectives px et py sont indépendantes si et
seulement si pour toute fonction f positive (ou telle que f(X,Y) est intégrable) définie sur R?, on a

BIXY) = [ fGapx @y ()dady. (4.2
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Démonstration. Pour montrer I'indépendance a partir de la relation (4.2), il suffit de choisir f(z,y) =
14(z)1p(y), auquel cas on a

P(X € A,Y € B)=Ef(X,Y) :/

14(2)15(y)px (z)py (y)dzdy = / 1a(z)px (v)dx / py (y)1p(y)dy
R2 R R

=P(X € A)P(X € B).

La réciproque est admise. O

4.2 Lois a densité usuelles

Dans cette partie on présente les lois a densité les plus usuelles, avec certaines de leurs propriétés.

4.2.1 Loi uniforme

Définition 4.2.1. Soit a < b deuz réels. On dit qu’une variable aléatoire suit la loi uniforme sur
Uintervalle [a,b] si elle admet pour densité

1

b— al[a’b}'

Le nom de loi uniforme vient du fait que la probabilité que X appartienne a un sous-intervalle I
de [a, b] est proportionnelle & la longueur de I, mais ne dépend pas de la position de I dans [a, b].

Propriété 4.2.2. Une variable de loi uniforme sur [a,b] est bornée et vérifie

_a+b

N2
EX = — vy = 0-9°

12

4.2.2 Loi de Gauss ou loi normale

Définition 4.2.3. Une variable aléatoire réelle X suit une loi Gaussienne ou loi normale centrée réduite
si elle admet pour densité lapplication px définie sur R par :
]. 5!32

Ve eR, px(x)= \/ﬂe*T.

Plus généralement, on définit la loi normale de moyenne m et de variance o > 0, notée N'(m,d?),
comme la loi dont la densité est donnée par

On verra au chapitre 5 le théoreme limite central 5.3.1, qui fait apparaitre trés naturellement la loi
normale.

Propriété 4.2.4. Une variable aléatoire de loi normale de paramétres p et o2 est de carré intégrable
et on a
EX =p et VX = 02,
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Propriété 4.2.5. Soient X etY deuz variables aléatoires indépendantes de loi normales de parameétres
respectifs (mx,0%) et (my,0%), et soient a et b deuzx réels. Alors

— la variable aléatoire aX + b est de loi normale de moyenne amx + b et de variance a*o%.

— la variable aléatoire X +Y est de loi normale de moyenne myx + my et de variance 0% + 0.

Propriété 4.2.6. Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et n un entier positif.

Alors :
EX" — {0 sin est impair,

(n—l)x(n—S)...xlz% sin =2k est pair.

Démonstration. Le cas n impair vient du fait que EX™ est donné par l'intégrale sur R d’une fonction

impaire. Pour le cas n pair, on procede par récurrence, en intégrant par parties (on dérive z"*! et on
. . . — 2

primitive ze=*"/?) :

o0

2 2
xn+267m /2d$ — [_anrle*f /2]

— 00

V2rE(X"?) = /

+ /(n + 1)$n€7m2/2d$ = (n+ 1)E(X™).
R R

4.2.3 Loi exponentielle

Définition 4.2.7. La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parametre A > 0, si elle admet
pour densité l'application px définie par :

Ve € R, px(z) = 1), 4o0(x) Ae e,
En vertu de la propriété suivante, on dit que la loi exponentielle est une loi “sans mémoire”.

Propriété 4.2.8. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle (de paramétre quelconque). Alors,
pour tout to >0 ett >0, on a

P{X>t0}(X >to+t) =P(X >1t). (4.3)

Inversement, toute variable aléatoire X a valeurs dans R vérifiant la relation (4.3) suit une loi expo-
nentielle.

Démonstration. On remarque tout d’abord que

oo
P(X >t) = / e Mds = [—e)‘s]oo =e M,

t
t

On a donc N
P(X >tg+t) e o ot
P(X >t tIX > tg) = = —
(X>to+HX > to) = =573 o ¢

d’ou le résultat.

Pour la réciproque, on remarque que I’équation (4.3) se récrit P(X > ¢)P(X > s) = P(X > t+s) pour
tous s,t > 0. La fonction ¢ — P(X > t) est donc une fonction positive décroissante vérifiant f(t)f(s) =
f(t+ s). Les seules fonctions vérifiant ces conditions sont les fonctions de la forme f(t) = e=*. O
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On remarquera que la propriété 4.2.8 ainsi que sa preuve sont presque des recopies de la pro-
priété 3.2.9 qui concernait la loi géométrique. En fait, la loi exponentielle est un équivalent continu
de la loi géométrique, et ces deux lois partagent de nombreuses propriétés.

Propriété 4.2.9. 5i X etY sont deux variables aléatoires de loi exponentielle de parameétre respectifs A
et p, alors min(X,Y") suit la loi exponentielle de paramétre A + p.

Démonstration. On calcule, pour ¢t > 0 :
P(min(X,Y) > t) =P(X >,V > t) = P(X > t)P(Y > t) = e Me #t = ¢~ A+t

La fonction de répartition est alors F/(t) = 1—e~ (A1t (pour ¢ > 0, et nulle pour ¢ < 0). La propriété 4.1.4
montre alors le résultat. O]

En raisonnant par récurrence on montrerait que les X;, 1 < i < n sont des variables aléatoires
indépendantes de loi exponentielle de parameétres Aq,--- , A\, respectivement, alors min(Xy, -+, X,,)
suit la loi exponentielle de parametre Ay + --- + A,,.

Propriété 4.2.10. Une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre \ est de carré intégrable et

on a . .
EX=-eVX=—_.
€ a2
Propriété 4.2.11. Si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], alors la variable —% InU
suit la loi exponentielle de paramétre .

Propriété 4.2.12. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre A et n un entier
naturel. Alors |
n!

4.2.4 Loi de Cauchy

Définition 4.2.13. La variable aléatoire X suit une loi de Cauchy standard si elle admet pour densité
Uapplication px définie sur R par
1

P = Ty

On parle également de loi de Cauchy de paramétre c si la densité est donnée par

C

X =y

Le parametre de la loi de Cauchy correspond & un changement d’échelle :

Propriété 4.2.14. Si X est une variable aléatoire de loi de Cauchy de parameétre c, alors AX suit la
loi de Cauchy de parameétre Ac.

Si X etY sont deux variables aléatoires de loi de Cauchy de paramétre respectifs ¢ et ¢'. Alors X +Y
suit une loi de Cauchy de paramétre ¢ + c’.

La loi de Cauchy n’est pas particulierement utile, mais elle a la particularité suivante :
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Propriété 4.2.15. Une variable aléatoire de loi de Cauchy n’est pas intégrable.

Démonstration. Si X suit la loi de Cauchy (de parametre 1), alors Elz| = [; 1fl2 dz. Or, 1_‘&'32 est

équivalent a oo quand x tend vers Hoo. Par conséquent cette fonction n’est pas intégrable et E\X | =
0. O

Une maniere “naturelle” de faire apparaitre la loi de Cauchy est la suivante :

Propriété 4.2.16. Soit © une variable aléatoire de loi uniforme sur [—g, g] Alors tan(©) suit la loi
de Cauchy.

La propriété précédente s’interprete géométriquement de la maniére suivante : sur la figure 4.1, le
point C' est situé a une distance 1 de la droite D. Le point O est le projeté orthogonal de C' sur D. On

s

tire un angle © uniformément sur [—g, 5]. Il existe un unique point X de D tel que 'angle (C@, C’_Xk)
soit égal a ©. La distance algébrique OX suit alors une loi de Cauchy.

FIGURE 4.1 — Interprétation géométrique de la loi de Cauchy.

4.3 Exercices

Exercice 4.1.
Soit X une variable aléatoire réelle de densité p. Déterminer en fonction de p la densité de la variable
aléatoire Y dans les cas suivants :

1. Y =aX + b, ou a et b sont des nombres réels, a # 0;
2. Y =X?;
3. Y = exp(X).

Cet exercice peut se résoudre avec le théoreme de transfert. Dans le cas ou la densité p est supposée
continue, on peut également utiliser la fonction de répartition.

Exercice 4.2.
Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy standard. Déterminer la fonction de répartition des
variables X et 1/X. Quelle est la loi de 1/X ?
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Exercice 4.3.

Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], et soit a # 0 un réel. Montrer que la loi de U* admet
une densité que 'on explicitera. Quand elles existent, donner la valeur de ’espérance et de la variance
de U“.

Exercice 4.4.

Soit © une variable uniforme sur [—7/2,7/2].
— Quelle est la loi de sin(©) ?
— Quelle est la moyenne de sin(©) 7 celle de |sin(©)|?
— Calculer la variance de sin(0).

Exercice 4.5.
Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. Montrer que les
variables aléatoires min(X7, X2) et max(X7, X5) admettent des densités que 'on explicitera.
Plus généralement, soient X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
11 existe une permutation (aléatoire) o de {1,...,n} qui réordonne (X1,...,X,), c’est-a-dire que si on
pose Y; = X, (;), alors
Yi<Y,<...<Y,.

Quelle est la loi de Yy, pour k € {1,...,n}? son espérance? On pourra remarquer la relation P(Y; <
x) =3 P(Yy <2,V > 2).

Exercice 4.6.
Soient n variables aléatoires indépendantes (X7, ..., X,) dont la loi commune admet une densité conti-
nue p. Exprimer en fonction de p la densité de max} ; X;.

Exercice 4.7.
On consideére un parquet dont les lattes ont une largeur d. On dispose d’une aiguille de longueur [, avec
I < d. Montrer que si on lance I'aiguille sur le parquet, elle tombera en travers d’une rainure du parquet
avec probabilité 2/7d.

Cette expérience a été mise en pratique par Mario Lazzarini avec 3408 aiguilles, parmi lesquelles 1808
ont effectivement croisé une rainure. Dans son expérience, les longueurs vérifiaient la relation [/d = 5/6.
Qu’en pensez-vous ?

Exercice 4.8.
On choisit au hasard une corde sur un cercle. Quelle est la probabilité que ’angle au centre interceptant
cette corde ait une mesure supérieure & 27/3 7

Exercice 4.9.
Soient (X,Y, Z) un point aléatoire choisi uniformément sur la sphere unité {(z,vy, 2), 22 +y%+ 2% = 1}.
Quelle est la loi de X 7

Exercice 4.10.
Soient X et Y deux variables Gaussiennes centrées réduites indépendantes. Déterminer la fonction de

répartition de la variable aléatoire Z = arctan (I%\) Quelle est la loi de Z 7

Exercice 4.11.
Soient (T},)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre A. On
pose Ny =sup{k > 0,71 + To + ...+ T < t}.

1. Montrer que la variable T7 4+ T5 + ... + T}, admet pour densité (k%kl)!tk_le_/\t.
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2. Montrer que N; suit une loi de Poisson de parametre At.

3. Soient s < ¢ deux réels. Calculer P(T7 < s|N; = 1). Quelle est la loi de T} conditionnellement



Chapitre 5

Suites de variables aléatoires -
théoremes limites

5.1 Suites des variables aléatoires

On voudrait étudier la situation ol un méme phénomene aléatoire se répete indéfiniment, et de
manieére indépendante & chaque fois. Pour cela, il faut construire une suite (infinie) de variables de
méme loi indépendantes les unes des autres. Il n’est pas évident a priori qu’une telle suite de variables
puisse exister. D’apres, le théoreme suivant, c’est effectivement le cas.

Théoréme 5.1.1. Soit (iuy,)nen une suite de mesures de probabilité sur un ensemble E. Alors il existe
un espace probabilisé (,P) et une suite de variables aléatoires (X, )nen @ valeurs dans E telles que
les X, soient indépendantes et que pour tout n, X, ait pour loi i, .

Démonstration. Admis. 1l s’agirait de construire une mesure sur I’ensemble indénombrable EN (en-
semble des suites & valeurs dans F). Comme il a déja été dit, construire une mesure sur un ensemble
indénombrable peut étre treés complexe, et on ne le fera pas ici. O

5.1.1 Convergence de suites de variables aléatoires réelles

Dans cette partie, on considére une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen, et on veut donner
un sens a la phrase “(X,)nen converge”. Il existe en fait plusieurs sens possibles & donner a cette
affirmation.

La définition la plus simple a priori revient a dire que toute réalisation de cette suite est une suite
convergente. C’est par exemple ce que 'on observait sur la figure 0.2.

Définition 5.1.2. On dit que la suite (X,,)nen converge presque sirement vers une variable aléatoire X
St

P(X,, converge vers X) = 1.

Ici, {X,, converge vers X} désigne un événement a savoir {w € 2, X, (w) converge vers X (w)}.

67
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Toutefois, cette notion est souvent difficile & prouver, et on va plutot utiliser des notions plus faibles.
Nous présentons donc une seconde notion, qui revient a dire que, pour n grand, X,, a de grandes chances
d’étre proche de X.

Définition 5.1.3. On dit que (X,,)n,>1 converge en probabilité vers X si pour tout e >0, on a
lim P(| X — X,,| <e) =1.
n—oo

Le résultat suivant relie les deux notions précédentes.

Propriété 5.1.4. Si (X,,)nen converge presque sirement vers X, alors elle converge aussi en probabilité
vers X.

Démonstration. L’événement {X,, converge vers X} peut se récrire
{X,, converge vers X} ={Ve >0, IN e N, Vn > N, |X,, — X| <e} = ﬂ U ﬂ {I1 X, — X| <e}.
e>0 NeNn>N
Comme cet évenement est de probabilité 1, pour tout € > 0, I’événement plus grand
U N{{x.—X[<e}
NeNn>N

est aussi de probabilité 1. Or, comme il s’agit de I'union d’une suite croissante d’événements, on a

1=P| |J N {Xn—X[<e} = lim P () {1X, — X[ <e}

NeNn>N n>N

Or P (ﬂn>N{|Xn - X|< E}) <P(|Xy — X| <€), ce qui montre que P(|X,, — X| < ¢) tend vers 1 pour
tout e. O

La réciproque de la propriété 5.1.4 n’est pas vraie, comme le montre le contre-exemple que nous
allons construire maintenant. On considére une suite de variables aléatoires indépendantes (X, )nen
telle que X, suive la loi uniforme sur {27,...,2"*! — 1}. On définit alors, pour tout entier k,

v — 1 si X, = k pour un certain n,
i 0 sinon.

Expliquons un peu cette construction : le choix des (X,,)nen revient & choisir un et un seul élément
uniformément dans chacun des ensembles {1}, {2,3}, {4,5,6,7}, {8,...,15}, ..., {27,..., 2"t — 1} etc,
qui constituent une partition de N.

k 112 3|14 5 6 718 9 10 11 12 13 14 15
X || X X X X
Y.|41/0 1{0 1 0 0j0 0O 1 0O O O O O

Dans le tableau ci-dessus, les croix symbolisent un tirage possible pour les X,. Ici, Xg = 1, X; = 3,
X2 =5, X3 =10, etc. La suite (Y;)xen est la suite de 0 et de 1 en derniére ligne.
On remarque alors que :
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— La suite (Yi)ren ne converge pas presque stirement vers 0. En effet, pour tout n, il existe toujours
une valeur k de {2",...,2"71} telle que Y}, = 1.

— La suite (Y})ren converge en probabilité vers 0. En effet, pour tout £ > 0, on a P(|Y;, —0| < &) >
P(Y;, = 0). Or, si ny est Pentier tel que 2™+ < k < 271 alors

P(Y,=0)=1-2"" -, L.

Par conséquent, P(]Y;, — 0| < ¢) tend vers 1.

5.2 Loi des grands nombres

Le théoréeme suivant est la justification théorique des observations faites au chapitre 0 sur la figure 0.2.
C’est aussi une justification de l'utilité des notions d’espérance et de probabilité : jusqu’ici, ces deux
notions étaient posées comme axiomes, sans justification a priori. La loi des grands nombres les fait
apparaitre comme des quantité calculables.

Théoréeme 5.2.1 (Loi (forte) des grands nombres). Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes, de méme loi et intégrables. Alors, la suite + Y p—q Xi converge presque sirement vers

EX,. "

“

Remarquons que I'hypothese “X,, intégrable” est tout ce dont on a besoin pour donner un sens
a EX;.

Ce théoreme constitue la “vraie” loi des grands nombres. Toutefois, sa preuve est trop complexe
pour pouvoir étre exposée ici en toute généralité. Par conséquent, nous ne démontrons que la version

plus faible suivante.

Théoreme 5.2.2 (Loi (faible) des grands nombres). Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes, de méme loi et de carrés intégrables. La suite %Zzzl X converge en probabilité vers
EX;.

Remarquons que le théoreme 5.2.2 est plus faible que le théoréme 5.2.1 a deux titres :

— ses hypotheses sont plus fortes : toute variable de carré intégrable est intégrable ;

— sa conclusion est plus faible : la convergence presque stire entraine la convergence en probabilité.
Par conséquent, le théoreme 5.2.2 n’a en fait que peu d’intérét par rapport au théoreme 5.2.1, si ce n’est
d’avoir une démonstration beaucoup plus simple.

Démonstration. On remarque que la moyenne de la variable M,, = % > or_y Xy est EX;. En effet,
E lzn:X —lzn:JEX —lzn:EX =EX
" k= k= 1= 1
k=1 k=1 k=1
De plus, la variance de M, est
1 1 <& 1< V(X1)

(la variance de la somme est ici la somme des variance grace a l'indépendance des X;).
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Soit € > 0; I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous donne

V(M, X
P(|M, —EX;| >¢) < (M) _ V(X1) o 0,

g2 ne2

ce qui acheve la démonstration. O

5.3 Théoréme limite central

Au vu de I'énoncé de la loi des grands nombres, une question légitime est maintenant de savoir a
quelle vitesse la convergence de % > p—q X vers EX; a lieu. La réponse & cette question est donnée par
le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.1 (Théoreme limite central % V). Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires de
carrés intégrables, indépendantes, de méme loi. On suppose €galement que la variance commune des X,
est non nulle. On pose M, = %22:1 Xy.. Alors pour tout intervalle I, on a

n 1 2
Pl,)——(M,-EX1)el)] - — [ e ®/2de=P(G e,
( V(X)( 1) ) n—00 /27 /16 . ( )

ot G est une variable de loi normale centrée réduite.

Ce théoreme a d’abord été démontré lorsque la loi commune des variables est une loi de Bernoulli de
parametre p (le théoréme est dans ce cas connu sous le nom de théoréme de de Moivre-Laplace (note 2)).
Dans ce cas, la variable >, _; X} suit une loi binomiale de parameétres n et p. Cela explique que la
distribution vue en figure 0.6 présente un profil proche de celui d’'une Gaussienne.

Démonstration. Admis. On peut toutefois remarquer que la normalisation

n

W(Mn -EXy)

est la bonne pour avoir une variable de moyenne 0 et de variance 1, comme la variable G qui apparait
sur le membre de droite. O
Ce théoreme dit que la variable , /V("—X)(Mn — EX;) a “presque la méme loi” qu’une loi normale

centrée réduite. On parle en fait de convergence en loi. On peut également le récrire sous la forme
suivante, non rigoureuse mais plus intuitive :

1 & X
EZXk:]EXlJrU( ) v a. (5.1)

= vn

(note 1). Le nom de “théoréme limite central” est une traduction de I’allemand “Zentraler Grenzwertsatz”. Le terme “Grenz-
wertsatz” désigne un “théoreme limite”, c’est-a-dire un résultat de convergence d’une suite de variables aléatoires. Le nom
de théoreme limite central signifie ici que 1’on a affaire & un théoréme limite particulierement important. On trouve parfois
d’autres traductions, comme “théoréme central limite” ou “théoréme de la limite centrée”, mais elles semblent moins bien
correspondre au terme allemand.

(note 2). D’apres Abraham de Moivre, il s’agit donc bien du théoréme de de Moivre-Laplace et non du théoréme de Moivre-
Laplace.
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Autrement dit, la moyenne empirique est égale a ’espérance, avec une erreur a peu pres Gaussienne de
’ 1
Pordre de NG

Si on multiplie (5.1) par n, on a l'expression

n

> Xk~ n xEXy ++v/n x o(X)G,

k=1

qui signifie qu'une somme de variables aléatoires de carré intégrable et de méme loi se décompose en
une partie déterministe d’ordre n, et d’une partie aléatoire d’ordre y/n. Ceci est conforme & ce qu’on
avait observé au chapitre 0, voir par exemple 1’équation (0.2).

Dans le chapitre 0, on avait toutefois observé le cas de la marche aléatoire de Cauchy qui ne
vérifiait pas cette décomposition. La raison en est que pour la marche aléatoire de Cauchy, les variables
indépendantes et de méme loi qui apparaissent sont de loi de Cauchy, et ne sont donc pas intégrables.
Le comportement de I'ordre de n que ’on avait observé est di au fait que la somme de n variables de loi
de Cauchy de parametre 1 indépendantes suit la loi de Cauchy de parametre n (voir propriété 4.2.14).

5.4 Chaines de Markov

Dans cette partie, nous allons effleurer la tres riche théorie des phénomeénes aléatoires dit Markoviens.
Le principe est le suivant : une chaine de Markov est une suite (X,,),en de variables aléatoires, qui n’est
pas composée de variables indépendantes, mais telle que “la loi de X,,+1 ne dépend que de la valeur
de X,,”. Donnons une définition un peu plus précise :

Définition 5.4.1. Soit E un ensemble fini. Une chaine de Markov sur E est une suite de variables
aléatoires (X, )nen telle que pour tous xg,...,xn41 de E, on a

P(Xn+1 = xn—&-l‘XO =T, --- ,Xn = J)n) = P(Xn+1 = xn+1\Xn = J,‘n) (52)

On résume parfois cette définition par la phrase (pas forcément trés parlante) “conditionnellement
au présent, le passé et le futur sont indépendants”. En effet, définissons les trois éveénements

T- ={Xn-1=2n1,...,X0 = 0},
TO = {Xn = -rn}a
Ty ={Xnt1 = Tns1},

correspondant respectivement au passé, au présent et au futur de la chaine lorsque 1’on est au temps n.
Dans ce cas, I’équation (5.2) se récrit

Py (T4 |T-) = P, (T4 ),

ce qui signifie bien que si l'on se place sous la probabilité Pz, (autrement dit, si la position actuelle de
la chaine est connue), alors les événements T_ et T sont indépendants. On parle aussi de phénomeéne
sans mémoire.

Une conséquence de la définition est que la loi de la suite (X,,),en est entiérement caractérisée par
la donnée des P(X,, = y|X,,—1 = z) et par la loi de Xj. En effet :
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Propriété 5.4.2. Soit xq,...,x, des éléments de E. Alors
n
P(Xp = @, ..., Xo = 20) = P(Xo = 20) [ [ P(Xi = 24| Xp-1 = zs1).
k=1

C’est de ce résultat que vient le nom de chaine de Markov : les relations entre X,, et X, 11 ca-
ractérisent la loi de toute la suite, comme la solidité d’une chaine vient des jonctions entre deux maillons
consécutifs.

Démonstration. C’est une récurrence sur n. Pour n = 0, il n’y a rien a démontrer.
Si le résultat est vrai pour un n donné, alors

]P)(XnJrl = Tnitl,y--- ,X() = SL'()) = P(Xn =Tny--- 7X0 = (E(J) X P(Xn+1 = (En+1‘Xn =Tp,-.-. ,XO = 5170)
=P(Xo = 20) [[ P(Xk = 2| Xpo125-1) X P(Xnp1 = Znp1 | Xn = ),
k=1
d’ott le résultat. O
Dans la suite, on se limitera au cas ot P(X,, = y|X,,—1 = ) ne dépend pas de n. On notera alors
mey = P(Xl = y|X0 = (E)

P peut étre vu comme une matrice de taille N x N, ou N est le nombre d’éléments de . On I'appelle la
matrice de transition de la chaine de Markov. Cette matrice pemet de caculer la loi de chacun des X,,.

Propriété 5.4.3. Si on note p, = P(Xo = z) la loi de Xy, et si on voit p comme un vecteur ligne,
alors la loi de X,, est donnée par
P(X, =z) = (uP"),.

On a noté P le produit d’un vecteur ligne par une matrice :

(1P)s = Z ty Py -
yeE

Démonstration. Comme on a supposé que P(X,, 11 = y|X, = z) ne dépendait pas de n, il suffit de
montrer que la loi de X; est donnée par uP. Cela se prouve en utilisant la propriété 5.4.2 :

P(Xy=2)=> P(Xo=y, X1 =2)= Y P(Xo=y)P(X1 =2|Xo=y) = Y p1yPys = pP.
yeE yeEE yeE

O

Le théoreme suivant donne de nombreuses informations sur le comportement asymptotique d’une
chaine de Markov.

Théoréme 5.4.4. Soit P une matrice de transition sur un ensemble E fini, u une probabilité sur E
et (Xpn)nen une chaine de Markov de matrice de transition P telle que Xo soit de loi p.

1. Sip vérifie uP = u, alors X, est de loi u pour tout n. On dit d’un tel u qu’il s’agit d’une mesure
invariante.
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2. Une chaine de Markov admet au moins une mesure invariante.

3. Si il existe une unique mesure invariante [i, alors %22:1 1(x, =z} converge presque surement
vers [y

4. Si 1 est la seule valeur propre de module 1 de P, alors il existe une unique mesure invariante fi
et la loi de P(X,, = x) converge vers iz pour tout x.

Démonstration. Admis. O

5.5 Exercices

Exercice 5.1.
Justifier la valeur de la constante /5/187 donnée en équation (0.1), page 7.

Exercice 5.2.
[Jeu de Yam’s]
Cet exercice a pour but de calculer la probabilité de gagner au jeu de Yam’s. On rappelle les regles de
ce jeu :

— on lance 5 dés standards;

— parmi ces 5 dés, on met de c6té les dés de son choix, et on relance les autres;

— on réitere une fois cette derniere étape avec les 5 valeurs obtenues.
On gagne si on obtient 5 dés de méme valeur. On adopte la stratégie suivante qui se trouve étre la
stratégie maximisant la probabilité de gagner : a chaque lancer, on conserve le plus grand groupe de dés
de méme valeurs, et on relance tous les autres.

Une fois cette stratégie fixée, la taille X; du plus grand groupe de dés de méme valeur au botut du
ieme lancer est une chaine de Markov & valeurs dans Pensemble {1,2,3,4,5}.

1. Ecrire la matrice de transition de la chaine (X)ien-
2. Exprimer la loi de X;.
3. En déduire la probabilité de gagner au jeu de Yam’s, qui correspond a P(X3 = 5).

Exercice 5.3.
[Marche aléatoire sur un graphe]
On considére un graphe fini. Plus précisément, on considére un ensemble {1,..., N}, dont certains des
éléments sont reliés deux par deux. On définit alors A;; = 1 quand deux éléments sont reliés, et A;; = 0,
sinon. La matrice A obtenue est une matrice symétrique de diagonale nulle (on considére que qu’un
point ne peut pas étre relié a lui-méme.

On définit une marche aléatoire sur le graphe de la fagon suivante : X est une variable aléatoire

quelconque & valeurs dans {1,..., N}. Conditionnellement & X, = 4, la variable X,, 1 suit une loi
uniforme parmi les j tels que A;; = 1.

1. Montrer que (X, )nen est une chaine de Markov dont on précisera la matrice de transition.

2. Montrer que la mesure (u;)icq1,.. Ny définie par p; = Zj Aij/zk,j Aj,; est une mesure de
probabilité invariante pour la chaine.

Exercice 5.4.
[Le modéle d’Ehrenfest]
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On considere deux compartiments A et B, dans lesquels sont placé N particules. A chaque instant entier,
on choisit uniformément une des N particule, et on la fait changer de compartiment.

1. Montrer que si X, est le nombre de particules dans le compartiment A a 'instant n, alors (X, )nen
est une chaine de Markov dont on précisera la matrice de transition.

2. Montrer que la loi binomiale de parametres N et 1/2 est une mesure invariante pour cette chaine

de Markov.
3. Retrouver ce résultat en utilisant la conclusion de ’exercice précédent. On pourra représenter la
position des particules par un N-uplet (z1,...,zx) ol x; vaut 1 si la iéme particule est dans le

compartiment A, et vaut 0 sinon.

Exercice 5.5.
[Marche aléatoire absorbée]
On considére une marche aléatoire sur I’ensemble {0,..., N}. Quand la marche se trouve au point i,
elle a une probabilité 1/2 d’aller en i — 1 et 1/2 d’aller en i + 1. Seule exception : partant des points 0
et N, la marche ne bouge plus, avec probabilité 1. On parle donc d’une marche aléatoire absorbée aux
points 0 et N. Par conséquent, il y a a priori trois comportements possibles en temps long :

— ou bien la chaine finit absorbée en 0;

— ou bien elle finit absorbée en N ;

— ou bien la suite n’atteint jamais les points 0 et V.
On notera (X, )ne, la suite des valeurs prises par la marche.

1. Ecrire la matrice de transition de (X)) nen-

2. Dans cette question, on va calculer la probabilité de finir absorbé a I'une ou I’autre des extrémités.

On désigne par G et D les deux événements
G = {X,, =0 a partir d'un certain rang} et D = {X,, = N a partir d’un certain rang}.

On note Yi = P(G‘Xo = Z) et (Sl = ]P)(D|XO = Z)
(a) Montrer les relations, pour ¢ € {1,...,N — 1},

1 1
v = 5(%-“ +7vi—1) et §; = 5(514—1 +di-1)

ainsi que
’yO:l, ’YN:O, (50:0, 5]\7:1.
(b) En déduire l'expression de ~; et §; pour tout i.
(c) En déduire la probabilité que la marche ne soit jamais absorbée, en partant d’un point ¢
quelconque (il s’agit de la probabilité P(D° N G¢| Xy = i)).
3. Dans cette question, on va donner la loi explicite du temps d’absorbtion, pour une condition
initiale particuliere.
On suppose que Xy suit la loi (C'sin(kn/N))g=o,... N-
(a) Donner la valeur de C.
(b) Quelle est la loi de X, ?

(¢c) Montrer que le temps avant que met la suite a atteindre les points 0 ou N suit une loi
géométrique dont on précisera le parametre.



Chapitre 6

Estimation

6.1 Estimation d’une proportion

On cherche a prévoir le résultat d’une élection : on a une population de /N individus a laquelle sont
proposés plusieurs candidats. Monsieur Michu est candidat a cette élection et veut avoir une estimation
de son score p € [0, 1] (la proportion des N individus qui vont voter pour lui). Une méthode pour obtenir
une telle estimation est d’interroger n personnes choisies aléatoirement dans la population, et de calculer
la proportion p,, de personnes qui vont voter pour monsieur Michu parmi ces n personnes.

Formalisons un peu le probleme : pour 1 < k < n, on va définir le réel X par X = 1 si la keme
personne choisie aléatoirement va voter pour monsieur Michu, et X; = 0 dans le cas contraire. Si les
personnes sont choisies indépendamment et uniformément dans la population ("°t¢ D les variables X,
sont alors des variables de Bernoulli indépendantes de parametres p.

L’estimation de la proportion p est donnée par

1

On dit que p,, est un estimateur de p. On reconnait la moyenne empirique d’une suite variables aléatoires.
D’apres la loi des grands nombres, on a convergence de p,, vers p.

Théoréme 6.1.1. L’estimateur p, est convergent, au sens ou p, converge presque surement et en
probabilité vers p :
P(pn = p) =1 et Ve > 0, P(|p, —p| >¢€) = 0.

Toutefois, le résultat donné par p,, n’a aucune raison d’étre égal a p, et une question naturelle que
monsieur Michu va se poser est “Quelle fiabilité puis-je accorder & ce résultat 7”. La réponse est une
conséquence du théoreme limite central :

Théoréme 6.1.2. Soit ¢ > 0. Alors P(|p, — p| < 2\0/5) converge et on a

& 2 ¢ 2
i h —pl < ——— | > <ec)=14/— —a7/2
nh_r)n P (|pn p| < 2\/ﬁ> >P(|G] <e¢) \/;/0 e dz,

(note 1). Cela implique en particulier qu’il serait possible d’interroger deux fois la méme personne. Toutefois, cela n’arrive
que rarement si le nombre de personnes interrogées est petit devant la taille de la population (n < N).
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(G désigne une variable aléatoire de loi normale centrée réduite).

Démonstration. Les X; sont ici des variables de loi de Bernoulli de parametre p, dont la moyenne et la
variance sont donc respectivement p et p(1 — p). D’apres le théoréme limite central, on a donc

nan;oP (|ﬁn _ | < M) ZHILIEOP <m13n _p| < 2])(1—]))) =P <|G| < 2(1_)>

>P(|G| <¢)

2o

L’inégalité découle ici du fait que 24/p(1 — p) < 1 pour tout p € [0, 1]. O

Pour un ¢ fixé, on sait donc que, asymptotiquement, la probabilité que p soit dans 'intervalle

~ Cc N c
est d’au moins \/%foc e /24y,

En pratique, on se fixe une valeur a €]0, 1], appelé le niveau de l'intervalle de confiance, et on cherche

un ¢ > 0 tel que
Vol
— e~ /4 = a.
T Jo

. c _ 2 . . . .
Comme la fonction ¢ \/g fo e %" /2dx est continue, strictement croissante, envoie 0 sur 0 et converge

vers 1 quand ¢ tend vers 400, un tel ¢ existe et est unique. Un choix courant est o = 0.95, pour le-
quel ¢ = 1.96 est une valeur presque exacte (*°*¢ 2)_ Pour cette valeur de ¢, on peut notamment légerement
majorer ¢/2 par 1, et on obtient le résultat suivant :

Propriété 6.1.3. La quantité

1
P — Pl < —
(p Pnl < ﬁ)

converge quand n tend vers oo, et sa limite est supérieure a 0.95.

Le paragraphe suivant est extrait du programme de classe de seconde (ce que nous notons p,, y est
noté f) :
Le professeur peut indiquer aux €léves le résultat suivant, utilisable dans la pratique pour des échantillons
de taille n > 25 et des proportions p du caractére comprises entre 0.2 et 0.8 : si f désigne la fréquence

du caractere dans l’échantillon, f appartient a ['intervalle {p — ﬁ’er ﬁ] avec une probabilité d’au

moins 0.95. Le professeur peut faire percevoir expérimentalement la validité de cette propriété mais elle
n’est pas exigible.

A proprement parler, le résultat donné est fauzr. Par exemple, pour n = 27 et p = 0.5, on a
I . _ n
I'équivalence (en posant Y, = >~/ Xi)
Y, 1
"—p‘ < —=&Y,e{9,10,...,28}.
n n

(note 2). Avec plus de décimales, on a ¢ = 1.95996398 . ..
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Or, le calcul donne
P(Y,, €{9,...,28}) = 0.9478...
De méme,pour n = 55 et p = 0.5, on a ’équivalence
Y, 1
’ <—=&Y,e{21,22,...,34},
vn

e
n

mais on peut montrer

P(Y, € {21,...,34}) = 0.9419...

Il faut toutefois bien voir que le résultat cité par le programme est presque vrai, la version rigoureuse
en étant la propriété 6.1.3.

6.2 Intervalles de confiance

Dans cette partie, nous allons généraliser la situation de la partie précédente a des variables aléatoires
qui ne suivent pas forcément des lois de Bernoulli. On considere une suite de variables aléatoires de carré
intégrable (X,,)nen de méme loi, dont la moyenne m = EX est inconnue, mais la variance o2 est connue.

On appellera intervalle de confiance de niveau « sur m un intervalle aléatoire I, tel que

P(m € I,) > .

Par 'expression “intervalle aléatoire”, on désigne simplement un intervalle dont les bornes sont des
variables aléatoires. Dans l'expression P(m € I,,), on notera bien que la valeur m est parfaitement
déterministe, c’est I'intervalle I,, qui est aléatoire.

Par exemple, la propriété 6.1.3 énonce en fait que l'intervalle I, = [ﬁn - ﬁ, Dn + ﬁ} est asymp-

totiquement ("t 3) un intervalle de confiance pour p de niveau 0.95.

Si on revient a l'exemple de 1’élection, les échantillons habituellement utilisés lors des sondages

en France sont de 'ordre de 1000 personnes. La quantité ﬁ correspond alors environ a 3 points de

pourcentage : un sondage sur 1000 personne donnera un score en pourcentage correct a +3%.

6.2.1 Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

En appliquant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la variable aléatoire m,, = % > p—q X, dont la

. 2 .
moyenne est m et la variance est -, on obtient :

En posant a = cﬁ, on a

Cette équation peut se récrire comme le fait que I'intervalle

vn vn

(note 3). Car la propriété 6.1.3 énonce une convergence quand n tend vers co et non pas une égalité.
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est un intervalle de confiance de niveau a@ = 1 — % pour m. Par exemple, pour o = 0.95, on trouve c ~

c2
4.47.

6.2.2 Dans le cas Gaussien
Dans le cas ou les X; sont des variables aléatoires indépendantes de loi Gaussienne, alors m,, suit la
. . . 2 re
loi Gaussienne de moyenne m et de variance Z-. Par conséquent, on a

P, —m[ < —=) = P(|G] < ¢),

co
vn
ou G suit la loi normale centrée réduite. Autrement dit, 'intervalle

~ co co

I, = mn—%,anr%
est un intervalle de confiance de niveau P(|G| < ¢). Par exemple, pour un intervalle de niveau o = 0.95,
on trouve ¢ ~ 1.96.
On remarque que pour un méme niveau, 'intervalle obtenu ici est beaucoup plus étroit que celui
obtenu par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (pour o = 0.95, on a ¢ = 1.96 au lieu de ¢ = 4.47, soit
un intervalle plus que deux fois plus fin).

6.2.3 Par le théoréme limite central

Dans le cas général ou les X; ne sont pas Gaussiens, on a quand méme, par le théoréeme limite

central :
co

P<|ﬁ1nm|< N

> o P(G] <o),

Autrement dit, I'intervalle

i . 0 o L O
= My — —=,Mm —
est un intervalle de confiance asymptotique de niveau P(|G| < ¢). Noter que l'intervalle de confiance est
le méme que dans la partie 6.2.2, avec le méme niveau. La différence avec le cas précédent est qu’ici

I’égalité n’est vraie que pour n — oo, d’ou le terme “intervalle de confiance asymptotique”.

6.3 Exercices

Exercice 6.1.
Soit (Xy,...,X,) des variables aléatoires de méme loi de carré intégrable.

1. On pose 1, = % > r_y Xi. Montrer que 77, est un estimateur convergent de la moyenne commune
des X et que Em,, = EX;.
n
2. Montrer que 72 = % S (X — m)? est un estimateur convergent de la variance des X et que
k=1
EG2 = V(X7).
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n
3. Montrer que 62 = L 3 (), — 1i1y,)
k=1

2 converge la variance de I’échantillon. A-t-on E62 = V(X;)?

Exercice 6.2.
Pour tout nombre réel 6, on définit I’application py sur R par :

(@) 0 siz <0
€Tr) =
pe e~ (@=0) i > 0.

1. Montrer que, pour tout nombre réel 6, 'application py est une densité de probabilité sur R.

2. Soit X une variable aléatoire de densité py. Montrer que Xy admet un moment d’ordre deux, et
expliciter son espérance et sa variance.

3. Déterminer la fonction de répartition Fy de Xj.

4. Soit n > 1 et (X1,...,X,) un échantillon de taille n de la loi de Xj.
On pose U, = min(Xy,...,X,) et M, = = > X;.
i=1

(a) Pour tout nombre réel ¢, calculer P[U,, > t]. En déduire la loi de U,.
(b) Montrer que M,, — 1 et U,, — % sont des estimateurs sans biais de 6.

5. Construire deux intervalles de confiance pour 6 au niveau 0.95 a partir des variables M,, et U,
respectivement. Comparer les deux intervalles obtenus.

Exercice 6.3.
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de méme parametre \.
On rappelle que EX = % et VX = % On souhaiterait estimer la valeur de .

1. Montrer que A\, = ﬁ est un estimateur de A convergeant presque sirement.
k=1

2. A partir de I’estimateur ;\n, construire un intervalle de confiance asymptotique pour A de niveau
0.95.
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Chapitre 7

Tests d’hypotheses

Dans ce chapitre, on présente a partir d’un exemple la notion de test statistique. Cette notion est
un cadre général qui inclut en particulier les intervalles de fluctuation qui sont au programme du lycée.

7.1 Exemple introductif

La police doit controler la vitesse des véhicules sur la route et verbaliser les véhicules dépassant
une certaine vitesse limite. Toutefois, les instruments mesurant la vitesse peuvent souffrir d’erreurs de
mesures, et un véhicule controlé légerement au dessus de la vitesse limite pouvait en fait étre légerement
en dessous de cette limite.

Les policiers sont alors dans une situation ou le bon comportement & adopter se déduit d’un test
statistique. Plus précisément, on doit choisir & partir d’observations aléatoires (I’aléa venant ici de ’erreur
de mesure du radar) entre deux possibilités (verbaliser ou non le conducteur), qui ne jouent pas des
roles symétriques (verbaliser demandera de mettre en branle une procédure, qui pourra avoir été lancée
pour rien si le conducteur prouve qu’il n’était pas en exces de vitesse).

Dans le cadre d’un test statistique, les deux possibilités entre lesquelles on doit choisir sont notées Hy
(ou hypothese nulle) et Hy. L’hypothese Hy sera I'hypothese & priviligier en cas de doute, alors que
I’hypotheése H; sera choisie uniquement lorsque 'on aura un tres forte présomption. Dans le cas du
controéle de vitesse, 'hypothese Hy est “pas d’exces de vittesse” et Hp est “exces de vitesse”. Autrement
dit, si la vitesse mesurée est proche de la vitesse limite, on préferera considérer que le conducteur n’est
pas en exces de vitesse, méme si la vitesse mesurée est 1égerement trop élevée.

11 s’agit donc d’éviter de choisir H; lorsque ’on est sous Hy (dans notre exemple, verbaliser quelqu’un
a tort). Remarquons qu'il existe une méthode tres simple pour cela : il suffit de toujours choisir Hy, ce
qui revient, dans ’exemple du controle de la vitesse, a ne distribuer aucune amende. Bien entendu, ce
choix n’est pas satifaisant. Le bon choix est en fait est de controler la probabilité de choisir I’hypothese
H; si ’on est sous ’hypothese Hy.

Formalisons notre exemple du controle de la vitesse : on suppose que la vitesse mesurée X suit une
loi normale de moyenne v (la vraie vitesse du véhicule) et de variance o2 (quantifiant I'incertitude de la
mesure). La vitesse maximale autorisée est notée vg. On a donc les deux hypotheses :

Hy=“v<wvy” et H;=“v>uvy.
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On va considérer que le véhicule est en exces de vitesse lorsque la valeur de X observée est supérieure a
un certain seuil vs. La probabilité de déclarer I’automobiliste en exces de vitesse, en fonction de la vrai
vitesse du véhicule est alors

p(v) =P(X >v,) =P(v+0G > vs) =P(G > (vs —v)/0),

ou G suit la loi normale centrée réduite. On souhaite alors que sous Hy (c’est-a-dire si v < wg) cette
probabilité soit inférieure a une certaine valeur a. Or on remarque que :

sup p(v) = P(G > (vs — vo)/0).

v<vg
On va donc choisir la valeur de seuil v; de sorte que cette probabilité soit (inférieure ou) égale a «. Par
exemple, pour a = 0.025, on veut (vs — vg)/o > 1.96, de sorte que 'on doit choisir vs > vy + 1.960.

7.2 Test pour la moyenne

On va maintenant présenter un autre test dans un cadre un peu plus général. On observe (X7, ..., X,)
une suite de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi Gaussienne de moyenne m et de
variance o2 supposée connue. On veut alors comparer la moyenne m avec une valeur de référence my.
Suivant les cas, ont peut faire un des deux choix suivants d’hypothese H; — Hy.

1. On se demande si m est exactement égal a mg, ce qui revient a tester Hy :“m = mg” contre

Hy :“m # mg”

2. On sait que la valeur de m est au moins supérieure ou égale a mg, et on cherche a tester 1'hy-

potheses Hy :“m = mg” contre 'hypothese Hy :“m > mg”

Dans ce cadre, la variable X,, = % >r_, X; suit une loi normale de moyenne m et de variance o2 /n.
Autrement dit, si G suit une loi normale centrée réduite, X,, a la méme loi que m + ﬁG. Dans le cas

du choix 1., on acceptera I'hypothese Hy si X,, est dans un intervalle de la forme

ag ag
I, = {mo —c—=,my +C] ;

Vn Vn
et on acceptera H; dans le cas contraire. La valeur de ¢ sera a choisir de sorte que

g

NG

o _
P{mg—c—= <X, <mg+c =P(—c<G<c)>1—q,
( 0 ez SXnsmo ) (—c<G<e)>
ol « est la probabilité d’erreur choisie a priori.
Dans le cas du choix 2., Hj sera acceptée si X, se situe dans un ensemble de la forme

I7/L :|OO,m0 +CO—:| )

N

cette fois-ci, ¢ sera choisi de sorte que

- o

PlX,<mog+c—)|=PG<c)>1-a.
( YD ) (==

Dans le cas ou la variance est inconnue, on pourra remplacer dans les intervalles ci-dessus la valeur

exacte de o2 par son approximation 62 = ﬁ Sor (X —X,,)?%. Toutefois, le résultat théorique justifiant

ce remplacement (le théoreme de Slutsky) ne nous est pas accessible dans le cadre de ce cours.
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7.3 Exercices

Exercice 7.1.
R . . L . . -1 \
En France, les exces de vitesse sont sanctionnés a partir d’'un dépassement de 5km.h™ ", par exemple a

. 1 . . ., 1 .
partir de 95km.h™" quand la vitesse maximale autorisée est de 90km.h™ . En supposant que la vitesse
est mesurée avec une erreur de loi normale de variance o2, quelle valeur doit prendre o pour qu’au moins
99% des personnes verbalisées aient vraiment été en exces de vitesse ?
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CHAPITRE 7. TESTS D’HYPOTHESES



Annexe A

Indications pour les exercices

Chapitre 1

Exercice 1.3.
Les trois premieres phrases décrivent respectivement les évenements suivants :
— ANB°NC*e;
— AUBUC;
— A°UB°UC“=(ANBNC)e.
Les deux derniéres décrivent les relations suivantes entre éveénements :
— ACBUC;
— AcC (BnQC)-.

Exercice 1.6.
Les deux suites convergent respectivement vers P(X < 0) et P(X > 0).

Exercice 1.7.
Entre parenthese, une version modifiée qui est une fonction de répartion

1
non <7r arctan(x) + 0.5) ; non ((1—e *)1z50) ;non (wljgq)(z) + 1)1 of(2)) ;

. T 1 :
oui ; non <x+11w>0> ; non ((W arcsm(x)+0.5> 1[171](33)4-1]1,00[(3;)) ;

non (E(l/x)_ll[o’” (z), E : partie entitre supérieure).

Chapitre 2

Exercice 2.2.
Les réponses sont les suivantes :

1. Les variables U et V ne sont pas indépendantes,

85
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2. Ona
2/N?  sin<m,
P(U=n,V=m)=<(¢1/N? sin=m,

0 sin > m.

3. La probabilité P(V = m) vaut (2m —1)/N2.
4. P(U =n|V =m) vaut 2/(2m — 1) sin <m, 1/(2m —1) sin =m, et 0 si n > m.
5. P(X =n|]V =m) vaut 1/(2m — 1) sin <m, m/(2m — 1) sin =m, et 0 si n > m.

Exercice 2.3.
Le taux de succes parait meilleur pour le traitement B si on ne différencie pas selon la taille des calculs,
mais le pour une taille de calcul donnée, le traitement B parait moins efficace.

L’explication tient dans le fait que les petits calculs sont plus simples & soigner que les gros (meilleur
taux de réussite pour les deux traitement), ce qui favorise sur le papier le traitement B, qui a majori-
tairement été testé sur des patients présentant des petits calculs.

Exercice 2.4.
Les trois probabilités demandées valent respectivement (2/5)% = 0.064, 1/10 = 0.1 et 183/500 = 0.366.

Exercice 2.5.

On choisit comme univers, Q = {(G,G), (G, F),(F,G),(F,F)}, ou la premiére coordonnée (resp. la
deuxieéme) donne le sexe de 'ainé (du cadet) des enfants. Comme la famille est choisie au “hasard”, on
munit © de la probabilité uniforme, notée P, de sorte que pour tout événement A, P(A) = z;gggg =

card(A)

1
Soit A I’éveénement “la famille a au moins un gargon”, B “l’ainé de la famille est un gargon, C' “les
deux enfants sont des gargons”. Alors, ANC =C, BNC =C, et

P(4) = PI{(G,G), (G, F), (F,G)}] = 2 > 0,

1
1
P(C) =PH(G,G)}] = .
En particulier les probabilités conditionnées par rapport & A ou B sont bien définies. La probabilité
recherchée au point 1. est :

_P(ANC) P(C) 4 1
Pal€) = P(A)  P(4) 12 3

La probabilité recherchée au point 2. est :

P(BNC) PC) 2 1
Pu(C) = P(B) P(B) 4 2

Exercice 2.6.
Chaque carte possede deux faces, que 1’on va distinguer. Choisissons 'univers

Q= {Ri, Ry, N1, N2, R3, N3},
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ou par exemple ’événement élémentaire R; est réalisé si c’est la premiere face de la carte unicolore

rouge qui est apparente. Etant donné que la carte est tirée “au hasard”, on munit  de la probabilité
card(A) _ card(A)
card(Q?) — 6

On souhaite calculer la probabilité conditionnelle de I’évenement R3 sachant que ’événement R; ou
R ou Ry est réalisé. Soit A = Ry URsU Rj, alors P(A) = 1, et la probabilité conditionnelle P4 (R3) est

bien définie. D’apres la définition de la probabilité conditionnelle, nous avons :
P(ANR3) P(R3) ﬁ 1

P =50 =By T 12T

uniforme, notée P, de sorte que pour tout événement A, P(A) =

Sans faire attention, on pourrait penser que cette probabilité est de 1/2, pensant qu’a partir du moment
ou le coté rouge apparait, il reste deux situations équiprobables.

Exercice 2.7.
Soit k le nombre de boules contenues dans I'urne, avec k = 9 ou k = 12. On choisit comme espace des
états Q = {1,2,--- ,k}. Comme la boule est tirée “au hasard”, on munit Qj, de la probabilité uniforme,
notée Py, de sorte que pour tout évenement A,

card(A)  card(A)

Pi(4) = card () - k

Dans le cas ou k = 9, les évéenements A, B, AN B s’écrivent :
A=1{2,4,6,8}, B=1{3,6,9}, An B = {6}.

Ainsi, Py(A) = 3, Pyo(B) = %, Po(AN B) = §. Comme Py(AN B) # Py(A)Py(B), on en déduit que les
évenements A et B ne sont pas indépendants.
Dans le cas ou k = 12, les évenements A, B, AN B s’écrivent :

A=1{24,6,8,10,12}, B={3,6,9,12}, AN B = {6,12},

Ainsi, Plg(A) = %, Plg(B) = %, Plg(A N B) = é Comme Plg(A N B) = ]P)12<A) ]P)12(B>7 on en déduit
que les évenements A et B sont indépendants.

Exercice 2.8.
La probabilité de tirer plus de boules noires que de boules blanches est de 7/10.

Le nombre moyen de boules noires dans l'urne est 2 avant le premier lancer, puis 8/3 avant le
deuxieéme, 10/3 avant le troisieme, et 4 apres le troisieme lancer. En fait, on peut remarque que la
proportion moyenne de boules noires reste constante egale & 2/3. Ce fait est général et ne dépend pas
de la composition initiale de 'urne.

Exercice 2.9.
La probabilité que la premiére boule tirée soit noire est de 1/2. La probabilité de tirer deux boules de
méme couleur est (2n + 1)/3n.

Chapitre 3

Exercice 3.1.
L’univers  est formé de tous les 23-uplets de jours d’anniversaire. On a donc Q = {1,---,365}?3 et
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card(Q) = 36523. On suppose que les dates d’anniversaire sont distribuées “au hasard” sur l'année,
de sorte que 'on munit 2 de la probabilité uniforme, notée P. Ainsi, si A € P(2) est un événement,

__ card(A)

]P)(A) ~ card(Q) "
On considere I'évenement A défini par “les personnes ont toutes leur anniversaire un jour différent”.
L’évenement A est formé de tous les échantillons de taille 23 sans répétition, et son cardinal est donc

donné par un nombre d’arrangements : card(A) = A3 et

A
P(A) = .
(4) (365)23
La probabilité qu’au moins deux personnes aient leur anniversaire le méme jour est la probabilité de
23
I’événement complémentaire, et est donc égale a 1 — (3%3% = 0,507... Cette probabilité est d’environ

0,97 s’il y a 50 personnes, et d’environ 0,999 s’il y en a 100.

Exercice 3.2.
L’univers est I’ensemble des tiercés possibles, soit

Q:{(Zv.jak) : Zajake{la 7”}77’7537.77&]67]6752}

Alors, card(2) = A3 = n(n — 1)(n — 2). On suppose que tous les tiercés ont la méme chance de se
réaliser, de sorte que I'on munit  de la probabilité uniforme, notée P. Ainsi, pour tout A € P(Q),

card(A
]P)(A) = cardEQ; :

1. Soit A I’événement “obtenir le tiercé gagnant dans 'ordre”. Comme il existe un unique tiercé
gagnant, card(A) = 1, d’ou la probabilité cherchée est :

1
PA)= ——.
(4) n(n —1)(n — 2)
2. Soit B I’éveénement “obtenir le tiercé gagnant dans l'ordre ou dans un ordre différent”. Comme
il y a 3! manieres d’ordonner le tiercé gagnant,card(B) = 6, d’ol la probabilité cherchée est :

6

P(B) = ——.
(B) n(n —1)(n — 2)

3. Soit C' I’évenement “obtenir le tiercé gagnant dans un ordre différent”. Comme ily a 3! —1=75

manieres d’ordonner le tiercé gagnant dans un ordre différent, card(C) = 5, d’ott la probabilité

cherchée est : .

PC)= — .
©) n(n —1)(n — 2)

Exercice 3.3.

L’univers €2 est 'ensemble des mains de 5 cartes possibles, c¢’est-a-dire ’ensemble des combinaisons de 5

éléments pris parmi 32, de sorte que, card(2) = (352). On suppose que toutes les mains sont équiprobables

et on munit  de la probabilité uniforme, notée P. Ainsi, si A € P(Q) est un événement, P(A4) = E:ﬁjgég

1. Soit A I’événement “le joueur possede une seule paire”, calculons card(A).
- Choix de la hauteur de la paire : (f)
- Choix de la couleur (tréfle, carreau, coeur, pique) de chacune des cartes de la paire : (g)
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- Choix des hauteurs des trois autres cartes : (;)

- Choix de la couleur de chacune des trois autres cartes : 4°.
Ainsi, card(A) = (8) (3) (2)43, et
8\ (4\ (7\ 13
b~ OGP

1
32
(5)
2. Soit B I’évéenement “le joueur possede deux paires”, calculons card(B).
- Choix des hauteurs des deux paires : (g)

- Choix de la couleur de chacune des cartes de chacune des paires : (;)2.
- Choix de la hauteur de la derniére carte : (?)
- Choix de la couleur de la derniere carte : 4.

8\ (4\2 (6
4
Ainsi, P(B) = (2)((232)(1)
5
3. Soit C' I'évenement “le joueur possede un brelan”.

- Choix de la hauteur du brelan : (51;)

- Choix de la couleur de chacune des cartes du brelan : (g)
- Choix de la hauteur des deux cartes restantes : (;)

- Choix de la couleur de chacune des deux cartes restantes : 42.

8\ (4\ (7\ 42
o (1) () ()4
Ainsi, P(C) = W
5
4. Soit D I’événement “le joueur possede un carré”.
- Choix de la hauteur du carré : (f)
- Choix de la couleur de chacune des cartes du carré : (i) =1.

- Choix de la hauteur de la carte restante : 7.
- Choix de la couleur de la carte restante : 4.

Ainsi, P(D) = %
(5)
5. Soit E I'évenement “le joueur possede un full”.

- Choix de la hauteur de la paire : 8.

- Choix de la couleur de la paire : (3)

- Choix de la hauteur du brelan : 7.

- Choix de la couleur du brelan : (g)

. 8.6.7.4
Ainsi, P(E) = —55—
(5)
Exercice 3.4.
L’univers 2 est 'ensemble des combinaisons de 6 numéros choisis parmi 49, de sorte que, card(Q) = (469).
On suppose que toutes ces combinaisons sont équiprobables et on munit €2 de la probabilité uniforme,
notée P. Ainsi, si A € P(Q) est un événement, P(A4) = 2;3%3;
Pour k € {1,2,3}, soit Ay évenement “la grille du joueur est une grille gagnante du k-iéme rang”.




90 ANNEXE A. INDICATIONS POUR LES EXERCICES

1. A; est formé des grilles qui correspondent exactement au tirage, donc card(A;) = 1 et : p; =
b~ 7,15.1078.
()
2. Ay est formé des grilles qui contiennent 5 des 6 numéros du tirage et exactement le numéro
6
complémentaire, donc : py = ﬁ ~4,29.1077.
6
3. Ajs est formé des grilles qui contiennent 5 des 6 numéros du tirage et un numéro autre (que les 7
tirés), donc :
6\ (49—7 6
42
pg = (5) (491 ) — (529 ~ 178.10_5.
(6) (5)

Exercice 3.5.
L’espace des états €2 est ’ensemble de toutes les manieres de distribuer r boules dans n urnes. Pour la
premiere boule, il y a n choix d’urnes, pour la deuxieme également, etc., donc :

card(2) =n'.
Comme la distribution des boules est aléatoire, on munit 2 de la probabilité uniforme, de sorte que si
A est un éveénement de €2, on a P(A) = E;ﬁgég Pour tout k € {0,--- ,r}, on introduit Ay I’événement

“une urne donnée contient k boules”. Alorsily a (;) choix possibles pour ces k boules, et comme aucune
autre boule ne peut étre dans I'urne donnée, chacune a le choix entre (n — 1) urnes. Ainsi,

card(Ay) = (Z) (n—1)"7*

= () () () ()

On retrouve un exemple de loi binomiale.

Remarque : En général dans des exercices ou ’on tire ou on place des boules, il est naturel, afin de
coller a ’expérience, de les supposer discernables. Ceci est & mettre en perspective avec la démonstration
du “tirage non ordonné avec remise”, qui se transpose en un probléme ou I'on place des boules indiscer-
nables dans des urnes.

et

Exercice 3.6.

Comme D'application f est de classe C*°, les dérivées partielles ne dépendent par de I'ordre dans lequel
elles sont prises, mais seulement du nombre de répétitions de chacune des variables. Ainsi ce probleme
revient a chercher les suites d’entiers naturels ry,--- ,r,, tels que r; + -+ + 7, = 7, ol r; représente la
puissance de %. On cherche donc le nombre de tirages non-ordonnés avec remise de r individus parmi

n, soit :
n+r—1
n—1 /)
Exercice 3.7.

On cherche I'ensemble des suites de 3 entiers naturels de somme 15. Il y a donc (17

5 ) solutions.

Exercice 3.8.
1. A tout chemin possible on peut associer la succession de choix que l'on fait & chaque intersection
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rencontrée. Ces choix peuvent étre codés par “E” (est) et “N” (nord), ces deux directions étant les
seules répondant aux conditions proposées. Le chemin dessiné devient par exemple,

EENNEENNEENNENN.

Il est évident que, vice-versa, la donnée de cette suite permet de connaitre sans ambiguité le chemin
correspondant puisqu’a chaque intersection, on saura ou se diriger.

2. Les chemins ayant le point de départ et d’arrivée donnés ont tous en commun qu’il faut aller 8 fois
vers le nord et 7 fois vers ’est. Dans ce codage, on trouvera nécessairement 7 fois le “E” et 8 fois le
“N”. Donc tout codage est une suite de 15 symboles composée de 7 “E” et 8 “N” et réciproquement.
Il apparait donc une bijection entre ’ensemble des chemins et ’ensemble des suites de 15 caracteres
décrites ci-dessus. Le nombre de solutions est alors :

15\ (15
7) \8)
3. A chaque chemin on peut associer la longueur des parcours que l'on fait vers le nord dans chacune

des avenues que l'on rencontre. Il y a 8 avenues possibles, ce qui donnera, quel que soit le chemin, une
suite de 8 entiers naturels dont la somme est 8. Par exemple, pour le chemin dessiné, on a :

0,0,2,0,2,0,2,2.
A partir de ce nouveau codage, on retrouve 'ancien en remplagant k par :

—_—
k fois

Le dernier nombre est uniquement remplacé par la suite de k fois “/N”. Dans I’exemple ci-dessus, on
remplace 0 par “E” et 2 par “NNE” (sauf, pour le dernier 2 qui est remplacé par “NN”) et on retrouve
le chemin codé en “N” et “E”. Nous avons donc explicité une bijection entre I’ensemble des suites de 8
entiers naturels de somme 8 et celui des chemins.

Remarque : Les questions 1 et 3 sont deux interprétations de I’expérience qui consiste a placer 8
boules indistinguables dans 8 urnes. Dans le premier codage les parois des urnes (sauf la premiere et
la derniere) sont remplacées par des “E” et les boules par des “N”. Dans le deuxieéme codage, pour
1 € {1,---,8}, r; représente le nombre de boules dans la i-itme urne. La distribution de boules qui
correspond a la séquence “EENNEENNEENNENN” ou “0,0,2,0,2,0,2,2” est :

1|k ]

Exercice 3.9.
On partitionnera lespace Q en Q = {X; =0} U {X; =1}.

On trouve ET = =2 4 = et ES = 2.
p p

Exercice 3.10.
On trouve respectivement 60, 90 et 2520 anagrammes pour ces trois mots.

Exercice 3.11.
Apres calculs, on trouve :

1. Pour k entier, on a la relation P(X = k) = (Z)pk(l —p)nk,
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2. On a lexpression P(Y =m|X =k) =0sim < k et (:;’Z)qm’k(l — @)™ ™ sinon.

3. Y suit la loi binomiale de parametres n et p + g — pq.

Exercice 3.12.
La probabilité de {X = k} est donnée par

Py (X = k) = K=k

’IL2

L’espérance de X vaut %-.

La valeur de Py (X = k) est maximale pour N = n?/k ou N = n?/k — 1 si n?/k est entier. Dans
le cas contraire, la valeur maximale est atteinte si N est la partie entiere de n?/k. Cela peut se voir
en comparant Py (X = k)/Py4+1(X = k) avec 1, de sorte a obtenir le sens de variation de la suite

(PN (X =k))Nen.

Exercice 3.14.
On trouve P(X +Y =n) = Y 7_
Z,?;nﬂ P(X =n)P(Y =k)+P(X =k)P(Y =n).

Exercice 3.15.
Si N suit la loi binomiale de parametres n et g, les variables Z et N — Z ne sont pas indépendantes,
mais suivent des loi binomiales dont les parametres sont respectivement (n,gp) et (n, (1 — ¢)p).

Si N suit la loi de Poisson de parametre 6, les variables Z et N — Z sont deux variables indépendantes
de loi de Poisson, de parametres respectifs 6p et (1 — p).

Exercice 3.16.
On trouve P(max}_, X, = ¢) = (£)" — (%)n7 pour 1 < g < N.

Exercice 3.17.

Considérons tout d’abord le jeu ot l'on n’a qu’un lancer, noté X, qui peut étre échangé contre une
valeur y. La stratégie optimale est de ne garder la valeur du dé que si elle est supérieure a y. En effet, si
on note A I’ensemble des résultats pour lesquels on choisit de garder la valeur du dé, la valeur obtenue
est donnée par R = X1xea +ylxga. On a alors

. 6
i Y 1 .
icA i¢gA i=1
ce qui confirme que 'espérance de R est maximale si A contient exactement les valeurs supérieures a y.
Si on remplace y par une variable aléatoire Y indépendante de X, dont on note I’espérance par y, le
choix optimal de A est encore ’ensemble des valeurs supérieures a y, puisque

E[X1xea+Y1lxga] =E[X1xea] +E[Y]E[1xga] =E[X1xca +ylxgal,

et on cherche a maximiser 1’espérance d’une variable ayant la méme forme que précédemment.

Calculons maintement la stratégie optimale si on a le droit a deux lancers de dés : on lance un premier
dé, que 'on relance si 'on obtient moins de 3.5 (la valeur moyenne d’un lancer de dé). Autrement dit,
Pensemble A vaut ici {4,5,6}, et le gain moyen est

1 17
G35 +35+35+4+5+6) = =425,
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Pour le jeu avec trois lancers, on lance un premier dé, que ’on garde si le résultat est supérieur au
résultat moyen du jeu & deux lancers, c’est-a-dire & 4.25. On a donc A = {5,6}, et le gain moyen est

1
6(4.25 +4.25+4.25+4.25+5+6) = 4.666...

Au final, la stratégie gagnante est :

— garder le premier dé si sa valeur est 5 ou 6;

— garder le deuxiéme dé si sa valeur est 4, 5 ou 6;
avec un gain moyen de 4.666....

Chapitre 4

Exercice 4.1.
Les densités sont données respectivement par

x ; b) ’ pz(l‘) _ p(ﬁ);\/lg—\/@ 1,0, pg(m) _ T

pl(l‘):p(

Exercice 4.2.
X et 1/X ont pour fonction de répartition commune F(z) = L arctan(z)+ 1. La variable 1/X suit donc
elle aussi la loi de Cauchy.

Exercice 4.3.

Si a > 0, la densité de U est
1 _
al,l/oz 11xe]0,1[a

si a < 0 la densité est )
axl/a_llze}lpo[-

U® est intégrable si et seulement si a > —1, et on a alors E[U®] = %—i—l U® est donc de carré intégrable

si et seulement si 2ac > —1, soit encore a > —1/2, auquel cas sa variance est

V(U®) = E[U**] - E[U*]? = 2a1+ i (aj e

Exercice 4.4.
La variable sin(6) admet pour densité la fonction 1(1 — 22)71/2. Les variables sin(©) et |sin(©)| ont
pour espérance respectives 0 et 2/7. Enfin, sin(©) a pour variance 1/2.

Exercice 4.5.
Les variables min(X1, X3) et max(X;, X2) ont pour densité respectives 2(1 — x)1jg,1) et 221pg ;. Plus

généralement, Y, a pour densité k(})z*~1(1 — z)"~* et pour moyenne niﬂ
Exercice 4.6.

n—1
La densité de max?_; X; est np(z) (ffoop(y)dy) .
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Exercice 4.9.
X suit une loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 4.10.
La variable Z suit une loi de Cauchy.

Exercice 4.11.
La loi de T; conditionnellement & {N; = 1} est la loi uniforme sur [0, ¢].

Chapitre 5

Exercice 5.1.
La constante 1/5/187 apparait en vertu du théoréme limite central en tant qu’espérance de la variable

V(1 = p)|G|/v/n, G suit la loi normale centrée réduite, avec p = 1/6.

Exercice 5.2.
En considérant tous les cas, on obtient la matrice de transition suivante :

5/54 25/36 125/648 25/1296 1/1296
0 5/9 10/27  5/72  1/216

r=| o 0 25/36  5/18  1/36
0 0 0 5/6 1/6
0 0 0 0 1

La premiere ligne de la matrice de transition correspond au cas ou 'on relance les 5 dés. Au premier
tirage, la loi du nombre de dés identiques est donc donnée par cette premiere ligne, soit :

p = (5/54 25/36 125/648 25/1296 1/1296).

Les lois respectives de X5 et X3 s’obtiennent en multipliant a droite par la matrice de transition,
soit pour Xo

o =P = (25/2916 875/1944 28625/69984 8375/69984 221/17496)
et pour X3 :

u3:u2P2(125/157464 26875/104976  3419375/7558272 115625/472392 347897/7558272)
~ (0.00079 0.25601 0.45240 0.24476 0.04603) .

On trouve que la probabilité de faire un Yam’s est de 347897/7558272, soit approximativement 0.04603.

Exercice 5.3.
La matrice de transition est donnée par P;; = A;; X (ZZ=1 Aik)fl.

Exercice 5.4.
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La matrice de transition est donnée par

o 1 o0 ... 0
Lot
0o 2 (o n=2
B2 2 g
o0 =n=l o 1
0 0o 1 0

Pour retrouver la mesure invariante par 1’exercice précédent, on peut considérer le graphe {0, 1}V pour
lequel deux n-uplets (z1,...,x,) et (y1,...,yn) sont reliés si tous leurs coeflicients sont égaux sauf un.

Chapitre 6

Exercice 6.1.

3. On remarquera que 62 peut se récrire 62 = L (37" | 2?) — 2. En revanche, E(?) = LE(X?)+
2=L(EX1)?, ce qui fait que E62 = 2=LV(X7).

Chapitre 7

Exercice 7.1.
L’erreur de mesure du radar suit la méme loi que oG, avec G de loi normale centrée réduite. Par
conséquent, la probabilité de verbaliser un automobiliste roulant a vitesse v est P(v + oG > 95). Ceci
est une fonction croissante de v, par conséquent, la probabilité de verbaliser un automobiliste roulant &
moins de 90km.h™! est inférieure & P(90 + oG > 95) = P(G > (95 — 90)/0).

Comme le quantile d’ordre 99% de la loi normale est de 2.326 (& lire dans une table ou bien &
demander & Pordinateur), c’ests-a-dire que P(G > 2.33) ~ 0.99, on doit donc choisir o < 2.150km.h ™",



