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Questions de cours

1. Donner, avec justification, la moyenne et la variance d’une variable aléatoire de loi binomiale de
parametres n € N* et p €]0,1[.

2. Montrer qu'une variable aléatoire de carré intégrable est intégrable.

3. Enoncer et démontrer I'inégalité de Markov.

Exercice 1
On consideére une suite (A, ),en d’éveénements, et on note p, = P(4,). Onnote aussi B = [, oy Up>r Ak

1. Dans cette question, on suppose EZOZO pr < 00.
(a) Montrer que P(lJ,~,, Ax) tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
(b) En déduire que 'événement B a pour probabilité 0.
2. Dans cette question, on suppose que les (A,,) sont indépendants et que > -, pr = oc.
(a) Montrer, pour 0 < n < N la relation
N N
P (U Ak> =1- H(l — Dk)-
k=n k=n

(b) En utilisant la relation In(1 — z) < —z, montrer que pour tout n > 0

P ([j Ak> 1

(c) Montrer que I’événement B a pour probabilité 1.

Exercice 2
Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires de loi de Bernoulli de parametre p. On note :

T =inf{n >1,X, # Xo}
S = mf{n 2 1>Xn+T 75 XT}

Autrement dit, T et S désigne les longueurs des deux premieres plus longues suites de nombres consécutifs
tous égaux dans la suite (X;);en. Par exemple si la suite (X;);en donne la réalisation

0,0,0,0,0,1,1,1,0,1,1,...,
alors T vaut 5 (la longueur de la suite 0,0,0,0,0) et S vaut 3 (la longueur de la suite 1,1, 1).
1. (a) Montrer que P(T'=n) =p(1 —p)" + (1 — p)p™.
(b) Calculer ET. On pourra utiliser sans justification I'égalité (300 j2") = 320 a1,
2. (a
(b

C

Montrer que P(T =n,S =m) = p™(1 — p)" Tt + (1 — p)mpnt!
En déduire la valeur de P(S = m).
Montrer que ES = 2.
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