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Questions de cours

1. Une variable X de loi exponentielle de paramétre \ vérifie P(X > t) = e~ de sorte que :
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C’est cette égalité qui constitue la propriété d’absence de mémoire.

k n—~k k n —k
n A A A n! A A
P(X,=k) = — 1—— = (1- = 1-= )
we=0=() () (-3) e () (-3)
Dans le membre de droite, ?‘C—T ne dépend pas de n. Le deuxieme terme tend vers 1 car il peut étre
écrit comme le produit de k termes tendant vers 1 (et k est fixé) :
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Le troisieme terme (1 — A/n)~* tend vers 1 quand n — oo. Enfin, (1 — A\/n)" tend vers e~ .
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Finalement, pour n — oo on a bien convergence de P(X,, = k) vers %e , ce qui correspond &

une loi de Poisson de parametre A.

3. Comme {X +Y =n} C{0< X <n}=;_o{X =k} (qui est une union disjointe), on a

P(X—i—Y:n):P({X-i-Y:n}ﬂ O{sz}) :iP(X—i-Y:n,X:k)
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P(X+Y =n|X =k)P(X = k)

I
NE

La derniere égalité découle de 'indépendance de X et Y. On a donc
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ou la derniere égalité est une application de la formule du binéme de Newton. On reconnait donc
bien une variable de loi de Poisson de parametre A + pu.



Exercice 1

. Pour justifier I'existence de E(max(X,Y)) (c’est-a-dire l'intégrabilité de max(X,Y’), on montre
tout d’abord que E| max(X,Y’)| < co. On trouve
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E|max(X,Y)| < E(|X|+|Y]) = 2E|X| = E/0 Y
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Cette dernitre intégrale est finie, car la fonction positive = — xe~* /2 est continue sur [0, 00], et

est négligeable en oo devant la fonction intégrable e™*.

On va déterminer la fonction de répartition de max(X,Y). Pour t € R, on a
P(max(X,Y) <t)=P(X <t,Y <y) =P(X <t)? = &%(¢).
Comme ®? est une fonction de classe C!, la variable max(X,Y) admet une densité, donné par la
dérivée de ®2, qui est bien 2p®.
. En remarquant que zy est la dérivée de —¢p, on obtient, en faisant une intégration par parties
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E(max(X,Y)) = /Rx2cp(x)(1)(x)dx = E/Rxe_xzm@(x)dm _ _\/% A (_e—xz/z) . €
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Exercice 2

. L’ensemble des permutations a n! éléments, par exemple parce qu’'une permutation revient & un
tirage ordonnée sans remise de n éléments dans {1,...,n}, ou encore parce que le choix d’une
permutation revient & choisir 'image de 1 (n choix), puis l'image de 2 (n — 1 choix, car 1 et 2
n’ont pas la méme image), puis I'image de 3 (n — 2 choix), etc.
Comme ¥ est tirée uniformément, on a donc P(¥ = o) = 1/nl.
. Il y a autant de permutation de {1,...,n} qui fixent n que de permutations de {1,...,n — 1},

_ (n—1)! _ 1

c’est-d-dire (n — 1)!. Par conséquent P(X(n) = n) — .

. Par linéarité, I’espérance du nombre de point fixes est donnée par

E (Z 1Z(i)=i> = ZE (1s)=i) = ZP(E(Z‘) =i) =nP(Z(n) =n) = 1.

L’avant-derniére égalité est une conséquence de la symétrie entre tous les éléments de {1,...,n}.

. Le choix du cycle contenant 1 revient & un tirage ordonné sans remise de k—1 éléments dans {2,...,n} :
en effet, on choisit I'image de 1, puis I'image de l'image de 1, etc. Ces tirages sont au nombre
de EZ:B', Ensuite, il reste a déterminer le reste de la permutation, qui est une permutation quel-

conque sur n — k éléments, ce qui laisse (n — k)! choix. Au final, ily a éﬁ:ig: x(n—Fk)l'=(n-1)
permutations pour lesquelles 1 est dans un cycle de longueur k. La probabilité que ¥ soit dans
n=—1)! 1

cet ensemble est donc (T o

. Ennotant A; = {i est dans un cycle de longueur k de X}, on remarque que le nombre Cj, de cycles
de longueur k dans ¥ est donné par Cj = %22:1 14, : en effet, chaque cycle est compté k fois
dans la somme, puisqu’il est composé de k éléments. On en déduit :

cr = E(Cy) = E G;u) = ;kz_llE(lA,.) = ;;P(Ai) = %P(Al) = %

. On peut remarquer que

. Le nombre moyen de cycle est donné par ¢; +...+c¢, =1+ % +...+ %

ce nombre est équivalent a Inn pour n grand.



