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TD 4 - W Ex12 ,Ex43 , ExT.4

Q Exercice 1.2. On considére 'ensemble E = RN des suites (un)nen & valeur dans R.
a) Décrire avec des mots, sans utiliser il eziste ni pour tout, les ensembles suivants :

A =Npen{u € E;un € {0,1}};

C=UperNuen{t € E;un > M}.

b) Réciproquement, faire I’opération de traduction inverse pour les parties suivantes de E :
F Densemble des suites stationaires (c’est-a-dire constantes a partir d’un certain rang) ;
G V'ensemble des suites qui convergent (bonus : essayer de n’utiliser que des intersections

et unions dénombrables). \
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O Exercice 1.3. Soient A, B des parties d'un ensemble . Dire, pour chacune des fonctions
suivantes, si elle est la fonction indicatrice d’une partie de €2, et si oui, préciser laquelle :

a) 14+ 1p, b) 14lp, c) |14 - 15|,
d) 1a+1p—141p, e) max(la,1g), f) min(la,1p).
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# Exercice 1.4. Soit Ay, Ag,..., A, des parties d'un ensemble E.

n
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TD2 ng«ﬂmme - Ex18, Ex16, Ex111, Ex113

Exercice 1.8. Dans un sac de n billes numérotées de 1 & n on tire simultanément (= sans
remise, sans ordre) k billes. Déterminer

\Y
a) le nombre total de tirages; Ig)uu d{sﬁndzs 1 $ k Sn

b) le nombre de tirages contenant la bille 1;

¢) le nombre de tirages ne contenant pas la bille 1.
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Q Exercice 1.11. Soit £ un ensemble.

a) Montrer que {2 n’est pas en bijection avec P(f2).
Indication : par l’absurde. Pour ¢ : Q@ — P(R), introduire l’ensemble {w,w ¢ p(w)}.

b) En déduire que P(N) n’est pas dénombrable.

(a) Oh ronsonne po Lobsuwrde. S posons Wil exste une
bjedion 0« O —=>TF(2). Notond A= wel): wfPlw)
Yar defintion, AC Q). ca-d. AcF(Q)

Covame QP et sunedive , LLexis, o€ Q) telc{ua CP(q) ::A
S a€A,; on auwmib aécg(a):A } Panf&\dﬁrj)dﬂA
Stok A, on aumit o & Q@)= A

On o dome wne contraclicki ,cequimwﬁ/@/ we
ne Eeub pas 2he eu [m‘("‘&ot\w avec.” P(Q)



n > SntcN

n m
(6) Fn) et infini (N —>Flw) ek N in i)
doprés (), IN ned pon e bizedion avec PIN))
Denc PIN) nest pas otmmﬁ&
Exercice 1.13. Déterminer si les ensembles suivants sont dénombrables ou non :

a) L’ensemble P des nombres premiers;

b) L’ensemble des rationnels Q;

d) L’ensemble M des mots (finis) constitués de lettres d’un alphabet fini A;
e) L’ensemble Py, (N) des parties finies de N;
f) L’ensemble {0,1}" des suites & valeur dans {0,1};
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TD3 : Vrogmmme Ex2.4,Ex2.2 ,Ex2.3

© Exercice 2.1. On lance simultanément un dé a n faces et un dé & m faces, avec m < n.
a) Proposer un espace probabilisé (£2, F,P) pour décrire cette expérience aléatoire.

b) Quelle est la probabilité que le premier dé donne un résultat inférieur (ou égal) au second.
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Exercice 2.2. On tire deux cartes d'un jeu de 32. Quelle est la probabilité d’obtenir une paire ?
Si l'on n’a pas obtenu une paire, on a le choix entre jeter I'une des deux cartes tirées et en retirer
une parmi les 30 restantes, ou jeter les deux cartes tirées et en retirer deux parmi les 30 restantes.
Quelle stratégie donne la plus grande probabilité d’avoir une paire a la fin 7
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Exercice 2.3. On considére un paquet de 52 cartes de Poker, et on choisit 5 cartes au hasard.
Calculer la probabilité que :
a) parmi les 5 cartes, il y ait au moins une paire (c’est-a-dire deux cartes de méme valeur) ;

b) parmi les 5 cartes, il y ait ezactement une paire, c’est-a-dire une paire, mais aucune com-
binaison meilleure (double paire, tierce....)
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To4: Frogrmmme Ex2%, Ex28  £x29

O Exercice 2.7. On considére une suite (Ay)>1 d’événements. Montrer que
a) si P(Ax) = 0 pour tout k, alors P(J;~, Ax) =0;
b) si P(Ax) =1 pour tout k, alors IP( Ni>1 Ap) =1.
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O Exercice 2.8. Inégalité de Bonferroni Soient Ajp,..., A,, des événements d’'un espace de pro-
babilité (€2, F,IP). Montrer par récurrence sur n € N que
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# Exercice 2.9. Soit Q un ensemble fini, et bOlt H : Q — R une fonction arbitraire fixée.
Pour 8 > 0 un paramétre fixé, on définit la probabilité Pg sur (2, F) par sa valeur sur les

singletons {w} :
Ps({w}) := - PHW) ou Zg := Z g
weN
La probabilité Pg est appelée mesure de Gibbs*.
a) Vérifier que cela définit bien une probabilité sur 2.
b) Montrer que si = 0, Pg est la probabilité uniforme sur Q.

c¢) Considérons maintenant la limite 8 — oo. On note m := min{H (w) : w € 2} le minimum
absolu de H, et M := {w € Q : H(w) = m}, 'ensemble (non vide) des éléments de Q2
d’énergie minimale. Montrer que pour tout w ¢ M, on a limg—;o Pg({w}) = 0. En déduire
que limg_,o, Pg(M) = 1.

d) Montrer que pour tout w € M, on a limg_,,, Pg({w}) = Iz'\lil
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TD5 : Bogranme Ex3.2 ,Ex3.3 et Ex3.6

© Exercice 3.2. On propose un QCM & un étudiant : 5 réponses possibles sont proposées.
L’étudiant connait (et donne) la bonne réponse avec probabilité p, et s’il ne la connait pas, il
choisit une des 5 possibilités au hasard.
a) Quelle est la probabilité que la réponse donnée par I’étudiant soit la bonne ?

b) Le correcteur, une fois la copie en main, voit que I’étudiant a donné la bonne réponse.
Quelle est la probabilité que I’étudiant connaissait en effet la bonne réponse ?

A =" 0studiant downe Lo brmne VGPMAZ,

B =" p studiant counciit Lu bowne vépemie

On cant qML TF(B) =4 é‘_[o 11 (> P(e¢) = 1- [P(B):/’"(L)
P(AIB) =
P(A|BY) = i},-
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P(N) = P(ALB) P(B) + P(AIB)P(B®)
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Q Exercice 3.3. (Paradoze des trois cartes) On place dans un sac trois cartes : une qui a deux
faces rouges, une qui a deux faces noires, et une derniére qui a une face rouge et une face noire.
Les yeux fermés, on tire une carte au hasard, et on la dépose sur la table sur une face au hasard.
A ce moment-la, on ouvre les yeux. Si la face que I’on voit est rouge, quelle est la probabilité que

l'autre face soit rouge ?

Oﬂ/ftbf\/ojf- dﬂ/wé L Yo
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N'3. En wit [P on tive CMCZ N° 4 Ha far.a bl est ro )
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Exercice 3.6. Soit S = {1,2,...,n}, Q := P(S) x P(S), et P la probabilité uniforme sur €.
Ainsi, les éléments de ) sont des couples (A, B), ou A, B sont des sous-ensembles de S. On
considére I'événement E := {(A,B) € 2 : A C B}.

a) Pour €' C 5, on pose F¢ = {(4, B) € ; B = C}. Déterminer P(E | Fc).
b) Montrer que P(E) = (*:)"

(@) P(elr)= FCEAR) _ %
Plr) el
| ENFe | [
- }FC[
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Wﬁﬁ@ﬂ de QO Vexe’ FenE =@
UF.=0

Ccs

ﬂ)Fc:{Fc;:2n——’“’“
(Fe) ] 2%2““2 Vecil




Tor b formule de. probubilités totales .
Plel= > P(R)PEIR)=22"2

CCS ccSs
= ZIL"L.Z 2'6, —VLZ Z_ 2
ces k=0 C.C S
£ Z ‘ [c]=k "
== 45T _ pe 1 /n
k=o ccsz o 4_ - ; (k>2
bidme de Newton lel= . k=0
= G4 %(2+1)" = (’“)

TDG - Rog/rwmne/ Exercice 3.8 ,3.9 et 210

Exercice 3.8. Soient A, B,C trois événements dans un espace de probabilité (2, F,P). On
suppose que A, B, C sont indépendants. Montrer que a) AN B est indépendant de C'; b) AUB

est indépendant de C.

A\ B, C sont indip. <=>{ P(AnBac)=P(AP(B)P(C) (1]

P(AaR) = P(A)P(B) ()
P(Anc)=P(A)P) (3)
P(Bac) = P() P(c) (4]

@) P(Aarync) = P(AnBAC)
4 e (r) PB) PCC)

Z P(#0B) PC)  Domc AMR i k. de C
b) p((Bue)Nc) = p( (@nc)y(eac))

(
¢ =p(hnc)+Proc) —P(anc)n(snc))
A B =P(Aoc)+PEnc)—P(ArenC)



Denc em ﬁ//?})/f?&{mt (3), (&) 66[1// M o
P((AUB)NC) = P(AIP(c) + P(B)PE)- FA)PBIFE)

= PC)[F()+PE) - PA)TE)]

ZPC) FPp) + Ble) - PraB)]

= [Pc) Plavs)
= AUB et C Cont fnc{éf_

Q Exercice 3.9. Que peut-on dire d’'un événement qui est indépendant de lui-méme ?

Si AEF eot indip do Lur-méme, alws P(AaA)=PIA)PA)
c-a-d. P(A)=TPA)*

Comme «9’67%4/6{% =2, 2017 admet denx sobutiona
X=0¢et X=1, om en dédui,‘bimz/ P(A) € $o.1%

Conclurion: Un evénements c[w. et indép;& Cui—mime. edt
soit 4/&%&3@19& Shit presque cir

A H?(A')éfo,j} %7 AsgﬁouQ

Q Exercice 3.10. Dans une urne qui contient k boules rouges et n boules vertes (n,k > 1), on
tire une premiére boule, puis sans la remettre dans 'urne, on en tire une deuxiéme. On considére
les événements A; := “la premiére boule tirée est rouge”’, A; := “la deuxiéme boule tirée est
rouge”. Montrer que les événements A; et Ay ne sont pas indépendants.

N fm{b montrer ue F/’(Aqﬂﬂz)iﬁ?[ﬂlﬂ??(ﬁz)

Reponie . 1P (A9 =P (Re) =5

PAnh,) — _RR-1)
(ktn) (ktn-1)




Methoded : kb bowies rowges, m beules verbes, Ntk an votal
k

P (A1) =
n+k .
P(A) = P(Ax) P(AL|A) + PAS) P(A| AT)
b = e
— k-1 _ k
N+R-1 RNt
= Kkt .k )k
NtR. Ntk-1 1= 0k ! kan-1
= _k_
'ﬂ'{’k k /(—ﬁ’_
P(AiNAz) = [P(Ar)IP(Al A1) = ]

Méthede 2 : On numérde oo bodes de 1 & n+k
b N de 4 &k St Towges . b 1A ha1 2 R+ Sout Vertea .

Lospuce d'états = {(x.y) X ef1, - ntkf, %y}
Nde b JbW\N"dL& 2° boule. T ot remise”

F=Pla
ﬂ]i et lu Bﬁmbabi@iiz’ w/ufmw sur (L, P(Q))

A4={(%,7Je(z, 1sx<k? 5
Ao =4 xylen: 1<y <k} ’41[1412{{1'3)47'“’/4}’Z*é’j
[OL] = (n+k)(n+kh-1)

(Ml = k (nrh-1) NAr| = k(k-1)
[Asl = ottt ) k .



1) klnekt) ko
IFiha) = Tal ~ (R (n+k-4) — N+R

\

PA) = 1Azl (nek-nk Rk
(Jll  (n+k) (nrk-1) ~ MK
Plhns)= Ak | R(R-1)

2] (ntk)ntk-1)

93 Si en Tive. ﬁ& EOV.[&S O/M g[,ﬁrﬂﬁ cant Femise,
Ua /‘Drvbﬁbl@rfé, qu@im -eme boule St rouﬁ«& Vaut

W?WS —f Pour tmlf/l<d1\ Ntk

Exercice 3.11. On effectue des lancers successifs (indépendants) de dés : pour le n® lancer, on
utilise un dé a n + 1 faces équiprobables.

a) On note A, 1'événement “le n® dé tombe sur 1”. On note A = J,,>, An. Interpréter I'évé-
nement A et montrer que P(A) = 1.

b) On note B = (351 U,;>x An- Interpréter '’événement B et montrer que P(B) = 1.

(a) A = "o moins un de. tombe Sur Z, 8
]P(A):TP(UA‘H):&%[F(UA ) kﬁm(’l»k/j)
nz| h=14 20
Lex A'M,Vl7_7_ ne Sovt pos obsfm@ =4

IP( An) — 4 2F[/\Am)

= 4_ _7_[?(/4 / Mc?e,f) de (Aa,nz4)
_ o4k
4"77 ’i’H‘i = ki1 " kt4

nN=




(/9) MLZ%& Am = “au moms Un dé tombe seer 1 J\fvwﬁrdc ke’@ma’/r’/
Ny

An
kz1 " Nzk
P(B)= /P(Q{ (V%A”D
= [ PCU) )
Yar o niome aquM[a), on o Z?(ng/}n):i/ ezl

Done Ple) =41 ( 5. Aetziler)
TDZ ; Exercces 1,44 ,47,4%

Exercice 4.1. On considére trois groupes d’étudiants : il y a 30 étudiants dans le groupe A, 40

) =il yo une tnfinié de dés qui dmreat 1

dans le groupe B, et 50 dans le groupe C. On procéde a deux expériences différentes.

a) On choisit un groupe au hasard, et on note X le nombre d’étudiants dans le groupe. Donner
la loi de X.

b) On choisit un étudiant au hasard, et on note Y le nombre d’étudiants dans le groupe de
cet étudiant. Donner la loi de Y.

o) X o valewrs dams {30, %0, 50%
P( x=30) = P {groupe A edt, choisi } ) =
P( X = 40) :lP( i Grovpe B &tchmfs?}) —

Pl =5 = —34"

b) # etudiants = 30+ 4o+ 50 = 420
X a Valewrs dM,{30/40, 50}
P(y=30) = P ({ Cetdiant choxi au hasard aw&zﬂvs?mu]oa Af)

— 3 Gadionts do grope A 20 4

— —

/[20 = 120 4

Wk~




H Ctudimts dans b groupe B 4o 4
TP{Y:Z/_()): :'7—"::—"
P(Y=50)= 20 —EO ol
— 20 T 42

Q Exercice 4.4. Soit X une variable aléatoire géométrique de paramétre p € |0, 1[.

a) Montrer que P(X > n) = (1 — p)" pour tout n € N.
b) Calculer la probabilité de I’événement : “X est un multiple de k”, pour k > 2.

Far debinition . X o valewss dams N*
nen P(X=n) = (1—15)“?,
X et e premicr nbtant de sucess Coe d épvzax/ed inde/{a. de
‘/PVDba..ﬂLZSMCcf\,A e
.

%) fx>nj= L] {x=i

odditivit de TP o0 20 .

P(x>n) =2 Plx=i)=2 (-p"'p

(= ntl — (_=VI+~1
= (-9)"p -2 (1-p)°
J=0
= (1—1;)” sS4

Lfm/tﬂﬁ Vnéljhdc{e, :

?P(X >V2/) = ({Fn({ Ces n fVémxéM% éfp@mu Sontcles Zdzw})

.IC P( { imaéwex et ur Echad})
= ”7 l1-¢) = (4-p)"*

=

|



+o9
b) P(x e{k, 2k, 3k, %)= %F(X:fj@)
& k-1 o 1 an 3
= & op) = 1-43? 2 (4*P)k:%; Z((T’T’ﬂb
(— =1 L=
= F’T—-f/F’_ /‘—4(47?3{}),{ ) Rz2

Exercice 4.7. Soient A et B deux événements. Déterminer la loi du vecteur (1 4,1p). A quelle
condition les variables aléatoires 1 4 et 1p sont-elles indépendantes ?

(4n 1g) o valewrs dans {(0,0),(0,1),(1,0), (1 4)}

F(@A;ig):(o,o))——"F({méﬂ:wé{?z‘l,W$B})=F(ACABC)
P((2a,18)=0,2)) = P(fwen: wé A, wer})=P(ACNB)
PC(t4,18)=10)) = P({wen: e, wés}) =P(A nee)
?F((iA,ie)f(i'i)): P({weq: weh, wepl)= P(ANB)
Ly e Lg indep (nle TpAllp ) & howBindp (note AlLE)
Yremwe: S iLA_LLig,
P4, 20)=(1,0)) = P(La=1) P(1=1)
[ f
P(hoe) —— [P(K) Ple)
e qui montre que. A ILB =
Recipauements , si ALB , alms ATILB , ALB" et ATLB
cecn iwl?licluz que a (76,%) & {0)1}2,
P((1a,18)= Goy)) = P(44=2)P(1p=9)

. Done 41l 1p O il
ewwiw, Ay, - fn ebnements . On o Ubguielence /
ilp% y j_Aw sont ina[éf. <= A/,,--- ,An Sont W(q’




Exercice 4.8. Soit n un entier, et soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur {1,..., n} :pour k € {1,..., n},onaP(X=k)=2etPY=k)=1.

a) Calculer P(X =Y) et P(X > 7).

b) On pose Z = min{X,Y}. Calculer P(Z = k) pour tout k € {1,...,n}.
Re,ma,rgluz: Lo eolzmrﬁ, f/leé{l j{
POOGYIZGR) = Px=5) Plr=k) = 5
de lois margival

(X,Y) sut 4 br meg%nm s §1,- 01" e
Sotutirn @) {x=y} = LJ{X ket Y=k}

Plx=y) = ?_TP(X:;z,y:k): S Pk P(y-k)

n _L ——_/{,_
= 21 = =
{X>Yy= [ | {X=het y=;}
1$J'<k$n
PIX>Y) =5 Plxk,v=j)= 2 4
145 <kén 16{<kén
- (n>j_ _n) g1
— \z) W 2 = T 2n
2% méthode - {X>y}~ U { X>1,Y i} U{)@i )’si}
1414n 1é1én

Plx>Y) = ZH)(XN/ Y~L)~ZTF(><>L) (y=1)

Ploi) = 3 Pliej)e 5 4 =1

\J +1 N



h-4 \ n-1
fov A4 1 : =
Donc. ”D()(PY ¢ T W;Z(}::}’F@'—;’)Q
L=1 J‘___q

2% mithede -+ Q) = § x>y} U{X=YF U{X<Y ] enwion ddjrvte
?arfgwét\rfe,wm Xeb Y, ?(X;y):ﬁP(X<Y)
do. 2% (X>Y) +P(x=Y) =
Dme P0OY) = £ (1-Pl=Y)) = S 0-4) = 5
b) 2=min{x,¥}, kefs, - .n}
f2=kY = {x= ky>l¢}u{>< k, Y=k L) ] %>k, Y=k{
Plz=k) = P(X=k,vy>k) +#>(>< _k,Y=k)+ POk, Y=k)

“LL P (xok) P(Y2k) + P(x=k) P(Y-k) + P xK) P74
A nk 44, "R

— T Tu7m n N
— 2(n- IZ)—{—/I
Tl/?_

TDg: £x4q, Exé10, Exé1L

© Exercice 4.9. Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique, de para
métres respectifs p € ]0,1[ et ¢ € ]0,1[. On pose Z = min{X,Y}.

a) Calculer P(Z > n) pour tout n € N.
b) En déduire que Z suit une loi géométrique, dont on déterminera le paramétre.

@) {Z>n} = {Xsnyn{v>n={x>net Y>VL}
P(Z7n) = YP(X>VL et >/>ﬁ) 2 PX>n)P(Yon)
= (1-p)" (1- % (voir Exte4)

= ((’rzP)(%»%))n



b) Ynzda  i2=np={z>n1f\{z>n}
P(2=n)=F(z>n-1)-P(2>n)
— ~1
= ((1—@(1—%))” — ((4—p)(4—z-))n
= (1-p)(1-9)"* (1~ (+-p)(1-4))
=: " (1-1)
wee = (1-p)(1-4.)
Done 2 swit we O ge nfzz/\?r"7mc de pmm 1-r
2ot
Q Exercice 4.10. (Indépendance et indépendance deuz & deuz). Soient X et X5 deux variables
aléatoires indépendantes, a valeurs dans {—1,+1}, telles que P(X; = +1) = P(X; = —1) = %,

pour ¢ =1, 2.

a) Montrer que la variable aléatoire X; X2 est indépendante d’une part de X1, et d’autre part
de XQ.

b) La variable aléatoire X1 X7 est-elle indépendante du couple (X, X2)?
a/) XA/X"‘) X"XLQ{"’;‘FT)]
P (b 1) = Fltrcns o)+ PlRe= 1, fam-1)

X11LXy
=P (%= Pli=1) + P(x1=-1) P(Xo=-1)

1 1 4
>5t3rl =%
4

TP(Xﬂ(l :~'1) — >
¥ G ef(a,0), (), (-4,1), (1) 5
TP( Ko =21, Xi=%,) = TP(quxl, Xy = quf)

L2 (Ya=12) P(Xe=x1%")
=44 _4
> 2" ¢



Donc TP(Kq Xl=%1,X4=X?,> = P(X’IXZ:757) H)(XT"ZZ)
Mowr tows xa € $£1%

Fnsi Xa Xy est ndep. do Xq

De wawe, XXy et dip de Xa

b) P(Xa¥e =1, (X, )=(-141)) = Plp) =
OY‘ TP(XﬂX’L:‘f) — %
F((Xﬂ;Xz):(—fr,ﬂ): IP(X":'”[P(XZ— — %

X
?(X4X12’{/(X1,XL)=(—-4/I)> = FP(quz 1) ((xq,x
Dme Xa Xz nlest T?M (Vw[b//) de (X':,X2>

Q Exercice 4.11. On lance un dé a six faces de maniére répétée, et on note Xy le résultat du
k-éme lancer, pour k > 1. Alice regarde les résultats des lancers, en attendant le premier instant
T ou sort un numeéro {1,2,3,4}. Quand cela arrive, elle note le numéro sorti Y := Xrp.

a) Pour tout n > 1, exprimer l’événement {T' = n} en termes des variables aléatoires
X1,...,X,. En déduire la densité discréte de T', et la reconnaitre.

b) Pour tout n > 1 et ¢ € {1,2,3,4}, exprimer 'événement {T' = n,Y = i} en termes des
variables aléatoires X1, ..., X,. En déduire la loi jointe des variables T" et Y.

c¢) Déterminer la loi de Y. Les variables aléatoires 7" et Y sont-elles indépendantes ?

(X'I/Xz,---) Suite 4z va. mc(e/va/z&qmﬁhmwr[i /é}

T =41 l/a discréts
y:XT — {4)2 3. q’_} va. (Xk - [1"”’é})

w > W
Xl[w) w) — Xk(w

o) {T=n} ={Xiefssl, -, Xorefel, Xncfr 230} ¥
P(T=n)= P(xaefssl, -, Xnr €{565, Xnefr.234F)

e Plaefssh) - Plnrefssd) Paefr234))



n-1 ~1
:(%-) xfét :(-;L)" 32— powr teut nz1
= T Suit wune &wﬁzomihlc(mﬂ_faxamm %‘— ,
b) Bur 124 et tef1,2.3.4)
v P
Plr=n, ¥=1) = P(Xiefs .63, -, XouC{sh}, Xa=t)

ind
= P(xefsst) - Plimessdd) Pla=1)
_ (i_)n—i 4
3/ ¢
c) R i€{1,2,34},

{y=it= [ |{T=n,Y=1) funim ot diotz
h=4 A %pwrvbmﬁ&/
Pi=i)=F(y=1) = 5 P(T=n,¥=i)= 3 P(T=n X =i)
nz4 Z
question Uo) A\n-1 4 _ - -
2%(3) ! %TF(T n, Xn=1)
ul 4.4 _ 4
- _/él’x -4 T 5 Ty

3
Done. Veof M?fznmz Sur {1,2,3, 4}
Vnz1, iel1,23,6), por o caleals ci-desus,

Pr=n) Ply=i)=()%3 «F =)' £

=1P(T=n,¥=1)
Celoc montre que Tet Y somt ind’/’ .

Rmﬂm@ \ Y: X n'am‘:FaA indefrﬁ du'vectewr infinm (T, Xq,Xz,~~--)

V4



TDY9: Ex54, Ex52

Q Exercice 5.1. Calculer E(X) et Var(X), lorsque X est une variable aléatoire de loi : a) uniforme
e n}; b) Bern(p); ¢) Bin(n,p); d) Géom(p) ; e) Poi(])).

Q) X~ [,ng sur {1, ,mY )
()Zﬁ¢&}—zk%:%gk

b 1CE ) N S ]

. k> (k) —2\4 4
S (k= (ht)?) = > (2k-1)
k=] I le.=| i
Dmc Q%L&:YI:L*-?’L
> E(x) = 2t

Var ()= E (% - €(x ))z{E(xz—ZE(x)-X+E(X)2)
= £ ~2E()*+ E(x)*
= £ () ~€(x)
£(x*)

I
M
3
&
:
kS

|
SRS
i M=
i



n

2 ( N

D k= " w—i)é(znﬂ) : memt wistheds
=1

Urb’ﬂg — k5—3b\l+ 3k—1
B2 — (-4} = 3k>—3k+1

Z(Lf (lo- «ﬂ = 33@2—3;2% ixr
k= = lo=1

k=

Nnnt1) n

ll

n®

2 = A >

=1 _/l /yl(m-(—l)(zm—{’” (M+D(2n+1)
N
=F

6 6

51) E(X) _mﬂézw) (ﬂ;?)

1

\l

12

b) X“Beym{?),oé?éi
E(x)= 0-P(x=0) + 1.P(x=1) = o(-p+1p =+

E() = 0~ P(x=o) + > Pli=1) =4 (x=x>= )-8
Vo () = E(x*) - E(X)"= $ - p"= p(1-p)

C) x /\/%m(ﬂ F)

On Swfposeqw X = X1+ -1 Xn
o K1, , Xn VA wmle/f , de mime Ori B%(’F)

— E ( /e@A <
£ =€)+ Blx) (gt & L)



Dome E(X) = NP
Corollaive 3.49 = Si X4, o Xu Somb des v ?nd@ff&ndawtu admettont
wn moment dovdve 2. fm,{,/ ol

\/a/r(E:iXL) - Z}j: VaV(X6)

Dovie. Vaw (X) = ;i fan (X;) =— %; pli-p) = np[7~F).
_ mié() b= x;wemff)
Qome, Yle,t‘M)AL " / .
E0)= > RPxl) = 2 k() " (-p)"

= ki k(1) 9k (-p)" >

_ S n-1)\ .k n-R h(ﬁ = (2:1>

B E—:—’, " ( k'1) i (,PP) g (déja vu dons @’;x.’l,é )
-1) ?k-q (1_P)(n-1)—(k-1)

n
= np > ”_
?k '(k1 L) binome de. Newton

E(Xz) — Zn_ hz?x(k) _ é kt(ﬁ)?k (’l—P)”Pk




d& voLve ab&,

n-4 _ = ,
= np J2_;O (3+1) (”j I) (1-p) CMW jk-1

:M’F(on (”f)?jh b 1‘7}* Zo( ") p1 (r-p)' iV’)
t.,———\/—————/

= /n,ID? (’h—i}v'F —+ (’P+(’I—P)) )
= np ((-1p+1) = n*p*+np(r-p)

—_—

Done. Var(x) = B(C*) ~E(x)"
=" p TVLP(’VP (n/F\L
= np(1-p).
d) K~ Greowa(F) / O<’[><1
E(X) = zwxua) z k(-prp = ?Zlu p)
On considére. :Sl(x) = Z xR Serie entieve
k=0 c de oy
VoxeR, (x[<q acbc) ' ‘3’“ e
Theoveme de dévivedion powr &, Cerlen ejmf;:e\/lf%
@—%z: S’/(x) i .
= {"(x) = g‘_k(k 1) X’
/I =

Donc E(X (o S:H/' Pki =P '(4«(4—F))2 %

k-2

(1- 1)3
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o
tm

de
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: -P)

Eig (1-
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( (xzi

=

z) i

((i(x

=

k-2
F)
R (k-1) (1-
Pﬁ
(1-
b
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— 24-p)
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F)
ij p)
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: +
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=
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Exercice 5.2. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2 fini. Montrer que
Var(X) <E((X — ¢)?) pour tout ¢ € R, avec égalité si et seulement si ¢ = E(X).

Vew (X) = ggr(_gl H:((X c) > attetnt A C=E/X)

E((X C) {E(xz_2cx+c")
= E(X*) - 2¢EX) + c* < tee
a Linzayils do Qupem/ue,
0 < Var(X)= E(XZ) ~E(X)* <+ -0 C powr f'lwathue)
E((X—c)”) ~Var(x) = c*— 2¢ E(X) + H/:(X)L

= (c-Elx))*
CUI@OU%MC@ Sannule. s ek SWW Lce=E(X). o

To1p: Ex5.3 , Ex5.5, Ex5.6

O Exercice 5.3. (Partiel 2020) On lance deux dés réguliers et on note X le résultat du premier
dé et X, le résultat du deuxiéme dé : les variables aléatoires X; et X, sont indépendantes et de

méme loi, de densité discréte px, (i) = px, (i) = é pour i € {1,...,6}. On pose Y = X; + X la
somme des deux dés et Z = X; — X la différence entre le premier et le deuxiéme dé.

a) Montrer que Y et Z ne sont pas indépendantes.

b) Calculer Cov(Y, Z).
c¢) Donner la densité discréte de |Z|. Calculer E(|Z|).

a) {7_,42} {X*I‘f'Xz——’{Z} iXﬂ"é Xz= 6}
= [v=12,%=07%

7?’()’—42 z2#+0)=F()=0
P(Y=12) = P(X =6, Xi = P(%= 6)%@'() 570
TID(Z:{:O) = TF(Z 1) T]D(X, 2,X2=4 )-_—_316—>O

P(y=12,2+0) % P(Y=12) P(z+0)
Tonc Yet 2 nzgowt?xwwwlef

?rewc




b) | Cov (X, )= [E ((x-€x)) (Y—ELlY)) = E[xY)- E(x)El)
Yropriele de covarionce
Lo covariance Coy (- ,-) est une a%me, sgmﬂ:rfz{m et
bi@lnﬁ,abré’/:
Si X, Y, Z admettent un moment dordre 2 ﬁrzi/,
L4 ocle ER  on a
Cov(X,¥) = Cov(Y,X)
Cov (oXtpY, Z) = & Cov(X,2) t @ Gov (Y, 2)

Xi et X, soat bomzes — [Xa|<6 [Xe| €6
Xq et Xo admetteat un moment dordre 2 fm/?/
>/:XI+XL, Z:X'I“XZ

yatzothLMWm&v(idWreZ ﬁ)q,@

CO\/ (Y/ Z) = COV(X)TX»/ X1'X2)
o =G (X, X- X)) + Cou( ¥e, X'I'Xz)
Wl — — cou (s, Xa)~Coufi, Yo} + Gl e Y1) — o, )
— VOU’(X’I) - COV(X?/Xz)’f’CUV(Xﬂ/ Xz,) - I/W(Xz)
Ces tormes sont bien Jaw,s
con Var(¥a)=Var (o)
[ X1 ¢t Xp ont la mime {57

R@/_Wﬂfﬂz%: COPO%MB,[{‘?
Sy XALY admettont: umz/ea/;efmnccfmi@, alors Cuyl,Y)=

S

AN av(x =0 £ Wéfmxwy



c) Izlal/wlcu/rsdwfc)us#';}
Qo= Lt 6hF =1, 68

|1 =3¢

{izl=0y = { (1), (2.2), 3.2), &), (55, (6 6) ¢
R(12I=0) = 4,)(0) = ILizl=0]l 7]

Q] - 36 _é
Hzl=1} =] 02),(25), 3, (4,5,(5,6),(2,1), (32), (4.3),

Pli21=1) = fia ) 25

2d=2f={13), 24, (3:5), (k6),31), (42), 5,3, (64)%
P& =2) = Pz 2 ) :—;—
112/= =37 =14, (zg) (3,6), (1), (5.2), [53)}

(// ) /ﬂz[ —6;?:%
12> } {(15) ,.6), (
PlE=4)= #5 ) ﬁL—
2= } 1(1,6), (1)}
{ —

: 4
7" ’I?f +37X+47X 1%



Exercice 5.5. Montrer que, si X est a valeurs dans N, alors E(X) = Z P(X > n).

Roaquz o E()= = Plxon) = Zﬁ)(x’n)

o Si X o yudewns dong z,
E(1xl) = %\/P(lxlw): Z[P(lx/zn)

e 5 plyon) = (5 Plei)

nen ném\ L 2n+1

= > P(x=

(n,v): nzo, izn+l
= P(X=1)
i) 121, 0€nsi-1
= (Z P(X= L))

R K nedéPMfMdz_ n

> 1IP(x=i)
(=1
= %/;\IHP(X:'L) :EE(X) ) O
Z

O Exercice 5.6. Considérons une famille d’urnes indexées par les entiers naturels : la k-éme
urne, avec k € N*, contient 1 boule noire et k boules jaunes. Un joueur tire successivement (au

hasard, uniformément, et de maniére indépendante) une boule dans 1'urne n°1, puis une boule
dans I'urne n° 2, puis une boule dans 'urne n° 3, etc... On pose 7" le numéro de I'urne ou le joueur

tire une boule noire pour la premiére fois.
a) Montrer que pour tout n € Non a P(T > n) = n+1 En déduire que P(T' = +o00) = 0.

b) Calculer la densité discréte de T'. Que vaut E(T') ?



a) \71 k=1, Ak———’— " Do boule tivee de o k-eme wme seit JW”
PlAe) = -*

k—ri
{Ton) = Ao N An por difimtion de T
T{)(T>"—§ Pl 0An)
P(AD - P(R) P Cindep des v, A
1.2 VL 4

- 3 Ml T ML
{T:-{'OO}‘-:— \(‘\ AL = mi{‘[">n/}

L=1 n=

1TonY n21 ebune sute deicrisante dévénoment
D P(T=+o0) = P( Q{ {T>n})
= Yun P(T>n) par onbinuitf de P

N-200

“&mﬂnﬂ_o

n—=e0

(co-d. T e preque Sroment: find )
b) Vaze, {1=nY= {Ton-13\{T>n}

[ ||

:'R)(T>V\ ol ) = TF(T?VL)= T-—msm)
Dome (1) = éz_ nBe(n) A priovi, T et a vadeurs damh
N Uim& N*U{teok, mais
- nezwkwfr(n) P (reo) =P(T=tes) = 5
= > = fn/l-j. =100

nz1 Nn+) - nz1



TD11: Ex5.%#,5,€ et 510

Exercice 5.7. (Ezamen 2020) On lance une fléchette sur une cible. On obtient 5 points si on
touche le centre (ce qui arrive avec probabilité é) 2 points si on touche la zone intermédiaire (ce
qui arrive avec probabilité 5) et 1 point si on touche la zone périphérique (ce qui arrive avec
probabilité —) On note X le score obtenu lors du lancer d’'une fléchette.

a) Calculer E(X) et Var(X).
On lance maintenant successivement plusieurs fléchettes : on note X; le score obtenu lors du
i-éme lancer, et on suppose que les (X;);>1 sont des variables aléatoires indépendantes et de
méme loi que X. On pose S,, := > " ;| X; le score obtenu aprés n lancers de fléchettes.

b) Calculer E(S,,) et Var(S,).

Bur b va. X, o valewrs psblss 5 2 1
demsit, disaretze 4/5 4/3 4/2
&) Questio wéz
£(x)= xflx) = & 10)((5)+27Dx(7,)+ 1- Py (1)
xé-X.IL N - _'L

- T t = = 92
[_ors7w,t'€a bi de X et Connie, t7€s SOMA/WWI caleale— Yo Variana
?a/r ea {wmza Vor (X) = E(x?) — E(X)*>

=2 X&) fomule de trnsforty)

xeX(9)
= 5.fx(5)+ 22-13<(2) + 1% Px(1)
=2 +t+d =y

Donc Var (X) = ;z—:(x) —E(X)=6—¢=2
b) Four lindavité de Leptrance. (o va- X sont ”‘“Pgmm fnie)

E(Sn)= E(é)ﬁ): g_j:E(Xa): iz =

queghion o



. p% / .
les va Xi st ma(cp. et admetfent wn moment= dorde 2 ][:m
n .\1 n n
Vor (So) = Var( S Xi) 2 S var(Xc) = S 2= 2n
[=l {::-l T EL,
Questim o)
c) Soit N > 1. En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que pour tout
1<j<N/2ona
2j
P(S; > N) < ’
( J = ) — (N e 2j)2
En déduire que 'on a moins d’une chance sur 10 d’obtenir un score supérieur a 200 en
langant moins de 80 fléchettes.

Conime E(%)ZZJ 0{4[)%/-) b),

{%ZM} = {ga" E(Sd')z /\/—Zj}
L_——V—’J i s
o ' une v.a. d eoperanco nulle , Aite " Centree
1€9<7 impligue gue Z’SJ—E(SJ') ZM}C{/%’HSJ)/ZN'ZU

Doc /e, _ =0 Var(S5)
> < - _ ~ ) = .

Linkgalits dy B:MW/-TM chov
TM// ne. 9
&)W VW(%):Qj GIIGLFrad b), on oblient e;‘rm}aﬁfz’ VQCMCAZL
"Obtenir un seore = 200 wa&mgm{:’ mons de 80 ﬂ[chzét&s”
= i;{-jégD {;e,[,ci(/w, S 2200}

les %, sk =4, (%-)527 ot e ils strickamants Covisiants.

Donc {355601?170@% 22&93] C {530220’7}



?W CS’ILC{AML ‘Lﬁ §u7f4(7 c’aﬁéf?W emega,{ffa obﬁ”/mce,a ] fo, N =200
bo
F(S‘&o Qm) < 2_02 —70

Am&u }P(3(7<go -{;e,(,qug %7299')

Q Exercice 5.8. Soit X une variable aléatoire de loi Bin(n,1/2).

a) Montrer que X et n — X ont la méme loi. En déduire que pour tout £ > 0 on a

P(X -7 >k) :lIP(X——’>k)
2 2
b) Montrer que pour tout £ > 0 on a
P<X” =R k) = 822
c¢) En France, il y a eu 700 000 naissances en 2019, dont 355000 gargons et 345 000 filles. Vous
semble-t-il raisonnable de soutenir 1'idée qu’un nouveau-né ait autant de chance d’étre un
garcon qu’une fille?

o) Coleal divedk

/e fot,n] H’(X; :(J)()J('f =(;)2"”
e y>(n = P(X=n :( .>2_

HE ( | )

)it = i) 2 PlX=j)= P(a-x=j)

Dmc X(’/L‘ ?’I'X Umf‘&mavw&m

R@VHMZML: Une outre P"DCM’
_gu,FP%e 7(4'1;{&{;{1‘(12 >/4,"', Y 7/16’%’30[&6?1: B&m%)

tebgue  X= Yot -t Yo
En notont >/—1 ylljélén/a-nog

n- X_(/] YJ.X'(' -+ (1= Xq)"\?/:t "'yvn
Leo Yy oo gow{;-mmdgf h—nteodzemBem/(—'{—)

Dme n- X suty bgalemont ba bz Bin(n.L)




k>0, )f[xll,} x-i>k}l_l§><——<

> P(|x-%12k) = TF(x~—>M+Saﬁ>(><——<—la}
O { %=t <] = [ %=kt ={nx-L =k}

Crame X et N-X ont m2me &l
Plx-% <) = P(n-x-% zk) = H>(>< 1 2k)

N, (|- ]2k 3: EP(X~—,I< + P21 2l

X” \_>h) = 1 (IX—"PI() Zkl

C) A Lo, leomhen olL%vgth 355 ~ 0,507 b ”ondm/a& 1
ne Somlte pas que Vidsy rb “bone "

ng sl . Une natssomce ait ombant de chane_ déte un Argor
ow une fille , ot cela de maniére mlzfamdm&, d
Estimons soms cette h%othum
]F( / 7 a 355000 Jargm et 3450v0 f/[[w Fanm, TFovoew nm‘ﬂan&c&)



Eerme 1= F00000  Xn= nombre de. gargons nts
fD’oof)»?w 3’/4,7[)%@44,, X Suit la &21 Bin (’ﬂ,jz)
Alors, 1P( X, =355000) < [P(¥n 2 255000)

:—]P(Xn'—;' 25000)
< clapés b)

§-(S000)*>
— Pooov0  F , -3 N X
g"("gm)z =L 107" tres pebite !

En wnmitml o Peo nanssancea owetients owbonk de chances | She
kne fiL{z, quun gargen, 18 Y onr ol ume probulplliti < ,0035
dowodr 355060 9argms parmi. Fw0000 najissances.

Cedo rend ﬂlfwff/p)tw brea pew vialsemblably

Exercice 5.10. 2n personnes, n hommes et n femmes, sont réparties de maniére aléatoire dans
deux groupes de n personnes chacun.

a) Combien y a-t-il de maniére de répartir 2n personnes en deux groupes de n personnes ?
On appelle X le nombre de femmes dans le premier groupe.

b) Donner la loi de X.

c) Calculer E(X). (Ecrire X ="' 14, ot A; = “lai® femme est dans le premier groupe”.)
d) Montrer que pour i # j, Cov(l4,,14;) < 0. En déduire que Var(X) < 7.
)

e) Montrer que pour tout € > 0, P(|X — 3| > en) < 432".

a,) Répa/rﬁw Zn. porsonned en dem 1024 de n '(Daémzé/&
= chwisir 1 /P&r.{um&a Fmrmx, n porur conAtalmwer be 1 ?"W&
(Gsn perspunss reatant  (ratituent aubomatiguement & 2nd 71/0»4176,)
T2 Y e (2yf) fagma de E@fm_



b) X=nb.d4fmmudam€a4e groupe
IR ?mbﬁw Soky {O,:{_,w-,ﬂ,}

VRefo, - nd  P(x=k) = (“;5)
o Nk": nb. Ade maniere s da(%)\ynw&,’[ewaﬂec kW et ﬂ,’k hvmrrm

. (LL)(HVELQ)F\ chosiv -k howmes P N
chwiciv IQ:SLZV\W/VKM Wi Y, (Vl)( M )

P
D _ kR /\n-k oshen
one [P(X=k) E
c) X= 0 L on Ar="lai Poume eot daus b1 groupe.”
L= (2”’1) <« choisir -1 qutre Pex&w

Vacign l?(AL)— ("‘:) powr 4= groupe
_ (2nn—1)( pinl - on 4

— mipl G  2n 2

B Lindonits d% {éypé,mcé ;
E(X) = > E(1;) =2 PA) = %
L=t C=
d) 45, Gty 14) = E (14 1y ) - El) Elly;)
= El2pan;) - Y] El14))
= P(A:4j) ~ P(h) L)

= (&2) _nt

_ 44 1 <0
(2”«) 2'2 Z(Zn—'?) 4
n




Dome Vm[)(): Vw/(}:im) A@A/’ramwmbwmxéf
= Var( T1p;) = 5 Var (1)

= S llly)+ ) C(1y 1

! 'Iéﬂﬁén \

<o

)'L
< 2 Ph-Fh)) = S Lo 2
|x- E(x)| 7sn)

e) ¥e>0 P(Ix-Z|>sn)= P(
< Vowr(x) 1
0 £in*  45*n

Bfmm{,f/r&-l_chzbackw

TD12 Révisiﬁn avant fo Pa,rﬁé,{’/
(Les corrections détailies du partiel 2070 sovt swr Moodbe. )

Exercice 2.
Soient X, X2, X3 trois variables aléatoires indépendantes, de loi de Bernoulli de

parametres respectifs p1,p2,ps € ]0,1[. On pose Y = X1 X5 et Z = X X;.
1) Donner la loi de Y et la loi de Z.
2) Donner la densité discréte jointe de (Y, Z).
3) Calculer la covariance Cov(Y, Z).
4) Est-ce que les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes ?

1) V() = Z(Q)= {0, 1} -
Py (a) =P(Y=1) = P(xa=1,%=1) =
=> >/ (44 BMVLC'P;P,_)

Lo wime  Z ~ Bom (4. p5)
2) (v,2) ()= 1 (0,0), (0,7),(1,0). (7/4)}

7P



'P)’,Z(l/i):(P[Y:’I, Z=7> = F(X,,:/{) Xp=1, XS___,,)
nde,
= 1ty

Fyalio) = IP{)@—? Xo<1,X3=0)
== “Pﬂ””z (71— 1”3)
/Fy/z(‘? /’) = [1-#) P Ps
Py,z(0,0) = 1, ,(1,1)- #y,2(1,0)- P2 (01)

) G/ ) :{ 1 FE{P/PJ. ~P> 2 4?4'?2 2
3 2 = {0,141 —
Plyz=1) = 1= 45 } > V2w Bo (it )

E (YZ): (Z 1@/’95
Ve Bom(pap) 2 €Y= nr,

2~ BW(%%) S EE2I=1.7
Cou(y,2) = E(v2) - E>Y) E(Z)
= BBl — 0t =PR1(1-12)
#) Couly,2)=0 cac o, te, b € T0 AL

=% Y, 2 W,@SOVW’FMMGU:P-



Exercice 3.

Considérons une famille d’urnes indexée par les entiers naturels : pour tout k € N =
{0,1,2,...}, la k-eme urne contient 1 boule noire et k boules blanches. On choisit
un nombre au hasard X, de loi de Poisson de parametre A > 0, et tire une boule au
hasard dans 'urne numéro X On note A T'événement “la boule choisie est noire”.
On rappelle que P(X = k) = k, 2% e=X pour tout k € N.

1) Trouver la probabilité conditionnelle P(A| X = k) pour tout k£ € N.
2) En déduire que P(A) = %

3) Calculer la probabilité conditionnelle P(X = k | A) pour tout k € N.
4) Montrer que P(X =k | A) = IP’(X —1=k|X >1) pour tout k € N.

1) P A\X k) = 17
2 PR = T P(An{x=k])

k>o

— S P(Alx= k) P(X=k)  (frmale de poba.biales

la7
— / ?\ ~A
o k;é k-\'i k—e -
_ LR, S AL
s et]l & T2 5, Cerny
== 4_ A - 4 —e~A
(4 *6,—6’,)‘>
3) P X=kl Aj— P(ix=k}a )
P(A)
— PAX=R) Pi=k)
=y (ﬁandeBﬁ%A)
_ 1 >(k+1 -A

1-e*  (k+1)!



=4

IP(X=E:T)

4) Plx-1=k [X21) = P(xz1)
~A

le+1
F(X:h+1) = (ﬁ_ﬂ)! Cﬂ)\ , W(Xai): 1~ W(X’=O):’l &

Exercice 4.
Considérons une expérience aléatoire qui consiste en une série de tirages indépendants,

donnant un succes avec probabilité p € |0, 1[ (constante durant toute I’expérience)
et un échec avec une probabilité 1 — p. Soit » > 1 un entier.

1) Soit X le nombre de tirages nécessaire pour obtenir r succes. Montrer que
pour tout entier n > r,

P =m) = (721 )Fa-or

On dira que X suit une loi binomiale négative de parametres r et p.

2) Soit m > 1 un entier. Exprimer sous la forme d’une somme la probabilité que
le r-&me succes ait lieu avant le m-éme échec.

3) Pour tout entier £ > 1, montrer que

Ewﬂ=§mw—n“m

ou Y suit une loi binomiale négative de parametres r + 1 et p.

4) En déduire que E[X] = T et Var(X) = T—(l—pl

4) X o valewrs dams Jvr e, ¥
Vnzr, X=n & ona wsucces au 1 b
b pendmls s 0-1 ‘FWﬁm‘%@g,
o a exadempk P-4 Suceen

( )\i (V i) pt- iM,P)M—i—{V:l
/t b]wom/i,al,c



~

fr Succes gritve owomk ME QJ/L@C

1T € X< rtm-15

=\ L= /}”e’ SUCLES Qxvive eﬁrST\MM o 0 edec

=rm-L & T sucs anive Qﬁ/&(t\/um a Mm-1 echecs
ucue,o tive owends Mm% echec)

Z_(P(X n,) _ rini ( >/PY (’I/F)”/V
N=r
2) E(xH) 2 Sk () " el
= n ii) P (-p)" "

P
4) B ponants ket E(X) = se-1)=T
L e =T, ZE(X’L);) 2 g(b-1)) = £ (E0)-1)




TD13: £xb6.1,6.2,6.5

Q Exercice 6.1. Calculer la fonction génératrice Gx de X, lorsque X est une variable aléatoire

de loi : a) Bern(p) ; b) Bin(n,p); ¢) Géom(p); d) Poi(]).
Dans tous les cas, donner le rayon de convergence de Gx.

Gx (s) = E(sx) = gTP(XﬂL) s©, sel-14]
@) Bornls) : Gy (s) —"r?a(x—4)si+?(><—o)s°
J]>S+(’l Pl = 4- P tps VsélR
QLVDW&/D—V\ de, Ua—vv\/bha.vuz, R =+co
b n n -
> B U’L”F) GX(S — %F(X:k Sk: ; (2),#((1’[’)” ‘QSE

_ & : -
== ()arap!
5 . = (ps+ 4—P)n’ o HeelR
C}‘B'HAM/V%{/PMZ R:—\—OO
2 mimt On ecvit X = Xq+ -+ Xn
o by Xi st va. indp de G Benft)

Gx(s): E(SX): E(SX1+--.+X.4)
=g () - () parindep.
= @- 7>+1>s)”, Vﬁé@ P ()
c) G‘Zam(F) — G ts) E[SX} _ Z HD(X n)s
Z 79('1 p)" -
— ’FS Z ((1- P —735 o
'PWW ce j " (R 4_F>




d) Tal): Gy(s)= 3 Plx=n)s"

Vt‘-‘-‘—o-——r—‘;,l—e 5
too

= g5 )

Nn=o Vl!

= e 2 o2 o AT [/se R

Exercice 6.2. A partir de la fonction génératrice de X, calculer E(X), E(X(X — 1)) puis
Var(X), lorsque X est une variable aléatoire de loi : a) Géom(p) ; b) Poi(A).

Rl E(X)= Gy (17) = Gu(a) (si colfe deviiee enite)
E(x(x-1)) = Gy (17) = 6 (1)
Vor(x) = E(x(x1)) + E(x) - E(X)"
= &/ (1) +6,(17) - G, (17
Y Gomlp):  Gyis)= —EE— Y fs[c !

1-(1-p)s -
/F>0/ &rvmdz,@wuj&ma R=#>i
GX/ (;) — /P(?‘(?-WS)—“PS('G-P)) . P
(4~(1—P)s)2 (A= (a-p)s)?
G’” sl — '—2P Al _ 2(/{—— )P
i(() (4—(11:)5)3 (=t P)) o (,,,(,,fP)s)g
G (D)=L , G ()= 20PF _ 26p
I i Il P* P=

E(X) £ (X(x-1)



e () = Gx (L)+ Gy (1)~ Gy (1)
= 2(1-p) + 14 _ A=F
e
b) Roiln) Gls) =1 sep
Gy (s) = 226 Gy (s)= R
EX=Gxl=2 , &Xx))=G6Lu)=2>

Vor(x) = 924 a— 2% = &

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant une loi de

O Exercice 6.5.
Poisson, de paramétres respectifs A; et Ag. Calculer la fonction génératrice de X + Y. Qu'en

déduisez-vous ?

Gy I=E(s77)
= E(s%) E(s7)
— G)((S) éry(s)
— 6/’\,(3-1) e)z(s-l) X~ Foi(x)

ym FOI(%Z)

— e(ﬂﬁ)ﬁ(s-i) ) Vgé[R

On reconnait o fonclion genbmtrice. dwne Gt de Poisson (At22)

Comme. foncmm ?,énémjm'ce caractérie ba oz dune v & vedeuns

daméﬂ\/; on obtient: ?ug )(+>/rv?mj(;\’+)\z)

(218 @ncféf



Q Exercice 6.6. Soit n > 1 et (X;)i=1,.,» une suite de v.a. de Bernoulli indépendantes de
parameétre p, = % ; on pose Y, = Xj + -+ + Xp. (Un contexte possible est le suivant : X; =1
représente le fait que le ¢ assuré subisse un sinistre; le nombre total d’assurés subissant un

sinistre est Y, ; le fait que p, soit petit modélise le fait que le risque de sinistre pour chaque
assuré est petit devant le nombre d’assurés.)

a) Calculer la fonction génératrice de Y.

b) Calculer la limite, quand n tend vers +o0, de la fonction génératrice de Y, (on pourra utiliser
que In(1+u) = u + o(u) quand u | 0). Cela vous rappelle-t-il un résultat du cours?

&) Gx, (s)= 1-Prtns , 1<i€n , s€lR
Cry, (s) = _ﬂ‘@x.(g) o indép

M«mp $)" = (1+ 2 (s NY VselR
( Yo~ B (n, 2 2))

Trls)=¢ 77)(&'»(%‘ A (s-))"™ >
exp (ﬂ@n(’w_(g 1)) ) o(A(s-1)) —> 0

// N=>+>

=ep( n 7‘(3 1)+ oC%%(S—i))) N—> +o0

'BOWL/G () =

v &P(ﬂ(s 1))
= fmoﬁm ?%fo?‘m'ce de o
Cocic pagpelle. fwsec,% . Foi ()

P Are* pow touk hEN

b)

ll




Tty Ex1.1,7.2 et 24

Q Exercice 7.1. Dessiner le graphe de la fonction de répartition Fy de X, lorsque X est une
variable aléatoire de loi : a) constante égale & ¢ € R; b) Bern(p) ; ¢) Géom(p).

Fxt) =P(xX<t) , teR
Fx (£)—F (4-) = P(X=1)

0’) AX=celR comptonts
Fx () ,__217?7(525) -0 U t<c
P(Q)=4 s tzc
fx A

1 +

t

Plg)=0 S 6<0
P(x=0)=1-p 0<st<L
Pla)=4" st=21

ol

o

b) X~ Bemﬁp) F (t)=

Fx 4
1

Vd

1-p ———=

— ! >t
0 1

&) X~Geomp)  Fy (k) = P(X<k) = 1- P(X>R)

= 4—(7—/>)h feeN

Plx=k) = t-p)"p . Vkz4



R
N
A~(1-p)3 T T e
4~m-p§z - PR 7L o)
. { tpp
= t ' + > £
0 1 2 3 4

[.a. hatour du Saut en b est (1p}>)"“'11;

O Exercice 7.2. Déterminer si les fonctions F' : R — [0,1] suivantes sont des fonctions de
répartition d’une variable aléatoire ?

a) F(z)=0siz<0, Fx(z)=3(z+1)siz €[0,1], Fx(z)=1siz > 1;
b) F(z):#jjm siz>0, F(z)=0siz<0;
c) F(z) =exp(—e™@).

@EJ/ Sl F /R’% follj l/é}"l‘fll‘é &o 4‘ PVOPW@& Scavanlzs
1) F et croissanite
(LL) F@dt Contine A dveitz
"Flod) = @m Fit) =0
b\/) “F(’f'oo i &/V\/ F(t

tT>tpo

alors F et la ﬁmctzm de keparithbw dune va rédia .
M (@ F crisontz

F cmmadm (om&mfm discomtiniile)
‘ Fl+s) = Z Y (-0 )
F est bign @a J%m;m de ngmm dune va.

(b) X = LXI:J)LJ oot Croigsants > F-C,ro;sfa,n"lz

1



X =2 %] tonbinwe 2 dwite. => F Gontinue o dioity
(Koo pts de discontinait do F st IN* ) J
N _ o u © e 4 4
Fleof =0 “Fle = bim —on =5 1
F et povs Wi ﬁmcbon de vepartitiove
() F0) = GeGGe) e Gld=e™*
F ovissante (G dewoissantz )
F corinme. (G (ontinue)
Flteo)' =4 cov Gme®*=0 Go)=1

WD 40

" F(’m\“ = 0 Con  Rune @-xr——\—oo

H—>—20
et bion wne fomcbion de \8pantition

Exercice 7.4. Soit X une variable aléatoire réelle, de fonction de répartition donnée par

0 si z € |—00, 0]
Fx(z) = {ﬁ(l —e™%) siz € [0,1]

J-—‘l—lfLIJ siz € [1,+00]

a) Vérifier qu’il s’agit bien de la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle.
b) Calculer P(X =0), P(X < 1), et P(X € [a,1]) pour a € [0,1].
c) Calculer P(X = k) pour tout k € N. A-t-on ), vP(X = k) = 17 Pouvez-vous répondre

sans calcul ?

) xzo > 4—(1_@’7‘) et wzob—> L] Sont croissantes
1+ (x|

FX st croissante Sur d/\owlw, wteryalle,

L1-e™) = 0 powr bl 2 €004 [

\/X_é[}[ oo [’4+LxJ = 411 - 4’ 2 \/xe[of[ 43 42(1'61)




Done Fx est crissants sur [R
>3 > :’7._(1-5:") edt Crntinue

. 5 Y ut comtinue x dwite (x > (x| &ujxmeaolmatc)
1+Lx]

i E ()= Fylo)  lam FG)= (1)

250t o1t
(erﬁmdiwe,m O)
Vour toutr k2L, F (k) = =

/ £ebtr, Fy (ktg) = Lo 45/4 = Fx (k)

1+ [Lltg]
k22 Fole-g)o _Lksl k-t k-

1+lk-t] ~ 4rk-1 = R

—

£E)

Dic F;< e Contanue n dvoite su- R

ll,WL F. x) = 1 = ——’LXJ =
X_ywl’x() o %OE(/L) T G =

Conclusion - Fr &t bien une fmotum de Véfarﬁﬁbn.
TD15: Ex7.4 (bis) , 7,5¢et %.,6
Ex?.4 b) P(x=0)= F(0) - F(0)

:42_(4—6:0)—"0 p— O—O_—;O
TP(X<{U - Fx(i—) = QCJ/VL/ iz"(’l—@~X) :—i—(q—e:")

A>T

)VZOLQ (0.4] ﬁ?(xé[a,i]> :[P(Xéi)—F(XQL): R (1) ‘FX(AP)

s 4——%4 ~2c A A — 0
=(1- — L _ (-
1+4 x_}ﬁ_z( ) > 2(4 2. )

—
-—

4
7€



c) P(x=0)=0, P(X-1)= [P(xé{iﬂ)=%éi dEji vi dans b)

Vez2 | P(X k)= Fx(h) (k)
= - ’I =

E—:NTP(X’ )= 0+ Zet e kam):O*ie +Z()1—f+‘
"O+d’e, +—4- = i(4+e )< 4 aM eted

2
> P PX=k) <4 con P(xeTour)= A (1) -F) =1u-¢) > 0
P(X€T010) >0 puique Fx e stridoment mmntb swr jo 1

k%“r?(w k) + P(XcTo1[) < P(xeR)=

© Exercice 7.5. Soit X une variable aléatoire réelle indépendante d’elle-méme.

a) Montrer que I'on a nécessairement Fx(z)(1 — Fx(z)) = 0 pour tout z € R.

b) En déduire qu'il existe une constante ¢ € R telle que Fx = ]l[m_oo[. Qu’en conclure sur la
variable aléatoire X 7

8) RG)(1-F0W)=0 = FG)=Fyz)?
& Px<x) = P(Xsx)P(X<x)

Comme. X est fhdéf de X, VxéﬂQ, £ Enement -{){éz} st 1‘,,([?
de. b, mime,
P(X <x) = P(({x<x}n{x<x}) “
—P(x<x) P(xx) por i
cef/wmf&é{lw?m F(x)(i Fx) = 0 PWW;:G/R

b) Par &), on smbo{m FGa) ef0,1%, VYxelR
Comme Ty €1t troicsonts, FecRU{£} 1;0[ F&)=0 s x<cC
OV, P ’&,M/Fx(%) 0 ob ME{(X) Fe()=1 & x>c

/
K —eo

N v ce[R [tor Sve=-+t09, FX"O MVCGM &MF(K
=, Fe=4 tonpreds &m/F[xJ

H>—2x



Var l conbinits 5 dotede B, on o Fyle) = lim fi(x) =

Donc F;()C):O St x<e add
cest-ai-da _
Fx(’d 1 % Xzc e R( = 1[0,17,0[
Plx=c) = CF(c) = 4-PmD = 14-p=1

ADC~
Awm =17 prwiua siement
(X ety we Va, reelle conttantz presue siement)
Exercice 7.6. Soit X une v.a. réelle, de fonction de répartition F'x. Exprimer, en fonction

de Fy, les fonctions de répartitions des variables aléatoires suivantes : a) 2X +1; b) —X ; ¢) eX
d) X?;e) | X].

) Fopa fl = P(261 <8) = P (X< 5] = K (1), veeR

joxte<e) = Ix<&1]
b) P @)= P(-Xst) = P(x=-t)= 1— P(Xx<-t)
=4- KEt), YEER
c) V’céO,F tt) = P(eX<t) =0
tt=o F@x a (ex<£—) P(x < but) = F (Gut)
) Vt<o, F 4= rP(y <t) =0
{7’%20/ Fee (b) = P(X¢t) = P(~E < x<\%)
= ZP[X<J_ —P(X<~E) = [ (E) - F (CR))
) VteR, F (b = P(Lx<t)= ZP(X<LtJ+1)
= £ (i) )
R(’,mam(uﬁ,: Ltj+i>t our tout; £€R



TD1b: Ex7.7, 740 et 714

Q Exercice 7.7. Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes. Exprimer les fonctions de
répartitions de W = max(X,Y) et de Z = min(X,Y) en fonctions de celles de X et Y.

VieR { Wit = {mox(xv)sth = § X<t, Vst]
= {xsty A yetf={x<tet etk
Fu @) = P(wet) = P(xst o Yet)
= 1P(><<t) IP(yog) mm&f\m Xet Y

{Z<'{7}" %W\m Y\/ ét}_{xdceu >/<‘t}
= 1X<b] U1 Y<ty
TL vput, miewx mewwf&mmtm (M"mmin

JZ >t = {nin(xY)>t] = SXot byt
“z”” P(2>t) = 4-P(X>t & Y>t)

4= P(x>t)P(V>t)  par Linddp ewtic X oty
i - (4 -F®) U-F ) = F) +F ) - R i)
Fmax(x y) ~ M 'F Soun @’AW@@ XAy
Frin (0,Y) = 4= (4 B (1=Fy) = F + By = - Fy
M yethade - F.(0)= P(2<t)=P (X<t on Yet)

= P(x<t) +Plyet) - P(xet et Y<t)
= R+ i) - F BTy )

Il




Ramgeﬁ: X va. reelle VEeR
Fonchion %@v@r&hiw der momenta MX (‘b) = ﬂ:_(etx) & [O,‘l’()oj
Exercice 7.10. Calculer la fonction génératrice des moments M X de X loquue X est une
variable aléatoire de loi : a) Bin(n,p) ; b) Géom(p); c) P(X = k) = ]kl 1+) pour k € Z\ {0},
ot & > 0 est un parameétre donné (et ¢, = 232 n~(1+)),
0) X~ Binln,p)
On éonic X =Xa+-~+Xn o Ko, 1600 sonb indip
ot do Lon B&rn(P). :
H(Xa+- 1 Xn)
t)=Ee")= E(e" )
E(e™) - g(eP) Ao vl
((-pe’+pet)™ = (1-p+pef)™

My ()= E(ef¥) = kZ e P(X=k.) = kZ e (pftp
24 24

|l

= pe" Z(ettq—p))k—i -
lkz1 41— et (1- P)

) Mxl=E(e™) = 5 e™p(x-k)

keZ2\o}
— Z/L > Jck k| —(1+at) ow &X=0
« ke © SPOER)1 = (=2 T 0 et
ke2\ (0} nz1

Mx(O)zEE(eO'X)zi
620, Mylk) = =5 e bk "R A ) e

kz1 Cu fa1 =
L———v/}

— _ th  -l1+a) — epo
‘> MX( )—"_DO (em, ek —+00> Pm;wooo

k>+o0



—_— t o

FR)-1) —(1+)

St £<0, Mylt) z -Z; gifi (k) = My (t) =too
DVI(, MXU,_):,E{L St t=0

T S E#0

O Exercice 7.11. Soit X une v.a. réelle, et Yune v.a. de loi P(Y = +1) = P(Y = -1) = 3,
de

indépendante de X. Exprimer la fonction génératrice des moments de Z := Y X en fonction
celle de X.

My (0= E(e7) = E(e*™) = E(e" Uy tisy )
E(eMtyyq) + Ele yxiiy“i})

E( txi{y i} *E( 1{)’:_1})
(e

e (8o + E(€ ) El1ya)
et et in e/PdL i{y,} et Mbwdapa[z,i —
My @) Ply=1) +" My (-4) IP(Y=- :a))'r 4
A

Z.

X
(My (6)+My (1))

[

I

> |

I

TD1%: Ex%.1,8.3 et 84

Exercice 8.1. Déterminer la constante ¢ de sorte que les fonctions suivantes soient des densités

de probabilité sur R :
a) p(z) = ce * 1g, (z) on a est un réel strictement positif;

b) p(z) = —In(z)1j41((z), ot a € [0, 1] est un réel.
Ropped: Rwr que Q Seik e olzm\tiola,pmba/sw R, % fout -
£=0, Riemann.- wvtca’m%e/ Suw R f ffl)dbt/—



+o0
a) I fami' trower =0 t.ﬂl. ff(x)d;c: 4

[ podx = [Tee ™ 4 txdx

—~+20 a>0

— tco =
/ ce Y dy = c-f e X dx — c.i:i
O ° o

10 ]Ca,,‘,{,—dMQ JFM cC=a>0
et em f“"‘b 2o dentts de la Ot e/xkoom:bd[,a de paramebre A
b) PO = — B (") ija,“(x] ow Q€ [O,fl[_—
= —cfnlx) i_]a,'l[ (%)
L‘”Q‘j"‘" 0<xcd, Cuix)<0
10 Eami: ‘trowveyr C=0 'L’-él.
20 +oo 1
f_m P(XMX = f#m —¢ B () i}a)it(x)dx = —cj;L L doe
(-2 =g = -c Ix!&hx-xji
4 = c(aba-at1)
Done :LQ_'(?ML c:m>0
Towr Yods X >4, Qo< 21 .
St 0<a<1, en penont x=4 ondtint Gaon>1-4

ASLO@O, W fomt preade 00 = B 808 =0 (b c=4 )

(™ peodx = 4

£ -0t

§E Baxde = pp, fi ewrcdr = lim, (1 +8-26.2)

€20+ Z-0+
=1

Q Exercice 8.3. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0,1[.
a) Montrer que |nU]| suit une loi uniforme sur {0,...,n — 1}, ot n > 1 (ici |z| désigne la
partie entiére de x).
b) Déterminer la loi de —i InU, o a > 0 est un paramétre donné.



o) Uelotl nelonl  [wU]EjoL, - n4f
PlU=1)=0 = P(uuw=n)=0)
\vl ke {o,i_,.../n—i}
Pll)=k) = P(nte Tk, k()
=Pl uers i)

_ i b
fﬁ 110,1[(x)a[x:fk dx:lﬁl/—f—:

n n
Done [ nll] e Mmﬁiw_ Sur {0,1,... ,n—i}
) = %0l € ol o% 050
Néthade 1+ Jouchion de. vipaction (6= P( =% batt < £)
Se t<o, F)=0
St t20, Ftt)=P( 48Uz -at) = p( =& )
= 41 — e"ut—
Dmnc —ﬁ&u o o peme fm«djm de. vepourtition, que. b G
Orporentielle i poramitre O
Rinsi =40, ~ E(a)
Methode j ﬁmoﬁ'm at"  Continue. et brmize qubitaie
E(ﬁ (Fjde“u)) = /i g("% X9 doc changemtdf_mmhb&/
: =4 bx
__ 6o - a
=L a iy o
= [ 9&) ae™ g ) dx
Donc ——%8“(,{ ol obs. Contimie , admet (pwoms densits a,ej”‘"_{/%(x)

= — Ll ~ C@)



Exercice 8.4. Soit X une variable aléatoire réelle de loi £()), avec A > 0. Onpose Y = | X |, qui
est une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer que Y suit une loi géométrique Géomg(p),

et déterminer le paramétre p.
On rappelle que la loi Géomg(p) est la loi géométrique décalée de 1 : une variable aléatoire X suit la loi Géomg(p)
si elle est a valeurs dans N (elle commence a 0 plutét que 1) et P(X = k) = (1 — p)*p pour tout k € N.

VkeN P(Y=k)=P(xI=k)= H’(fok, ke1( )
— +7 + _
- fx[x)alx :f;\ Ags\xlk_r(?f)dx

= kel -2k — (let1
fk e dx — e e +1)

= )" (1~ 59‘): (H?)k’f’
o p=A41-ercTo,1[ .
Donc. Y~ &Zomo(ozg;?) «redost
TD18: Ex85,8F et §.%

Q Exercice 8.5. Soit X unenev.a. réelle a densité, de densité fx(x). Déterminer si les variables
aléatoires suivantes possédent une densité, et si c’est le cas en déterminer une en fonction de fx :

a)aX +B,oia>08€R;b)eX;c) X?;d) |X|

a) Y=oX+f, <=0, BclR
Flt)=P(Y<t)=[P(xx+f <t ) = P x < f;f)

— e t-g
= I (%é) = /_7 f:((x)a(}c

_ £
x—é /_‘M Jﬁx(#)zz‘d('f
g:“;;@ Donc g—fx(ﬂié)mmﬂ denstt de Y
b) Y=e” Fonction test g€ €4 (R)




f 9y f @y)

/‘“ Il ()5 L1, 8) 4

/
Linc )/ odwet prardotd £, (0,y) 7 1 Teorld
c) yrx >0 F[t) =0 pvw t<o

Vtzo, R IP[x <t) =P(~[E <X <JE )

= Fx VE) = K (<)
([ Fy eot comjfzme/)

— ffﬂ fbe)dx — f fx(x dx

— j:\//; fx[%
:f;\/{?fxfx)dx_f_ [_; fx[x)q‘x
2= | l i;f?

== Rl [t
Fy ()= j; J“)#ﬁ/ﬂd,!/ ! / X Zrdg




Donc Y=X"odmel; prdaniti — F(fa) +5Glg) 4
4) V=[x Jonckion test g€ @[[R)zg o
E(90Y) = £(9(11) = f_mﬂflx/ ) £ ) dx

= [ iof e+ [ 905, e

= [0 6 de+ [T 96 Fu(-x)d
= fD j[Z)[ny[x #felx)) dx
Dotc. V= [x] admet: pour deme ()4 £o0-9) L 1oyt (4)

Exercice 8.7. Soit X et Y des v.a. réelles indépendantes, de loi (0, 1).
a) On pose W = max(X,Y) et Z = min(X,Y). Déterminer la loi et I'espérance de W et de Z.

b) Soient Wy, W, deux variables aléatoires indépendantes de méme loi que W et Z;, Z; deux
variables aléatoires indépendantes de méme loi que Z. Comparer les fonctions de réparti-

(4)

2 Y=

tions de min(W1, W) et de max(Z1, Z2) : 'une est-elle plus grande que 'autre 7

a) Rapel: Exercice 7.7
Forlb)= P(max(x,¥) t) = P( X<t et Y<t )
o P(x<t) IP(Vst} e t6) Ry &)

(=1~ Plminle,y)>t) = 1- P (X5t o€ Y>t)
Xfi— P(X>t) P(y>t) = 1-(1-F &) (1-F )
! = Fxl6)tFy (6] - ety ()
e X%)/owaamemaﬁm dme 5_6/
)= Fe®* B ll=2Ka)- Kt



CDWV\L X adwet mcz’mifé’fx
2 demstt £, l6)= 7 F 4 = 2&&)5’;&&) = 25t i (z)

£t)- 4 (260-Fe)*) = 2f.60 - 2 W Rt)
= 28 @) (1- Fe(8)
S X~U1), f6)=15,,08)  Fltl=t pr ost<t

JCW ('{7): 2t i]l),l[(ﬁ} ]CZ (‘lL/'}: 2(7—'1'7 1]0,1[((7)
Elw)= f_m t £, ()4t = f+m2621]0)1£(6)dt

= \(;42'/72%'{7: %'
- 1
EE)= [ ohidt = [*26-aede = L
b) Ky {Exorcice7.3)= St VU’é—Q—/ X(w) < YKW)
slrvs F(8) Z F, (6] powr tont TElR
(XY = FezFy )

Pewe - {¥Yst) c fxstd cn XY
Fotil = PY<t) < Plxst) = Ft) .
%ﬁga‘mﬁw W=max (. Y) =2 Z=min(x,¥) = Fz = Fy

oms perte do genérdite , on peut Supposer que
/bX’u ij, Y1, V2 Pd“ VQ{ZO n f//[)f de i U (0/1)
W4=m&>< (Xﬂ,Yﬂ) Z7=W13ﬂ(>(1,>/2)

Wy =max (X, Y2) X5 = min (Xz,yi)
Wa , Wa mdép,al/am&iguw 21, %2 indép,de m’ém&i?nﬂz




min (Wa, Wa ) = min (max(¥,% ) , max (i, %)) = min (Xa, ¥, )= Z,
_ Cm max (x, )’,)2 X1 et wax (X—;,V;)ZYZ
‘D@WL@VHL, WITW(W/I/W?_) = VHM(V/,, Xz): Zo
AEDcmc miﬂ{w = WMX[Z;,ZL)
iy por fe ,
P EMV;(W,,W,_) S Fmax(z,,zz)

O Exercice 8.8. Soit X ~ N(0,1).
a) Calculer Mx () := E(e'X) pour tout ¢ € R.
& b) En déduire E(X*) pour k € N (Indication : développer Mx (t) en série entiére).
c) Soit Y ~ N(u,0?). Quelle est laloi de 1(Y — ) ? En déduire la valeur de My (t) := E(e"Y)
pour tout t € R.

) Hyi=E(eX) = [Tem L K e

—29
60 2
— 2 S —2_ t =
/—m T < dx
(x~t)

|l

VA B
62[_(,0 Vo &

_ Une demits normale
b) e,?—t?_ oy tzi g B
Mxtl=eb = > L8] =5 =

o) L=0 ’

e=z . (
= ,
toe
MX H?) — Z E()(k) tk
R
For wicte de o a&imvfos}banem Série enbiére , . o

i
(v}



Et)=0 sk tmpa

E(x*)=-"290 ¢ keri ien
<) YNN(/A,OJ)LQT>D dewtits do Y g e
Xi= (Y1) ~ 0 (0,0) Sol-gme ™

M?’ ) = E(ew) _ E(QJc(o—Xw)) _ E(&ta-xntt/u)

= etfuﬂf(e_wx ): e My (tr)

— e Tibl'f‘/&f?

TD49. Fx8.11,842 et 9.1

© Exercice 8.11. On suspend un laser & 1 m au dessus du sol. L’angle qu’il forme avec la verticale

est aléatoire, notée O, et suit la loi uniforme sur |—7, 7[. On note X le point marqué au sol par

le laser (voir la figure ci-dessous). Donner la densité de la loi de X.

1%z
1I & e,
. -

0l X = tan()
On vtk gue X =4an(G) arctan - R—>J-TIT
Lo fmcﬁen de vepartition de X
Fete) = P(X<%) = P( 4 <)

=P (6 < antanx)
Fo(arctanx ) = %:’[jsz—ﬁnfanx) , Ve R

L(T+t) pour eI 3L

0 st t<—%
4 ¢ t=%

I

Fe (£)

]

[l



F)?%B de clomse €21 sur R

Done X adth poun donstt . (x) = ) 4 afianx

T dz
4

Fe
A
T “4+x*

Conclwsion - X et wne variable 4o Ca,uc%
d méthode : g me_ﬁmf,{m Corbinue bowpe Az R dans K

£(g(x) = E(g&am@ fgaemu 4 1JM () du

ﬂ“f g(‘é”““d‘@j;m f/Rg(v 2/2 dv

L+ >

_ f *aroéwu}*
(7( x) T(i )Lz) -~ Done JCX (x] = -rr[l+x2) et e
olensiti e X

Exercice 8.12. Soit X une v.a. positive, & densité.
a) Montrer que le k-éme moment de X est toujours bien défini (mais peut valoir +00).
b) Montrer que si E(X¥) < +o0, alors limy—, t*P(X > t) = 0.
c) Montrer que I'on a toujours E(X*) = [ kt*~1P(X > t)dt (que E(X*) < +o00 ou non).
d)

En déduire qu'une v.a. Y a densité admet un moment d’ordre k fini si et seulement si
tf=1P(|Y| > t) est intégrable.

a) (omme X et prsitive Xk =0 %E(x)aﬁwm
bien dz/ ine dams [0,100] 3
gljve aofmii, X E(xh)—— fﬁc ) dx <+00

ttp0 f kf Gz =0

Or f*oo kJCx(z fﬁxé fxlelde. = sz /:?X[x)d’x

_,_t P()(>t) = O
(X & dewslts = P(x=t) =P(X=t) )



Done Do 15/4[{)0@6) O

£ too
e) E(x4)= [~ %kfx(x)dx -Z&m f e L, () dx
On vie Ftb)=1P(X>t)=1-F, (&) . O Scul;t]uz Fit)=-f0)
fzxkgax(x\dx,/; x( F(x))dx_—[z F(x] / F[x)&zkf[x
lVleymhmPmeﬁé

= -2 F[Z “/—/ F(x)/zxkjdx
St {E(Xk)< +0o0

?W/‘b “@U/VL Zk/-[zj O et denc.

Z-9+bo

&Mfg 22L& Jz/&mf Flo) k" 4y

Z->+00
) — f:oo F_[z) kxk 16{9(
Pt E(x" fm Rt P(x>x) dx

St E(XR) te9, Powr tul Z>0 01 & beoaews
f 2 flde = —z* Flz) rf Fl)hrtdz
< [ Fltokot* de
Z
f X, ) dx = E(xH) =+ o0

fo ,L(x)/o( Tdx= Lome sz&MX “dx =120

2o+ 0

P@rm&?wf E[X”—):fm_/:“ L% P(x>2) cbe

Z>+6o



d) Y & dewsts [V povitive eb o dendte (Ex85)
Y admel wn moments dovde R f!‘m:
& FE(1v*) <+o<>f
gyt = [ ke Py > )t <roo

par c)

L PllyI=t) et inthgmable sur R

Q Exercice 9.1. (L’aiguille de Buffon) On lance une aiguille sur un parquet composé de planches
paralléles, et on se demande quelle est la probabilité que 1'aiguille tombe a cheval sur (au moins)
une rainure du parquet. On suppose que les rainures du parquet sont a une distance d les unes
des autres, et que l'aiguille est de longueur £. On note X la distance du centre de 'aiguille a la
rainure la plus proche, et © I'angle que fait la I’aiguille avec la direction des rainures.

L’hypothése que ’on fait est que X est uniforme sur V'intervalle [0,d/2] et que © est uniforme
sur l'intervalle [0, 7/2] (par symétrie du probléme, cela suffit), et que les variables aléatoires X
et © sont indépendantes.

a) Donner la densité jointe de (X, ©).

b) Montrer que ‘I’aiguille soit & cheval sur la rainure du parquet” correspond & I’événement
{X < £sin®}.
¢) On suppose que £ < d. Montrer que P(X < %sin 0) = =

a) X de dewmité zz‘i[o,ij(x)
B do dewsite T%.—iL’O)I?EJ (t)
Comme X L@ , Lo denste Jointe de (X(5)) est

Flxt) = f5 0 oyt = 4 g

b) kg sob & chevdd, swr P razuue
@%«;«M P reznwre de f;arqm(:> gsw > X



c) ]P(x<—-sm@) / f(z,{,-)dxalé
f6c,)(R) . < -smt}
=z j[o 4](1 i[ 'zj(Jc) dx dt

—?\(7{,{:)€¢R X<-—S‘Vl/b
‘€<0( > g—Smt <i PM‘&,—W{:{—QEO Trj}

Done HD(X< O, Fu.buu, Tonells f//y S‘m(:d_dx g
:HfDMESm’:ﬂH' [Ct)&ﬁ]

20
Td

R@YHMQ Cd&, U( ewcncz ﬁwrmb me Qﬂor'ox:maf/'lm 6{1 iC.
Da,{»e/s €6L 75 q'ea ds rombes, soit £ 73 pnpnhan 7144 estime.
(;oﬁzﬁpvobab;&(z (x<& S/n@) albns o1 o wn estimateacr

Porwr TCNW'

TD20: Ex95 et Q6

Q Exercice 9.5. Soient (X,)n>1 des variables aléatoires indépendantes, de loi £(A), A > 0.
Montrer (par récurrence) que Sy, := X; + --- + X, admet pour densité

(a)

n

fs.(z) = (= 1) " e MR

N=1 v A€ 1p (x) et bx douats do bo loi EQ) .

§u,ﬂ;owws z[u, e resulbat est viai fou/r 7. Pﬁw nel, o ecrit
Sn-i-/ S»+Xn+i . Cowml_ (X4, : Xy,) 2ot Md&% 6{2 Xm—i ;

on o Lindep edre S, ek Xpiq -

Rappel (Pmp&slleEBil X ALY & desté £ ot £y

x+y f fx(")JC)/[Z’Z‘[" f JC 1‘139[3)”@



fo = [ fy@f (o

#fm (,H),Qc e,’\"i (0 Ae
J— (’?V:I:)’(\/ﬁm n-4 —)Z//EDZJ(Z)dZ)j (Z

- X)i (Z-x) dx

_ N+l 2
zﬂi\—@ e 1E+(Z}fo "

. ﬂn-!—.'l 2 An+1 no -9z
W& F lp2) 2 2 e 1p(2)

Ce qua toncluk a récurence. .
Exercice 9.6. Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes. Donner la loi de X + Y quand :

a) X et Y suivent la loi uniforme sur [—-1,1];

b) X ~N(0,1) et Y ~N(0,1).

a) (X,Y) de demits otz 4 1[113(7‘)1[“](5/)
h i R= IR cobinue. bownze

Elhtser) = [, hoep 21, qbodp, o080 dedy

= 4f h(x+y)dxdﬂ
chwo&w/m& [7(31) —> (o, U=xtY)
= 4} () dcdos
ow D= {(x,vt)erg?-. —1¢xed, A- 44145)(-{—1}
= {(Z:%)QR. Xz-1,2=zu-1, 24, x €u+1, —2<u<2.3(
= W) ER* maxla,u-1) <2 < min(4, ut1), 2<u<s?



Fubini, itigrable. /e /m n(1,ut1)
[/' max (-1, u-1
)

{M-f-j —(-1)= mz_ S| ~2€U<£0
1-(u-1)=2-¢¢ S 0<ug2
= min(U+2,2-u)

fl’:(h[)(ﬂ/)— /!f /)(M) min (y+2 Zw(,()dl/t,

Lo densits do X+Y est dime ZL min (241, 2-1) i[zzj()
b) (X Y) dm/s}'&gmnfe, —iL @_x’i e”yz‘z . he Sb({R)

E(h(xtY) = f hGery) L= T A

chawu& Vouiahle (7( y) +—> (X, U= X+y)

F&lolru/ h[ ) _ X’ —Zuu-t—u
ijmb& f/R (fR 27?’ )d“

_ h(u)(/’R XUz — L Iy )d%
— h(u)/f[ == dz)ﬂi“

fR 27
. _ (u) — (x-4)*
s RS A f@ )
f;zz hz[ri}ﬁ’ /fﬂge_(x d%)da
— f h(u) % —
\ﬁ_r:' du

Donc. Y+ adns Pwdmlﬁ Qf_g & (st de o 051 4({0,2)

£ h(x+y)) hm) dx) du

min (2,utl) — max C1,u-1




Rappel - cp s V= UL €'~ diffeomorphisme
Sy JGxdedy = [ 4(@s (), Pul5.6) [debTp (s,b) | dadt
TD21. ExQF et 967

Q Exercice 9.7. Soit X une variable aléatoire réelle positive, de densité f(z), et soit U ~ U(0,1)
indépendante de X . Déterminer la loi de Y = U X. Donner fy si X ~ U(0,1).

Vectuun aléatoie. (U, X) admek pour olewits. 1 (1) £e) i/@h,[(Z)
(swr R%) ’
St b R—=> IR conbine bomee

£ (hty) = E(hlux)) = fR , W) 1o e 1, () dude

- f h(wx) f(z) dudx
[oljJX[0/foo[ y
- f:w,«cxja,m[ A(eu(u) £ (02 40)) gy (46 ()] dudo

C/umfumw{: de vavoble (U, x) € Jo1[x 0 e[ —> (f}{lx)é"])
D _—_-{ (x)ER>, xeJo el ve]o,x[} uUx
5 W) Ak Tolux) —x et
Jopu)= (o 1) plux) =2 o aecl)

4 W»
H:—(hb/)): f:D /’L(V“)f(x)%ﬁlwo& Y (hx)eD — (L x)

det I‘P':’ (W) = ;_C
= f h(w) fix) %dudx
10, 2)eR™: xeTo+el , ve]0, X}

hiw) £ex) L dwdx
f{w,x) éRQ: veja,m[) ;Jiejvz,»ma[}

S [ oo f ) du

densits cle t20
Conclsion : Y= UX admet %dmgé (fw f[x)%dx) 1]4”051»)




e Si X~U01), fe)= g, @)
P powr =0,

f ffx) dr = f;m%ijo)ﬂf(x)dx

Sl ode=0 s V=1

ff L dx= -9 & 0<v<d
Dinc dams ce can, la donsiti do Y=UX est =8 () 1750 6)

Exercice 9.9. On note D := {(z,y);z? + y? < 1} le disque ouvert de rayon 1, et on considére
le vecteur aléatoire (X,Y’) uniforme sur D, c’est-a-dire de densité %]l p(z,y).

a) Déterminer les lois marginales de X et Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indé-
pendantes 7

b) On (R, ©) les coordonnées polaires de (X,Y), c'est-a-dire R > 0 et © € (0,27 tels que
X = Rcos© et Y = R sin©. Déterminer la loi jointe de (R, ©) et les lois marginales de
R et ©. Les v.a. R et © sont-elles indépendantes ?

o) X & valewrs dama J-1,1( Sadem.lff(x) 0 Stx&]-4.4[
Soit x€I-4,4[

_ _ 41
£ = fR L ey tpdy= J 4 iﬁ<y<u}
— 2412

T D
Donc bo densits de X e =224 () = £,(0)

Comme 21 0) # 004, (1), X ot Y ne wwmafﬁ



(b) Q- (r,0)e 100,21 —> (remd, reing) e D\ {bu): x=0,Y=0%
et wn €1 ’dxifféomorflfyism dﬂfjcp( o) =
h: R*= R tontinue lovmze

E(RRO)=E (h(¢(x, )= | T bus) L dudg
— h (o™ (2,4)) idzJZ

I D\{Y): x20,Y=0} T
— - {

Jo,1[ xJo, 21 h (9 i((P(T'Q))) e | det IP(T)?;JIA/ZE
— f_jo,’l[yjolz-,-(—[ /L(rlg) ’%‘Tﬂ’fw dﬂl/a,y,'

Done o demite jote de (R.O) et
4/‘
fm@) (mo)= jjo/ﬂxjo,zn[ (1.8)
= %130,4[ (¥) 4 30,577 (8)

= 2’}”1]0,1[(*) « L i] , (6)
Lo dewsd de (B.©) seort comme ﬁ/fwﬁﬂf Ao densi

J[; (1) x Jaz (6)
e R et (F) smt inde:f , e dowsites reA]Jaoﬁf'y@g
2rd g, plr) € L dq, 500 (6)

Remargue.  (H) etk umigome S Joor[
Mais R west b wne va . umidome .



TD22. Ex101,70.3 et 10.2

Exercnce 10 1. Soit (X;)ien une suite de v.a. indépendantes, de loi N'(0, 0 2). On pose W, :=
Zz  X? pour n > 1. Montrer que (Wy),>1 converge en probabilité vers o2.

>/1',—’-Xi r VEIN E(Y.) :E[XE)ZVM(XL)=O‘Z<+&O

(,y(;){,é/” est wie Suie de v, 2.id clfed'ogrmc&d’inic
@mwm&a@mdcagmw;wmbm on a
(Wn: - ZY) i > (V)= 0>

h=z1
Exercice 10.3. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi £(A), A >0
a) Montrer que E(InX;) = —InA —, ot v = — [(*(Inz)e”
d’ Euler—Mascherom

b) Montrer que (

*dz =~ 0,577 est la constante

", Xi)'/™ converge en probabilité vers e~

a) E(LX) = wo%x-?tefmcdx

(= =l
(@Xu),pi est wne swmtzde v iid. al

perance. finie

Grace o a o des me[o wombies, (4 Z@«XL) E7 Y

E(8)



Rugpel () 5> X > Vg R>R omtine, (4(x) > 97
[,a,fmofzm &(FW»&&M& et covtinue, dme .

(TTX> — F/Xf( Z%X) -E—7 erp(=7-6,3)= —

Exercice 10.2. Soit (X, )nen une suite de v.a. indépendantes et de méme loi, d’espérance finie
i, et soit f : R — R une fonction bornée et continue en p.

a) Montrer que limp 00 E(f(&"'n—"'x")) = f(u).

b) Déterminer les limites suivantes :

1 1 7 Pey o oo ;
lim / / 5 W—m) dz;---dzy, (ou f est continue sur [0, 1]);

n—oo 0

) = n n—k k ” .
nlgroloz (k>x 1-2) f(n) (ot z € [0,1] et f est continue sur [0, 1]);

lim Z e M ()m) ( ) (ot A >0, et f: R, — R continue et bornée)
T %

a) ?M&&id@g’mna&mmbws, X'+—ﬂ+xm —”—D—>//t

Bl Y By £ tontinse bomie sur R ,
n’n_gv{; £ ]C(Vn = IE(]C Y))
Ioé,sifeﬁai:t’ Lontinune fméawt’swfz? oL agraik Qivedements
P E(F(2T2) = E(fw) = fiu)

?W&&,fwadam e con o f&fge«wnw#&m{nwe en L,
Voir Correcleen .



b) 1. Sk (Xi)i5, une sufrdeva, id de bz U(02).

E(xt) 42
n[lf:;cj; f flre2n) - ozz_n&;»;&;( IR )
— Jc 2

Xad -t Xy o Bin(n,x)

nE(Xi):x,
G (1) 200 §5) =B £ (27

= Jc(x)

3. Soit 0@)57,1 une Suite de v.a. dz_ On F20. (%)

Xaqt ot Xn ~ Por (na)

Elxe) =
n&:& g P (M) {%k) :%E(ﬂxw;h ))
= £(»)




