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TD 1 i Programme Ex 1.2
,
Ext. 3

,
Ex 1.4

y
" pour tout

"

E = IRN = { (Un) neon : NEIN
, Un EIR}

A = { (un) neNE E : pour tout NEIN, Un C- { 0,1}}
A est e'ensemble des suites

'

a valuers dans {0,1}
.

13=4unnerve eghrwto-utwf.tn?inifexuismteIYuNtd9ne}
Best Ensemble des suites qui tendent vers tu

C = { lunt neNEE : ilexisteuMEIRmtelquepourtoatnc.IN,}
C est b'ensemble des suites minories

Remarque : few { UEE : Un Z M} est e'ensemble des suites
minorEes par M .

F = { (Unl near C- E : ( Un ) Constante ai partie d
'

uncertain rang}
= { (Unlnew E E : it exist NEON eelque pour tout m IN,

= U n { lunk EE : Um = un}
Um = UN }

NEIN MZN



G= { (Unl near EE : (Un) converge dans IR}
= { can Inear EE : ie existed EIR teh que (Unlueayercosnveerge}
(Uhlmannverge vers l EF

'

f e>o , INEIN eel que fnZ N .

⇐t.hr/q?.o.n4..un?nsiinIe.IIE:YuEeiee3D/=eeYre7onU.vIn 'll un -et
Es's"

K T
non demonstrable

2e method : Crite've de Cauchy
(Un) converge dans IR ⇒ He> o, 3-NEIN te que

f min ZN
,
on a 1 Um- Unl E E

⇒ tf kZ1
,
3-NEW eel que

tf m , n 7N on a 1 Um-Unl ftp.
E- I

, #. nfn.h.nl Mm- unKk})) )
T T M →

demombrables

⑤
R 1A : r→ so, 13

IA la) = I six EA
O si NEDIA



D An B

AIB = A NBC⑥ BIA = BAAC

A B (AUB)
'

= AUB)

(AA t 1B) Cx) = 1A belt 1B Ge) = 2 si NE AAB
1-At 1B n'est pas une fonction indicative en general
LAIB (a) = 1×1=1 n EAAB ⇒ LAIB = IANB

1×0=0 KEAIBI:*: o ZEEaFrsx
11A - 1131 be) = O K C- AnB

4 NEAL B& IEEE'TheO

⇒ 11A - IBI = I#B)UCBIA) = IAOB
1-At 1B - IA IB = 1 AUB
Max CIA, 1B ) = A-AUB
min ( IA , 1B ) = 1- An B

Remarque : La formate LAUB =LAt 1B- IAaB
est life au fait que plAUB) =PCAITPIB) -PIAAB)

Parent pour 1=1*1At Iac et PlattPCA4=1144--1



I , size . . - sik
Ce resultat Sera utilise dans e'Example 3.38 du poly pour[ demontrev rapidemeat la formule d

'

inclusion - exclusion .

]
Duties debase : 1-

Ac
= 1- IA , 1A 113=1 AAB

Pour an , . - - , kn EIR
,

n

II
,

Utri) = It E [ air - - - kik CX)
k=1 psi , s . . -sik En

( les indices lie . . . - sik) sont ceuxpourlesqnels on a multiple par xi )
(a) 1¥

,
Ai
=L- I FIT =L- I Ai

= I - II
,
1a, =L - FI

,

H- tail
(b) En applicant Hl , on a

n
-

II"--tail = 1 + E.
, in

!ntAid' " t-taint
= It til: in.n1Ai .

" - 1-
Air

Portal , 1¥,Ai=1 - (it
,

HM
, isntAin ' Aik )

fight take
'""TEE

.. .
agentAim - - in Ain



TD2 Programme : Ext. 8 , Ext.6 , Ex1.11 , Ex 1,13
tr
bites distincts IS KEN

(a) Un tirage ⇒ un sous - ensemble de { 1,2. . - - in} a- k Elements
# tirages = nb

.
de combinations de kElements parmi n

= (L ) = Ik! ( n - k) !
(b) Un tirage contenant la bille 1 ⇒ un sons -ensemble deft. - - in}

du type { I , Nz, - - - , Kk- i }
#tirages ontenant la billet = (III )
Kl # linage ne contenant pas la bille I = ( nL )
2e method : #tinages ne contenant pas la bille I

= ( K ) - I hit ) = (th') triangle de Pascal

n

Rappel : bindme de Newton (xx y)
"
= E ( L) Kk yn

-k

II. ( If off ) Min
-k
= u+7, = an

'
""TER



E.out th) = Idk ) then
-k
= titty = o

k tht - kmnn.tn
.

- µTn !
=n.cn?niYnn=nlii.iliEonlkI=E.kthI--nnE.thII=nEdie't -- n .I'

⇐ thtcnet.in#=nicnIiY'n.Ini=nFfiiilE.oEnlH--nFE. "n'*tha
.
Ei in =#loan:D
= ¥ (zntt - n )

(a) On raisohne par l
'

absurde . Supposen s quit exist une
bijection y : r→PCs) . Notons A- = {wer : welpcool}
Par definition , Acr c-a-d . A EP(r)
comme y est surjective , il exist aErtelque 4(a) = A
Si AEA

,
on await act cecal = A

Si act A
,
on await a⇐ yea, = A )

par la def . de A

On a done une contradiction , Ce qui monte que r
ne peut pas entre en bijection avec PCs)



n ↳ {n} C IN

injection
et IN infirm )(b) PUN ) est infini ( IN→ PEN)

d
'

apris Cal , IN n'est pas en bijection avec PUN)
Done plat n'est pas demonstrable .

(a) P C IN deinowbrable ⇒ P est demonstrable ( infirm)
( b) 2x IN* -7 Q surjection

(p , q ) t tf
Z et N* dcenombrables

,

Z X IN
* decnombvable

Done Q est demonstrable
(c) potynome QEQITX]

EQ = {KEG : QCato}
A = U Ea C Cl

QEQED
← cette union n'est pas disjointeQ to

⑥Ex] = U Qn Ex] (cette union est disjointe)
MEIN

⑤NEXT = { polynames dedegen ai coefficients rationnets}



Qin Ex] en bijection avec Q
*
x Q x . - - - x Q
-

nfois
in

⇒ ④NEXT est denombrable
est demonstrable

IQ = U Qn Ex] est decnombvable
NEIN

*union dienombrable

QE NEXT IEal E N
Par consequent , A est e'union ddnombrable des ensembles finis

Le est done demonstrable
.

(d) Mn = b'ensemble des mots de longueur n , n Zo

✓ = LfoMn (union disjoint )
( Mo = {03 )

Mn en bijection avec An , done fini ( I AM = IAP )
Donc M est e'union demonstrable des ensembles finis
M est demonstrable .

(e) Pfin UN) = UP({o, 1 . . . .

. n}) (pourquoi ? I
N ZO

l P(fo , 2 . . . . , n} ) I = 2nA carp Go it. . - in} ) en bijection

DMC Pfi n HN) estdenombrab.ee
me {o,I}"'

HI { 0,43N en bijection avec PKN)
comme PCN) n'est pas demonstrable , {0,13

'M
non plus .



TD3 : Programme Ex 2.1 , Ex 2.2 , Ex2.3

Solution : a) espace probabilist Ir ,F,P )
D. = ( i , j ) : i = resultat dude a- n faces=/ j - resultat du diam faces

}
{n , 2 . . . - , n} × {1,2 . - i. m}

Irl = nm < to

F =P(r) comme r est fini
p la pnbabiliti uniform sur r

b) A = " le die in faces donne un resultat E resultat dude
'

Em faces
"

= { liijl Er : is j }
PLA) = YAL Question : calender IAI ?

Note Ak -- { link) EA } = {1,2 . . - r , k} x { k}
pour 1 E k Em (En) I Akkkxtk

A- = W Ak en union disjoints
1- them

M

IAI = [ IAN = ¥
,

k = mcmzt"
ka

PLA = 'Ts, = math



Jen ai 32 Cartes : 8 valuers x 4 couleurs

chaque valuer fixed , 4 Cartes de couleur different
chaque couleur fixed , 8 Cartes de valuer different .

(Jen a- 52 Cartes : 13 valuers x 4 couleurs )

solution : Pour le tirage de 2 cartes d
'

un jeu de 32 ,
I = l

'

ensemble des tinages de 2 cartes non or
donna's

parmi 32
I r I = ( 322 ) = 32×231 = 16 x 3 I < to

F=pCr)
p la probabilities uniforme
A = " on tire une paine (Goi- d . 2 cartes de mime valuer)

"

I Al = 8×142)
T e le nb- de choix pour les deux couleurs

8 Choix pour la valour

I Al = 8×4×23 = 8×6 = 48
PLA = 'FI, = 4¥, = #
Maintenant . suppose qu

'

on n
'
a pas obtain de pair .

I ' strategic : re = e'ensemble destinages de te Carte
parmi 30 .



1541 = 30 Fh =PGh) IP proba. uniform surfs
A = " on tine une faire

"
C De

comme on connait lavaleur dela Carte garde'e ,
I Al = 3=4-1

MAI = little, = Fo = Fo
2e Strategic : Dez = l

'

ensemble des tinges de 2 cartes non or
donna's

parmi 30

try = ( 33) = 30×229 = 15×29
FE Pld2) , IP proba. uniforms

A = " on tire une paire
"

CAz

IAI = 2×13 ) + 6 x ( 24 ) = 6+36=42
on Choisit une on Choisit une des

des deux valuers 6 autres valuers

des Cartes jetEes
PLA) = if}zq = 7445 < To

Conclusion : late strategic est meilleure .

A =L'ensemble des tinages de 5 Cartes non ordinates parmi 52

IN = ( 552 ) Lto F- PEL) IP proba. uniforms.



Rappel : 13 valeurs x 4 Cowlairs = 52

(a) A -_ l'ensemble destiragesoieilyaaumoinsune pair
Ac= e'ensemble destinages sans faire Ac plus facile
IAC 1=453 ) x 45 idenombrerqne A

T T
choixdevaleurs differentes choixde contours pour
Powles 5 Cartes tires les 5 Cartes

PLA) - i - PLAY = y - FAIT =p - (
'3-1×45

= y -
43×3×11

(F)

5×17×49
I 0,4929

(b) B - b'ensemble destinagesavecexactementunepaire
1131=13 x 142 ) x 1132) x 43

T t T T
choixdevaleur choixdes choices choixdes

pour lapaire auteurs pour
cette paire

valuers pour
Cowlairs pour

P(B) = =
13×1421×1319 ?4agtres Cartes

Ces 3 Cartes

=
42×2×1 ,

(552 )

17×49
I 014226



TD4 : Programme Ex 2.7 ,
Ex 2.8

,
Ex 2.9

Preme : Ca) Par la sous -addition
'

te de P
,

Pl ¥, Art
s I.IMAN = ¥0 = O

comme p I ¥, Ahl Zo , on a neiusairemeat BC¥,

Ah I = o

(b) En passant au complimentair, IP CAEl = t - MAN = O

Alon par lat , p(¥ Af) = o
Pour tout k

Dmc Pl Art =P( (Um,AEY ) = t
- P( ¥AI )

= 1 - O = 1

Remarque : Avec les meine idie, on peut anssi faire l
'
exercise 2.5 :

H Si IPCC ) = O
,
alois P(A Ucl =P(A ) pour tout AEF

(2) Si plc) = 1 , alois PIAnd =P(A) pour tout A EF



minoration

Rappel : Formula d' inclusion- exclusion

Pl AN = PLAN ;¥µnPlAinAj )

+¥t¥PAiAid
ZO dit l'inegatitide Bonferroni

Sous - addihvitedep : IPC Ak ) E EPIAK) majorahon
k=,

Preuvedeliinegalitede Bonferronipar recurrence :

N=2 PCA , U Az ) =p (Ail + PLAN - PIANAAz)
Az

Supposonsquecetteinegatitiestvraiepournevenemenb
-

AO
Pl AH =PKEANU Ant't

= Planet + BLEAK ) - Bf Ak ) A Anti )
=PfAnHtBl And -B (AKA Anti ) )

> Plant) + EEMIAN ;¥jfPlAinAj ) - R lakh Anti)
hypotheses de recurrence



Par la sous -addihvite
' de P

.

Pl 1AM Anti ) E £
,

PLAKA Anti )
Done on a

PC i Ah) Z PLAN nPlAinAj) - II. PlanAnti)
= PIAN -

a nap laid Aj )

Remarque : w Etat d
'

un septime physique
Iv

HIWIEIR son
"

Energie
"

f ZO f = ( KB . -151 T
"

temperature
"

KB constante de Boltzmann .

e-PH
'w'
grand louque Hlw) petite .

Ppl{ w} ) grande bosque Huo) petite
f. = O X T= to
B. → to a 1-→ o



Solution : la) Il soffit de verifier que

Pp Hw}) = Ip e
-B H 'w) oui Zp =Ice

-BH 'w)

est bien une denn
'ti discrete sur S2 :

Pp ( Iw}) Zo

Ice Peltw} ) = Izzie
-BHIw)

= Ep Ieee
-B" 'W'

= ftp.zp-1
(b) Pour p=O , e

-PH w)
= e-0=1 pour tout WER

Z
f-o
= Eee

-B " 'w ' = feet = IRI (Lto )
Done pour tout w Er ,

Pp-- o Kw} ) = tzfoe
-B" 'w'

= fg,
C-a'- d . Ipso est la probabilities uniform sur D .

K) Energie minimal m = min f Hlwl : WE r}
M = {wer : Hlwkm} Cr
comme r fini , H doit atteindoe son minimum , M tf
tf wet M ,

on note Hlwl = : m
'

>m

Zp = Ieee
-Bmw' z Icm e

-B H 'w '

µ

e-Pm

= IMI e
-Bm > o



Of Ppkw3) = ftp.e-BHWI-tzpe-pm
'

= Ep e
-BCm+mm)

> O

← µ÷m e
-Bcmtm

'
-m 's 1pm, e- pains
-Done phjnzpp.hu}) = 0 pour tout wet M j Foto

Comme r est fini , 0

Ppl M4=¥mcPpHw3) Eso
En passant au complimentair ,

¥¥PplMI=fe÷ It
- PplM'll

= e - fi,m*BelM4=1
(d) F WEM

, Bp Kw}) = Izp e-Pm ne depend pas de w dans M

=: Cfp Constante

PplMl=¥mPpHwH= -29ps = IMI . Gp
WEM

comme time, Bp IMI =L , onenddduitqnephjnz.Gp-fpyc-a-d.ph;m*PpHwH=fm, .
-VWEM

.



TD 5 : Programme Ex 3-2 , Ex 3.3 et Ex 3.6

A =
" lietudiant donne la bonne response

"

B. =
' ' e'Etudiantconnait la bonne response

"

On Sait que PCB) =p E [0,13 (⇒ PCB4=1-117131--1-p )
IP ( Al B) = 1
PCA 1134=3

(a) B et Bc forwent une partition de r
Par la formate de pwbabilite total
PCA) = IPCAIB) PCB) t PCA 1134 PlBc )

( = PLANB) + PLAN Bc) )
= I xp t Ix Ci - p ) = 4h15

(b) On cherokee

PC BIA ) = P
(AAB )

=
PCA I B) PCB) Formula

IP CA ) play
de Bages

= rxpx (47ft )
- it
=

5N
4ptL



Carte N°1 : deux faces rouges
CarteN°2 : deux faces moires
Carte N°3 : une face rouge et une face noire
Une response intuitive : la probabilitenechercheevaut#car
sentiment la carte Noi et la Carte N°3 permeatethe sur la table
et une sente d

'

entre ces 2 cartes est rouge de e'autre cette .

Or cette response n'est pas correcter car sachant que la face visible
est rouge , il n'est pas Equiprobable d

'

avoir tire la carte N°1 on
N°3

.

En fait p ( on tire Carte N°1 I la face visible est rouge )
= 2 x PC on tire Carte N°3 I la face visible est rouge)

Calcul correct : R =
" le cite visible de la carte tiree est rouge

"

T t i E3 Ai = " on tire la cute Noi "

on Cherche
'

a calculus P ( An l R ) :

p ( Air) = PLAN P ( Rt Ar ) ( Bayes )
IP (R)

=
P (Ar ) PCRl Aa)

(proba. totales) PLA ) Pl Rl Aa ) t PfAz) B CRIAz) t PLA3) IP (Rl As)
= 3- x 1

13×1 + 13×0 t 13×12
=

1/3

43 t %
= I



(a) PIE / Fc ) = PC Er Fc ) l En Fcl
Irl

PCE )
=

I Feel

=

I En Fcl In

CES fixe
/ Fcl

/ Fal =/ { CA , B) C- PCs ) x PCs ) ; B=C} I

=/ { CA , c) E PCs) x PCs )} I
=/ {A C- PCs )} I =/ PCs ) 1--2151=2

"

I En Fal =/ HA , c) EPG)xPG) : ACC} I
= I { Acc} I = IPCC) 1=219

Done P(El Fc ) = 214
-n

(b) la famille { Fc , CCS} = {Fc , CEPG )} est une
partition de r : fate' Fcn Fc, = 0

U Fo = A
Ccs

Ptc ) =Y=z2÷zn = 2-n , V. car



Par la formate de probabilities totals
PFE ) = PCE ) PCEIFC ) 2-

" 2kt -n

n

= 4-
n 214=4-n -2 -2214

k=o CCS
Kkk

binomedenewtoht-r.EE?Eq2k=4-nEofn)zk
4=4-42+11 's = ¥)

"

TDG : Programme Exercise 3.8.39 et 3. to

A. B > Csontindep . ⇒ PCANBNCKIPCAIPCB) IPCC) Ht

PCAA B) = IPIAIIPCB ) 127He:*':*:'s:*, :*,
(a) P( CAN B) nc) =P ( An Bhc )

# BCA ) PCB) IPCC )

# IPIAAB) IPCC) Dona AAB estindip.de C
(b) PHAUBIAC ) =P( CAACIUCBNC ) )

C =p (And TIPCBAC) - PKAACIACBAC ) )
A B =P(Anc ) + PCBACI - BCAABNC )



Dona en appliqueant 131,141 etCH , on a
BHAUB)nc ) =p(A) Pk ) + PCB) IPCC) - PCA) PlB)PG)

= IPCC)(PCAIt PCB ) - PCAHPCBD
127
= Pk) [ PCA It PCB) - PCANB)]
= IPCC) IP(AUB)

⇒ AUB et C sont indep .

Si A EF est indef de lui -meine , odors PlanA) =PIAI PCA)
C-E-d

. P CA ) =P CA ) 2

Comme e'Equation x = R2, see Eo , 13 admet deux solutions
see o et se = 1

,
on en de'dwit que p CA)

E {o ,I}

Conclusion : un e'vehement qui est indef de lui-meine est
soit ndgligeable soit presque air .

• PCA) E fo , I } # A = of our

Il faut monter que PLAn AAz ) #PANDIAz)

Response : P CAN =P (Az ) = k
kt n

PfAnnAz ) = k Ck- t )
(k t n) (Ktn -II



Method1 : k boules ranges , n boules verts
.
ntk an total

IP (Aa ) = k

Nt k

p (Az) =PCAN IP (Az I Aa) t PCA9) PCA21 AT )
- -

=
k- I

=kN
tk-I ktn-1

= his fifth-heh) kin
- I

= kntk
IP (Ann Az ) = Pl Aa ) IPCAzl Ai ) = ¥¥5

MEthode2 : On numerote les boules de I a- nth

les No de t a k sont rouges .
les Node Ktla Ktn sont Verte

.

L'espace d
'e'tats D= {be , y) : x , y C- {1 . . - - intk} , key}

T
Node la ye bonk

"
Node la 2e boule

'

t ' '

sans remise
"

F-Pfe)
p est la probabilities uniform sur (r ,PCs) )
An = { Cn , y )Er : I E n E k}
Az = { be , y ) Er : is y ⇐ k}

'

AMAE {be.yk-fli.i.kz?.aety}
Irl = (Mt k ) Cntk - 1)

'

l Art = k (nth-t )
IA ,
AAzl = k Ck- 1)

I Azl = 6th-1) k



Man =
'FI, = ¥hThIn÷, =n¥n

Plan = 'FIT = fInYYh¥, = nth
PfAnn Az ) = IAM Az I
Try

=

kCk- i )

(n t k ) (htk - t )

Remarque si on tire plus de boules dans lierne sans remise ,
la probabilities que la j- Eme boule soit rouge rant
toujours nhi pour tout le je n-1k .

(a) A =
"
an moins un de

'

tombe sur 1
"

Pl Al =P( tf
,

Ant = him BC An ) = link- LHk→a

Les An
,
not ne sont pas disjoints

= I

IP (ht
,

Ant = 1 - IP (nth
,

Ari )
= 1 - II

,

IPCAFI indef de IA n , not )

=

r - II
,

nine = r - # = ¥1



(b) In An = "

au moim un de
'

tombe sur I a- parter de ke lancer
"

# (↳An ) = " il ya une infinite
' de de's qui dormant 1

"

B (B) = IPC?, lunge An ) )
= Liszt BCUnman )

Parle mime argument que Cal , on a B(In An 1=1 , tf ke 1
Done PCB) = 1 ( a- detailer)

TDF : Exercises 4.1 . 4,4 , 4.7 , 4.8

A) X ai valuers dans I 30 , 40, 503
P ( X =3o ) =P( { groupe A est choisi} ) = Iz
p( X = 40 ) =p( { groupe B est Choisi} ) = Iz
p ( X= 50 ) = 13

b) # Etudiants = 30+40 t 50=120
X
'

a valuers dans { 30,40 , 50}
IP (y=3o ) =p ( fl

'

e'tudiant Choisi au hasard est dans groupe A} )
= # Etudiants de groupe A

= 320-0=14120



Ip ( y = yo ) =
# Etndiantjszdam le groupe B = ¥0 = 13

IP ( Y = 50) = 5¥ = Iz

Par definition , X
'

a valuers dans IN
*

f n E IN*, IP ( X = n ) = ( y - p )
" -t

p
X est le premier instant de sucres lois d

'

e'
precures indef . de

proba .
de skies p

to

a) {X > n} = U { X= i }
i =htt

additivity = pix⇒ = u-M
"
-

P
s

= (t - pimp . -2 G- p)
j

j= o
= ( i - p )

n t 1

L'autre meth ode :
PIX >n ) =PGees n premieres e'prunes sontdes Echecs})

=

.

p ( lime epicure est un Echec} )
= II

,

h - pl = h - pin



+a

b) PIX E { k ,2k , 3k , . . . } ) = Ep( X -- ik )
[ = I

= If u-pimp =ftp.EG-pjk-f.PE?Ch-plkY=ffaEY?pr
,
kaz

(IA
,
1B)
'

a valuers dans { (0,0 ) , co , 17 , ( 1,07, (1,11}
PCHA , 1B) -- lo, ol ) =P({wed : w# A

, wet B}) =P(Acn Bc )
IP(CIA

, 1131=6,111 =P ({ wer : wel A , WEB}) =P(Acn B)
PCHA

, 1131=11,01) =P (fWER : WEA
,
WEB}) =p(A NBC )

IP (CIA
,
1131=11.1)) =P({WED : WEA

,
we B}) =P (AA B)

1A et 1B indef (note 1A ItB) ⇒ A et B indef (note AIB )
Preuve : Si IA 1113 .

P ( CIA
, 1B ) = ( 1,1 ) ) =P(1a -- 1) PHB-- 1)

11 11
Plan B ) - IP ( A) PIB)

Ce qui monte que AIB
REciproquement.si AIB ,

alois ACIB , AIB
'
et ACIBc

ceci impique que tf Cay) E { 0,132
,

P (HA
, 1B) -- la .gl/=lP(1A--x)lPl1B-- Y)

Dono 1A IIB

Remarque Aa
.

. . .

.
An Evenaments

.

On a b'Equivalence
1-An .

. . .

, Ian sont indef . ⇐ An
,
. . .

,
An sont indef .



Remarque : La loi joint : t j , KE { I . . . . . n}

pccx.yt-cj.klinaq.PH-j ) PH'Hfoismarghindes
(X , Y ) suit la loi uniform sur {1. . - in}

'

.

nSolution a) {x=y} = U { X -- k et Y = k}
n k=L

Pl X - Y) = If,Pfx=k,y=k ) = lPfx=HPH=k)
= Fitz =L

{ X > y} = U { X=kety=j }
IEjcken

PIX > Y ) =
,µnPH=k, Y =

, *nhh
= (H 'm =nH = mint

2- method : { x > y } =
,!¥n{ x> i.Y=i3q!¥§X>i. Y=i3

PIX >YI = PIX > i , f- it II. PIX> imply it
Plxsi ) = j.E.m.PH = Ennen = nni



Dona BIX > YI = EF nn Fe = at j = he Nzd
=
NI
2N

5 method : D= { x >y} U { X=y} U {Xcx} en union disjoint
par symeitrie entre X et Y , P ( X > Y) =p(KY)
d
'

ai 2B (X >Y ) t IP (X-- Y) = 1
Done IP ( X >Y ) = Iz G - PG⇒D= Iz G - In ) = FIN

b) 2- = min { X , y } , k E ft . . - - in}

{ E- big = { x- k , y >k} UL X --k ,Y=k} U { X>k , Y=k}
union disjointPl E-k) =P ( Hk , y> k ) t P (X --k , Y-- k) + PIX> k ,Y=k)

×'¥pfx=k) Ply>k) + p(X=k) Ply--ht PCX>k) Pffk)
= In nine + In . In + nine In
= 2 (N -k) +1

n
-

TD8 : Ex 4.9 , Ex 4.10 , EX4.11

a) Iz > n } = { x >n} n f y> n} = { x>n et Y>n}
PLZ>n) = IP( X > n et Y > n ) ×±# PIX>n) Bly>n)

= (t - p )
n
G - q )

" ( voir Ex4.41
= (G-put- q ) )

"



b) tf n z 1 { Z = n} = { Z> n- I } I { Z >n}
IP ( Z = n ) = IP ( Z > n -I ) - P ( Z > n )

= (G-p) H -q) )
" -1
- Ch -pm- ofDn

= ( i - pl G - g)
n - 1- (t - G-pm-q1 )

= : p
n - it ( y - r )

avec r = ( t -p) G - q )
Dona Z suit une loigeometrigue de paramitre t-r
t - r =p+q - pq

a) Xi
,
Xz
,
Xi Xz E { - 1 , t I }

IP ( Xi Xz = 1) =P(Xi = 1 , Xz = 1) t IP(Xy = - 1 , Xz = - t )
"¥'
p (x,=p p(Xen + pfxi = -1) PHE -t )

= Ix Iz t Ix I = I
IP ( Xi Xz = - t ) = z

tf Geum Elli , oh , G , -11 , C- 1,11 , ft , -11}
P ( Xn Xz = Ki

, Xi -- Rz) =P ( Xy = Nz
,
Xz = sense-21 )

¥72 p (Xi --k) IP (Xo-- Niki
' )

= ExE -- I



Done P(XrXz=m,Xy=kz) =P (XiXz=m ) IPCXFRZ)
pour tous xn.nu C- {II}

Ainsi xaxzestindep.de X1
Dewine

, Xrxzestindep de Xz
b) P(XrXz=r , ( Xi ,XzI=C-1,111=1190/1--0
Or p(XnXz=t ) -

PKxnxzkft.TT/ElPCXr---tllPfXz=tI=1zx1z=fzPlXnXz--1,lXnXzI--C-
1,11 ) # P(XnXz=hP((Xuxa) -4-1,11)

Done Xrxznkstpasinddpdelxnxz)

(Xi , Xz
,

. - - I suited v. a. indef de loi uniform sur ft . . - -s6}
T ZI V. a -

discrete

Y:=XT : SL → { e , 2,34} v.a
. (Xk : r→ Gir

,

6 })w t Xpw, Cw ) W t Xklw)

a) { Ten}={Xi C- {5,6} , . . . , Xn, C- {5,6} , XnE{1.2.34}}
P(T=n)=lP(XiE{5,63

.
. . .

.
Xn-iE{5,63

, XnE{7.2.3.43)
"II' (x, Efsa}) . . . Pkn- i Ef 5,63 ) IP (XNEH.2.3.tt})



= (Z )
" -t tf = (F)

"-1

I pour tout n Z1

⇒ T suit une loigeomehigue de parametre 2g .

b) Pour NZI et ie { 1. 2,3 . 4 }
{ Teen , Y-- i} = { HE 15,6} , . . .

.
Xn - i Ef5,6}, Xn= I}

P(T=n , 'ki ) =P( Xi EE5,63
.

. . .

,
Xn-i -45,63 . Xn = i )

in

IP (Xi Efs, 63) - - - IP(xn-i E {5,63) IP fXn=i)
= ⇐In

-'

f
c) Pour i -41,2 , 3.4} ,

{ y= i } = U IT-_ n , Y-- i} e'union est disjoint
nZ1 et demonstrable

PlxT=il=PlY=i ) = ¥
,

pt-n.fi ) -⇐ BIT= n . Xii )
austin

¥
,

#
n-

if =⇐Btn , Xn=i )

= Ex Is = Ex¥ = I
Done Y est uniform sur {1,2 , 3 . 4}
tf n Z I , i Ef 1,2 .3,4} , par les calculi a

'

- dessus
.

Pin ) IP (kik#
"'

x Zz x I =#
"If

=P (F- n , y= i )
Cela monte que Tet y sont indep .

Remarque " Y= XT n'est pas indef du rectear infini (T, Xi , Xz. . . . . )
"



TD9 : Ex 5. I
,
Ex 5.2

a) X - Unif sur EI . - - - in}
#xt-EKKCH-E.kz -_ In k

⇐ k = ncnzt
' )

: (k - 1)
'

=kZ- 2kt I
KZ- ( k- 112=2k-1

Eadie Ck-tf) = Czk -1 )
Il Il
n
'

2E.k-E.it
Done 2£,k= n'+n

⇒ EH - ng
Varix):=EKx - Efx) )

' )=E( x'- 2 Efx) - X + Efx)
' )

=E(x4 - 2E(X)2tE(x)
'

=E(x4 -ENT

Efx') = pipxlk) ( formulede transfer )
=
-n' Eri



¥
,

ha =
mln

-11762"" : mneme method

(k-113 = k3- 3k
'

-13k-I

k3 - (k- 113 = 3k' -3kt I

(K- Ck -B) =3 bi- 3 ht El
11 k-- a

N3

3. ¥k2= n't 3 Mnt " - n
E(x4=n1 . nlnttllfntl ) = thtDlgnti )

varlxt-EHY-EHT-kttkgn.it ) - 12
=n
12

b) X - Bern Ip) , ofps 1

Efx) = O - P(x=o) + t.PH--1) = OH- pl tip =p

Efx4=0?pfx=o) -11? Blah =p ( X=x2⇒EfxfEH9 )
Varlxl =E(x4 - EINE p - p

-

=pG-p )

c) XNBincn.pl
On suppose que X = Hit

. - - 1- Xn

oui Xi
,

.
. -

, Xn v.a . indep.de meine loi Bernlp)
Efx)=E(Xlt . - - t E ( xn ) ( linearite de lisperarce)

sans utilises e'indep des Xi



Done Efx) = np
Corolla've 3.49 : Si Xi

,
. . .

.
Xn sont des v. a . independents admettant

un moment d
'

ordre 2 fini , aloes

VariExit = Ee
,

Varlxi)

Done Var (XI = E. Varlxi ) - Ia, PG- pl = nph-pl .
indep XinBernlpl

Time

m¥9×9=¥np×µ= t.zokthlpkh.pt -k
= klnnlpkh-PY

-k

) penny = n tht )
= ⇐ n (YI, ) Pk h-PY

-k
t

(deja vu dans e'Ex . 1.6 )
= np ( II ) pk

- '
Ii-pin

-'Hh- it

= np (p ta-p) )
n -1 ? binomede Newton

=

up
EH4= ⇐ tip.dk/=FEok4nk)pkG-pIn-k--EE,knthI)pkh-pY-k
=

up ¥417, ) pk-th -pin
-Nk - it



= Np jo (jet ) ( nj
' ) pi G -p)
" -J changement

de variable

j-k-1-np.EIjfnjypih.pt-i -it ( nj
'

) pi ca -pin
-ti)

=

--

np ( Cn-Hp t (Pta-pl )
" - t

)
=

up kn
-Dpt 1) = rip

'

tnpk-p )

Done Varlx) = E (XY -Efx)
'

= nip't nph-pl -apt
= nph- p) .

d) X - Eieomlp) , oops 1

THX) = .IE
,

kpxlk) = II ku-pie
-

tp =p.EI ku-pH-1

On considine flat = oak serie entire

rayon de convergence = I
f- seek

,
IKKI

, flu) = Ise
theorem e de derivation pour les series entireres

⇒= f-
'

(a) = If kkk- I
k=1

(Ims = f
"

(x) = ⇐ kik-Hak-2=2
Done Efx ) =p . II. ka -PM

- it

=p -

u
?
a. p
,p=p1



E(XY = E(x Cx - t ) ) t E- (x )
E (xx-I)) = EI kik- 1) a -p) k- ' p ( formate de transfer)

=p . ftp.IIklk-HG-plk-2
=p. H-pl . f-

"
G- p)

=p H-p) ( Iap,p = 2"pI
⇒ Efx2) = 21yd" t f-
Done Varix ) = Efxz) - EfxF- 2hp tf - fi =
e) X - Poi (x) .

X > o

Elxtiokpxkl = EEK '÷ e-' ⇒e-'EE III,
= ae
-t

. et = X

Efxlx-D= II Kk-npxlkt-IEzkk.tl#.e-t=xze-aEEfeIii=X2e-XeX=x2
Varlxl = El XIX - D) + E (x ) - EAT

= XI X - XZ = X



Var CX) = gzip E (CX
-42) attaint a- c -- Efx)

Prewe :

o E E((X- c) 2) = E( x
Z
-
2eX t ca )

= E(XZ) - 2e E(x) t CZ s to

par linearite
' de e

'

esperance
O f Var(x) = E(x4 - EfXT s to C par hypothese )
E ( CX -c)2) - Var (x) = a- za E (x ) t EfXT

= (c - E(x ) ) Z Z O
cette difference stannite si et sentement sic= Efx ) .

TD10 : Ex 5.3 , Ex 5. 5 , Ex 5.6

a) { Y= 12} = {Xi t X2=12} = { Xy = 6 , X2=6}
= f y = 12 , Z = O}

Ply= 12
,
Z to ) = IP(0 ) = O

P(Y= 12) = IP ( Xi = 6 , Xz = 6 ) =P(XF6) IP (XE 6) = If>O
P( Z t O ) Z IP(Z = 1) 7 IP ( Xi = 2 , X2--11 = 136 > O
B (4=12 , Zt o ) # Blye 12) IP(Z to)
Done yet z ne sont pas Ende'p



b) Cov ( X , Y ) := IE ((x - EKD ( Y-Ely)) = E(XY) - Efx) EH)
Prop rieti de covariance
La covariance Cov C . . . I est une forme synietriqne et
bilinearre :

Si X , Y. Z admettent un moment d
'

ordre 2 fine ,
tf x , p EIR ,

on a

Cov ( X , Y) = Cov ( Y, X )
Cov (xxtPY, Z ) = a Cov ( X , Z) t f Cov (Y, Z )

X, et Xz sont borates IXn l E 6
, 1×4 E 6

Xi et Xz admettent un moment d
'

ordre 2 fini
Y = Xi t Xz , Z = Xr -Xz

y et z ont anssi un moment d
'ordre 2 fine

Cov ( Y, Z) = Cov (Ktxa , Xi - Xz )
→
= Gov ( Xi , Xi - Xz ) t Cov (Xz , Xi -Xz )

bilinearite
→ = Cov ( xn , xp -Cov la, Xz) t Covlxz ,Xi ) - CovHz, Xz )
= VarKil - Cov (Xi ,Xz ) t Cov(Xi , Xa) - Var(Xz)
= o T T H
T

ces termes sont bien finis
car Varun = Var Hz)

( Xi et Xz ont la meine loi )

Remarque: Corolla've3.47
Si XIY admutant une esperance fine , odors Cov IX.Y) -- o

! Cov IX ill = O # indigo entree X et Y



c) IZI 'a valuers dans { 0,112,3 , 4,5}
D= { ( i. j ) : i. jet . . . .

. G }} = {e , . - - , 632
1521=36

{ 12-1=0} = { Girl , 12,27 , (3,37 , 14,4) , (5,5) , (6,6)}
PIIZKO) =P,# Co ) = 1445,031 = Ez =L
{12-1--1}=14,21 , (2,3) , 13,41 , 14.5 ), C5i6 ) , (2,11 , ( 3,21 , 14,3) ,

15,41
,
( 6,51 }

PIIZKI ) =P,# G) = ⇒ =E
{124--2}=111,3 ) , 12,4) , (3,5 ), 14,6 ), (3,71 , 14,2) , 15,3) , (6,4)}
BC# = 2) =p# 121=856--4
{124--3}=117,41 , 12,5) , 13,61 , 14,71, 15,27, 16,3)}
IP ( IH -- 3) =p# 131=656--61
{12-1--4}=1115 ) , 12,61 , 15,71 , 16,21}
Bf#=4I= plz , 141 = If = Ig
{ HI -53={1%6116,11}
IPHZI -- 5) =P,# 151=256--78
( civerifierque II.Piz, lil = 1)
ENZI ) = ipizilil-oftt.E-2.FI -13%+4%+518

= 3578



Remarque • ElXl = Egypt x >n) = ZIP (Xen)
N Z I

• Si X ai valuers dans Z
,

Ell Xl ) = ¥µP(HI > n) = ¥
,

Pll Hen)
Premier :

E. Blunt = -4.EhIf*iYNEIN

= E P (X=i )
(n , i ) : NZO, iz n-11

= I p(X=i )
(n , i ) : i 21 , O En si-I

= E. Eino Bhai))
= ¥

,

i. PIX=
ne depend pas de n

= E⇒iPlX=i ) = Efx)
z 't



a) HKZI
, Ak=" labouletireedelak-emewrnesoitjau.me

"

Ptak) =L
k-11

{ T > n} = Ann . - - n An par definition deT
PCT> n) =p ( Ann . - - n An )

=p ( Aa ) . .
. plan ) par liindepdes An . . . ; An

= Iz . } . - - ¥1 = ¥1
{F- to} = If Ai = NET> n}

NZI

{Ton }
,
not estunesuitedecroissante d

'

e'vehement

Done p(T=to) =p( tf
,

{T>n} )
= tiny PIT> n )parconhinuikdep-fe.mg#=o(c-a-d.Testpresquesure

ment fini )
b) frizz

, {T=n}={T> n -1315T>n}
Pint -_P(T=n)
=p (T> n -t ) - PCT> n) = NI - ¥n1=nfnt1 )

Done ECT) =
-

NPTth) A priori , Testa valuers dansn¥*uHo}
µ* Ulta} , mais

= nEµ*NPtfn ) Pelto)=PLT=-107=0

= ⇐ ninny , = n'+1=+0



TDM : EX 5.7
,
5,8 et 5.10

Pour lava
.
X les valuers possibles 5 2 1
'

densiti discrete % % Yz
a) Question facile
Efx)=¥ajPxk7= 5. pxl5It2P×E) -11 - Pxtt)

= I -13-+12=2
Lorsquelaloidexestconnue, this Somerton Catawba variance
par la formate VarlXl=ECx4 - Efx)

-

E(X4=¥×wjPxGe) ( formate de transfer)

= 52

.pt/5)t22.Pxfz1t1?PxC1l--25zt4zt1z=6DoncVarCXI=Efx4
-ECxf=6 - 4=2

b) Par linearite' de e'esperance ( les v. a. Xisontdtsperanefinie)

E(Snl - ECE,Xil=¥E(Xi ) ¥,2=2n
question a)



Les v.a . Xi sont indigo .
et admettent un moment d

'
ordre 2 fini

Var Csn ) = Var C¥
,

XII ¥
,

var (Xi )
¥ EI

,

2 = 2h

question a)

Comme E ( Sj 1=2j d
'

apies b) ,
{ Sj ZN 's = { Sj - E(Sj ) Z N-2J }
in

une v. a .
d
'

esperance milk , dit
"

c entree
"

1- E je Nz impligue que { Sj - Efsjl a N-zj}c{ ISj -Efsjll Z N-2J}-

>0Dmc plsj ?N) EP(lSj - Elsjllz N-zj ) § Yan'll a
par
l
'

inegaliti de Bienayme- Tchebychev
Comme Var (Sj 1=2j d

'

apsis b) , on obtient lhinegalite' recherche's
IP ( Sj zn ) s 2J

(N-j12"

obtenir un score Z zoo en lanesant moins de 80 flichettes
"

= { 7 j E 80 Eet que Sj Z 200}
Les Xi sont Z I , (Sj ) ja , est une suite stridement croissant
Done { tj E 80 tel que Sj a zoo} C {Sgo Z 200}



Pour conchere . il suffice d
'

appliques finegatite
' obtenue

'

a j - 80, N -- 200
IP (sgo 7200 ) E 1460oz = To

Ain si
,
P ( Fj E 80 teh que Sj 7200 ) E to

a) off.it:9??ijpcx=ji=cnp*iu-EIn-i--lHz-n
et p(n - X --j ) =P l X- n-j I = (f.

j ) 2-
n

( nj ) = j ?In .j , , = ( nnj ) ⇒ pCx=j I =P(n - X = j )
Donc X et n - X ont la meine loi

.

Remarque : une autre approche

suppose quit exist Ya
,

. . .

.
Yn indip de loi Bern Hz )

teh que X = Yi t - - - t Yn
.

En no tant Thi = I - Yi , I E i E n , on a
N- X = H - Yz) + . . . t G - yn ) = Is t - - - +In
Les YI

.

. . .

. I sont aussie indigo , tortes de loi Barnett)
Done n - X suit e'galement la loi Bin In . I I



tf k> o
, f l X - El z k } = f x - E z k } w { x - E e -k}

union disjoint
⇒ P l l X- El z k) = PC x - E z k) t p ( x-Z e -k}
Or
. { x - E e - k } = { E - X e k} = { n-X - E z k}

Comme X et n - X ont meine loi ,
P( x- E t -k) =P( n - X - Z Zk) = IP ( X - Eek)

Aimi Pl Ix- I Iz k) =P( x - Fez H t P ( x- E Z k )
= 2 IP( X-Z Z k)

b) X r Bin In , I )
, El x) = n . E = I2
VarHI = n . Ha - E) = I

linegalite de Bienaymi-Tokeby cher
Pl Ix - El z k I =p( IX - ElXII zk) s Vwf¥= the

Done d
'

aphis al ,
IP ( xn - E z k ) = I PHX-Ela k ) E ft

c) La proportion de garcons 375050 a o, 507 this procheck 12
ne signifier pas que l

'

idle est ' 'bonne"
.

Hypotheses : une nuisance ait antant de chance d
'

Ete un gargon
on une fille , et Cela de maniere independante

Estimons sons cette hypotheses
IP ( il y a 355000 garcons

et 345000 filles parmi 700000 nuisances )



Eui vous n = 7-oo ooo
,
Xn = nombre de garcons

he's

D
'

apies l
'

hypotheses , Xn suit la loi Bin Cn , 121
A hors

,
IP ( Xn=355000 ) E IP(Xn Z 355000 )

=P(Xn - Iz 75000 )
s n

8- 1500012
d
'

ape's b)

= 700000

8. I5oooh
= Iz - 10-3 this petite !

En conclusion
,
si les nuisances ancient antant de chances d

'
entre

une fille quiun gargon, ily await une probabilities 0,0035
d
'
avoir 355000 garcons parmi 700000 nuisances .

Cela rend l
'

hypothec ties peu vraisemblable .

a) thePartin 2n personnel en deux groupes de n personnel
= Choi sir n pessonnes parmi 2n pour cons tither le le groupe
( les n personas nestant constituent automahquement le 2nd groupe )
Il
y a penny f-aeons de les faire .



b) X=nb
.

de femmes dans le le groupe
les valuers possibles sont { 0,1 . . . .

. n}
V- KELO .

. -
-

in} P(X=k ) = Yakin ,
ai Nk:=nb. demanieiesdeformerlelegroupeaveckfemmesetn-k hommes

= ( T ) - ( Fk ) ← choisirn-k hommes parminT
choisirkfemmesparmin
Done p(x=H= thlnk )

( 2L )
'
Osten

c) X=
.

Iai ai Ai -
' '

lait femme est dans le legroupe
"

titian
, plait th

←ohoisirpnof-feutgeoyp.gsomnes

=
(2n -17 ! n ! n !

(n-H ! n ! (2ns !
= In =L

Par linearite' del
'

esperance

E(Xl=nE
,

Ekiti ) = .¥PfAiI=Z
d) Itj , Cov Hai ,1Ajl=E(1Ai1Aj ) - ELIAIIEHAJ)

= ECIAin Aj )
- ELIA'd El1Aj)

=p(Ain Aj ) - MAI ) Blaj )
= KIEF - EE -- Tiz'm, - Iso



Done Var (x) = Var (
a

IAI ) '
. les Ai ne sont pas indef
Var ( IIAi ) # E VarHai )

= ⇐Yar Hail t¥µovHAii1A#
SO

⇐ FERIAith- Mail ) = E÷
.

I = I
e) HE >O P( l X - El > En ) =P ( IX - E (X11 >En )
f VarCX ) 1

y
. on'

=

45dm

Bienayme- Tchebychev
TD 12 : Revision avant le para'd
( Les corrections detainees du partied 2020 sont sur Moodle . )

1) YCr) = ZCr) = { 0 , I}
My (1) =P (4=1) = IP ( xn = 1 , Xz = 1) indef p, pz
⇒ y ~ Bern Cpap. )
De meine Z r Bern ( pips )

2) (Y, Z ) (r) = { lo, o ) , co, 17,17, o) , 171))



Py, z 11,11 =P(4=1 , 2- = 1) = IP(Xn = 1 , X2=1 , X3=1 )
indie op, P2P3

Py, z (I , o ) = IP ( Xi = 7 , Xz = I , Xz = o )

indieP p, pz (t- Ps )

Py, z lo , 1) = h- pi ) Ps Ps
Py, z lo, O ) = 4 - Py, z 11,1 ) - Py, zh, ol - Py, z (Q1 )

= 1 - P, Pz - Pz Pz 1- Peth Ps
3) 42-104=10,13

IP (YZ = 1) =p,pzpz } ⇒ YZ v Bern(papsB )
ElyZ) = Pr KB
Y - Bern ( paps ) ⇒ E (Y) =p, pz
Z n Bern (pops ) ⇒ FL (⇒ =P2B
Cov ( Y iz) = E(YZ ) - Ely) Elz)

= pipzpz - p, pfp, = PikB (7- Pz )
4) Cov ( Y, Z) > 0 car 13 , Pz , Ps E ]0,1 E

⇒ Y, Z ne sont pas indigo .



1) BIAIX - k) = kite
2) PIA) = [ Plan lx=k} )

kzo

= E. PCA IX=k)P(X=k) (

fnmwkdepwbatotat.es/kZO=kEokIzI ?e-t-n.E.cn?:n.e-x=EEocI:::.e'
= Ice - IIe't = 'I

'

3) IP ( X -- KIA ) = lPGx=k}nA)
PCA)

=
PfAIX=NPH=k ) ( formulate Bayes)PCA )

=

,
!e. , Xktte

-
A

( Kt Il !



71
m

IP ( X=kt1 )
4) Pf X-f- KIXZI ) = plxzt )

P(x=ktH= LIT, , e-X ,
lpfxz11=1- PH-07=1 - E

'

1) X 'a valuers dans Lr, ret , . - - }
ttnzr

,
X -- n ⇒ on a unsuccess au Ne ti rage

et pendant les n-1 premiers tirages ,
on a enactment r - I sucks

P(X=ni¥p . fnr-fzypr-tu-pyn-t.hr- H
E binomial



2)
"

re suis arrive avant me Echec
"

= { r E X E rtm -I}
X = r ⇒ re success arrive lorsqu

'

on a O e'Chee

X= rtm- I ⇒ re success arrive lorsqu
'

on a M -I Echecs

IP ( re sucks arrive avant me Echec)
Ntm-I

= EP( x-- n) =
'

( ft ) pr G- pin
-r

n =r

3) Efxk) E
' Ink ( III ) pra- pin

-r

n z r

nth = r fry
FERMI ( f pm- up,

n - r

= F Er Nk
-1 ( Y ) pretty - p )n -r

pose M=nt1 Tv a

= F -2 (m -11kt ( Mr
- I ) prt ' G- p )

m- Cret )

m -- rtI

¥ f- Effy-11kt)
4) En penant

kit
, Efx ) = F EN- Ho ) = if 1*1

En penant k--2 . Efxz) = Ip Effy- 1)) = F (ENT -1)
#FIFI - H

Var IN = EIXY - Efx)2=rHp#



TD 13 : Ex 6.1
,
6.2

,
6.5

Gx Cs) = E (SX) = flP(X=n) s" , SEE- in]
a) Bernlp ) : Exes ) =P(X-- 1) s't IP(X = o ) so

= p - s x ( n -p) - I = a -pips ,
tf s EIR

le rayon de convergence R = to

b) Binln.pl :

Gus) = ⇐ p(x=k)sk= Eoff )pkh-pt-ksk-E.dk/cpsYG-pgn-k
= ( pst n-pH ,

Fs EIR
le rayon de convergence 12=+0

Ze method : On e'crit X = Xnt - - it Xn
oui les Xi sont v.a. End'ep de loi Bern(p )

Gx (s ) = E(s × ) = E(skit . - ' +Xn )
= Els" ) . . . Efsxn ) par indigo .
= K - pips )

n

, f- SEIR par Cal

c) Giomlp) : Gx Cs ) = Efsx) = ¥7 PCX=n)s "
= ph-pin's

"

= ps . cu-pls )
" - '

=p . It,- pls
pour tout se 3 ftp.#pE-(R=fp )



d) Poilxl :

Gxcst-n-I.PK/--n)sn--EE7ne-xsn=e-x.ECxs1nn--
o N !

= e-? e
"
= ENS-t ' YSER

Lerayonde convergence 12=+0 .

Rappel : Efx) = GIG- f- Gift) (si cette derived exist )
ECXCX-111 - G'x' CEI --Gx" It )
Varix ) - Elxlx-IHTEIXI - ENT

=Gx" CIHGICI- I - GEHT
a) Cteomcpl : Exist

← 77ps , FISK !
- p

p> o , dragon de convergence R - Ip > I
PG- ca- pls) - ps C- G-pI

=

PGI (s ) =
(n- n- pysyz (t- G-pls)2

G'x' Cs) =
-2p

( t - G - p )sj3
' C- G -p) ) =

26-p )p
( t- G-p)s)3

Gift) - pI , GI't)= "f?P = 24¥
"

THX) Efxlx-H)



Vara) = Gx
"

htt GIGI - GIAP
= 211-P)

+ Ip - Iz = #P2 P2
b) Poi txt : Gxcs ) = eds

- I '
, tf s EIR

GI Cs) = Tells-1 ) GI
'

( s ) = Tells-1)

EH = GI th = X
, Elxlx-D= Gx

"

# = XZ
Var (x) = 22+7 - I = X

Gxty ( s) = E ( s
Xt Y )

= E(SX s Y )
= ECSX ) Etsy ) par indep
= Gxcs ) Gyls)

xnpoitxn )
= exits-News-t )

yn Poi ( Xz)
= editX2) ( s - 11

, HsER
On reconnaitlafonchongeneratriced

'

une loi de Poisson Cath)
comme la fonch-ongdndratricecaracteriselaloidtenev.ci . a- valuers
dans IN

, on obtest que Xtynpoitxitxz)



a) Exits)= 1-pntpns.IE 'kn , SEIR

Gynes) = II. Exits ) parindep .

= G-Pntpns )n=( it #Is -11 )
"

,
-VsElR

( yn~Binln.FI )
b)

Gynlst-expllnhtfls-Mnlocn.es
-ah -so= experience#s-1) ) ) a new

=exp( n . Ines -1) + ocn - Ints-11 ) ) n -7+0

then,¥GynGl= expats- II )
← fonctiongeneratricedeloi

Ceci rappdlelefaitque
Poilx)

PlYn=k ) ⇒ the-1 pour tout KEIN



TD 14 : 7.1.72 et 7.4

FxHI=lP(XET ) , TER
Fxlt ) - Fxlt - I =pCX=t )

a) X=cElR constante

Fx # = 11901 =o site{Pcr )=1 site
Fx n
1- - •

o E > t

b) X - Bernlpl F×H= Molto Sitio

PCX-07=1- p Siete

En
IBUKI site

1 .

1-p . c

O
'

I > t

c) X~GEomcp) F×Ck)=P(Xsk) - 1- PIX> k)
= t - Ct-pk FREIN

IP(X=k)=Hpktp ,
fkn



F#
1
.-#

r-G-pp - § y-ppp
C

T- G-p)
2
- o c

I h-pip
p - . c

O E
'

z

'

z

'

4

> t

La hauteur du Sant en k est Cr-p)
kit

p .

Rappel : Si F: IR→ To, 13 velrifie les 4 proprieties suivantes :
ti) F est croissant
Iii) Fest continue ai droit
(iii)

"

Ff-a)
' '

= lim FAI = O
t→ -o

Liv) " Fftol
''

= born FHI =I
t→to

odors F est la fondion de repartition d
'

une v.a
.

reseller
.

Solution (a) F croissant

F continue in droit ( O est le sent ptde discontinuity"

F(tol
''
= I "

FC- a)
' '

= O

F est bien la font
'

on de repartition d
'

une v. a
.

(b) sets fifty est croissant ⇒ F croissant



K t LH continue
-

adroit ⇒ F continue a- droit
( les pts de discontinuities de F sont IN

* I
"

FC-o't = O ' ' Fetal
"

= Lima Ifta, = Iz E I
F n'est pas une fondion de repartition
(c) Flu) = Go Gcse ) oi Glad = e-

-

F croissant ( G DEcroissant )
F continue C G continue)
"

FCto)
"
= I can lime

- k
= O

,
Glo ) = I

N→to

" FL-x )
"

= 0 can aliens e-
n
= to

F est bien une fondion de repartition

a) mots Ici - e- n ) et azo↳ 47¥ sont croissants

Fx est croissant sur chaque intervale

Izu -e-n ) Z O pour tout neToit
t see -4 , toT.at#ngZI--EetV-neIoiE ,

I > Eh-e-M



Done Fx est croissant sur IR
k t Iz CI - e-n ) est continue

set 47¥ est continue a droit ( r t LN continue a- droit )

taint, Fx IN = Fx (o ) lift Fx Get = Fx th
tf est continue en o )
Pour tout KZI

, Fx IN = ftp.
tf EE toit

, Fx (betel = 4+4#e, =# = Fx Ck)

k 22
, Fxlk-E) = 47in!e, = ,7¥, = KIFFIN

Dmc Fx est continue a- droit sur IR .

Lise
.

Fxkko
, ah;m+fx Ink ftp.t#a-- I

Conclusion : Fx est bien une fonction de repartition .
TD75 : Ex 7.4 (bis ) , 7,5et 7,6
Ex7.4 b) IP (x= O ) = Fx ( O ) - Fx co-I

= Az ( n - e- o ) - O = O- O = O

P (Xs H = Fx (II = laity. Zu - e
-set = Izu-e- ' I

f- aE [of] IP (XE Ta, 13 ) =P(XEt) - Rhea) = Fx CH - Fx la- I
= it. - lying. Eu -e-a) = E - Eh- e- at
= Az e-a



P (x-01=0 , IP#1)=p(XE II.131=1 e- 1 deja vu dans b)"
V-kzz.PH-- k ) = Fx Ck) - Fx Ck

-

I
= In - k£1 = kutty

Eun Pf#H - Ot Ee-'- + ¥zf⇒=o+ EE't E.dk-Ed
= OtEe- it + I = Ice +e-1) < 1 car e-121

¥µlP(X=k) L1 car PCXE To.IE/=FxCII-FxCo7--1zH-E47OIPlXEsoi1E)sopuisqueFxest striatemeat croissant sur 30,5L .

¥vP(HH t PlX Eso, I E) SIP(XE 1121=1

a) Fx Cx) CI - Fx hell = O ⇒ Fx Cx) = Fx be )
2

⇒ PIXEH =p(Xen)PNEn)
Comme X est indep de X , HaeEIR .

E'Eirenement { X Ea} est indef
de lui mime

.

IP(x sad =p ({ Xen} n IXer} )
=p (X Eze) IP(XEN ) par indef

Ceci implique que Fyke) ( 1- Fx call = o pour tout re IR .

b) Par a) , on soit que Fx Ca) C- { o , I } , HaeEIR .

Comme Fx est croissant, ICERusty} Eg . Fx Geto si KC

Or
, comme Li→mIxlH= o et Ligny Fx ca ) = I ,

Fx (H - I si se > c

contredit him Funk 1on a c EIR ( ear sin II,' II
,

contredit 'hgEzFx Info )



Par la continente a- droitde Fx . on a Fxktzfisme, Fife) = 1
Done Fx Cnl = O si KC

c'est-E-dire Fx = If
,
to[Fx Cx) = I si se Zc

IP(X=c) = Fx Cd - Fx Cc- ) = I-Legg. O = 1-0=1
Ansi X = a presque sirement
( X est une v.a. nettle constante presque soremeat.)

a) Expect =P(2×+1 Et) ¥
IP ( X E I = Fx (tf ) , ftEIR

{ 2x -11ft } = { XEtz}
b) Ex IH = Pf-X ft ) =P(X Z -t) = 1- p ( X s - t )

= 1 - Fx Htt ) , htt EIR
c) httEO . Fe× HI =P(exEt) = O
f- too , Fex HI =P (ex St) =P( X E Ent) = Fx cent I

d) tf t so Fxz Itt =P(xZE t ) = O
tttzo ! Fxz HI =P(XKt) =P f-FLEX ←rt)

=P(XEth - IP( Xc-ft) = Fxcrtl - Fx CC-ET)
e) ft EIR

. Ex, htt =p( LxJst ) =P(X4th1)
= Fx ((Ltt tIT)

Remarque : Ltt -11 > t pour tout te IR



TD 16 : Ex 7.7
,
7.10 et 7.11

ftEIR
,
{ wet } = { max Cx,y) Et} = { X et , yet}

= { x St} n Lyft} =L XEt et Yet}
Fw Hl =P(wet I =p( x et et yet)
=p (Kt) IP (yet ) Parl

'

indef. entre X et Y
= Fx Itt Fy It )

{ ZE t} = { min Cx ,y ) Et } = { X store yet }
= Yet} U {Yet}

Ilvautmieux passer an complimentaim ( " U
"

→
"

N
"

l
union intersection

{Z >t} = { min Hill > t} = { X > t et Y>t }
Fzltl = 1- Plz> t) = I- P( X> t et Y> t )
= I - IP (x >t ) MY>t) par e'indef. entre X et Y
= 1- (1-Fitt ) H - Fy Ctl ) = Fx Itt + Fy Itt - Fx Itt Fy H)

Fmaxcx
,y)
= Fx - Fy sous e'hypotheses XIY

Emin IX. YI = 1- ( t - Fx ) G - Fy ) = Fx + Fy - Fx . Fy
2nd method : FzHI = PlzEt)=p ( XEt on yet)

=p ( XEt) tPlyet) - IP ( xet et YEt )
= Fx tht Fy H - Fxlttty HI



Rappel : X v. a. resettle VEER
,

Fonctiongeneratricedes moments Mxltl :=E( etx ) C- [0,1-0]

a) X~Bincn.pl
On e'crit X=Xnt - i - + Xn oui Xi , Kien sont indef
et de loi Bernlpl .

Mxlt) - Efetx ) = Efetlxit
" - txn ) )

= Efetxi ) .
. . #(etxn ) parindep

= ( h- pleotpet )
"
= (t- pipe )

"

b) X - Geiomlpl
Mxltt-Efetxl-fgetklPCX-kl-fzetku.pk

-tp

= pet . feta.pl/h-t- = pet
r - eth- p )

c) M×IH=E(etx ) = -2 etkp(x=k)
KEIKO}

= Izzy, etklkl
-Gta ' ai a > o

2-lPH=H=1

Mx lol =E( e.0×1=1
kezllo}

-

⇒ 4=2 n'
""↳

sit> 0
, Mxltlz # etkk- "" '=L

.

letter""
>1
-

⇒ Mxltkte ( ah;m*etkk"
"'
⇒o) pair

''

Intro



= to

-

si tso
, Mx Itt z Fa d-htt'tk J

"" '

⇒ that = to

Dona
Matt = { In I o

Mz IH = Ef et
Z ) = E( et ") = E ( et'NHgy⇒zt1{y⇒y))

= E ( et'H1yy=1z ) t Ef et" Ily= -13 )
= E ( et× Igy=ez ) t Ef e

-t"

14=-13 )
= E (et'll Ettyy⇒y ) t E ( e-txt EHLY= -13)
t et× est indeep de Igy= ay et e

-t 't
est indip de Igy= -13

= Mx ft) ply= II t 14×1-t) Bly= -I)
= Iz ( Mx Htt Mx ft) )

TD17 : Ex 8.1
,
8.3 et 8.4

Rappel : Pour que p soit une demit de probasur IR , il faut :

P Z O ,
Riemann- integrable sur IR , f.jpCmdr= I



to

a) Il faut trower c> o tq . fpbeldn -_ 1
-x

ft; penda = IIc e-a" IIR
,
'm da

a>o
=

fotoee- ate da = c. foie-anda = c. at = 1
il faut done prendre C = a > O

P est en fait la densitedelaloiexponentielledeparametrea
b) plus = - Enloe ) 1) a ,1[ bet ori AE [o.IE

= - cental Iza
, a. [

Ck)

torque acne 1 , lncnlco
Il faut trower c - o e.g . ft; Pla ) da -_ 1
IT pcnldx = [J-chin) Iza , # Laida = - offense doe

[seenK- a)
'

sense = - c Tulun- n] !

Done il faut c =
1

= c Calma-att )

alma-ate
> 0

Pour tout se > 1
, buses x- 1 .

Si Kast , en prenant x=Ia
,

on obtient bra> 1 - La
" "

! Sia
-

- o
,
il faut pronate alma -_ limo,eElnE=o (et et )

E

SE ensedr = h-yoyfteenndr-fiyf.tt E - EhretE

= - I



a) UE ]0i1[ NUEJoint Intl]E{0,1 . . . . in-I}
④(U - 17=0 ⇒ PC LnUI=n ) = O )
f- KE { 0,1 , . . . , n - I }
PlLnUI=kI=PlnUE[ k

,
htt )

=p( UE -1¥
,
ktnt -L )

=fq¥ Igo,qCnlda=fh¥÷ da = knit- knife
Done LNU) est uniform sur {0,1. . . - in -I }

b)
- 1a full E) o, tot

,

oui a> 0

Method 1 : fonctiondereparhon FAI -- IPC - Labra Et)
Si tso

, Flt ) - O

Si too
, Fitt =p ( en UZ - at ) =p (Uz e-at )

= 1 - e
-at

Dono - Ialnu a la meine fondi'm de repartition que la loi
exponential de paramite a

Ainsi - ten U ~ Eca)
Method 2 : g fondion

' '

test
"

continue et bomb arbitrate

Efgttalnul ) = fo
't

g C- haha) da changement de variable

y = - taluk
= Jot
-

g ae
-att
dy see

-ay
= £+596) ae

-

autre Cmdr
Dono - 1a full estates. continue , admetwmmedensitiae-antyp.cn)

⇒ - teenier Ela)



f- KEIN P(Y=k)=P(LXJ=k)=p(

XEL-k.ktt-1-fkkttfxcnldr-fkkttxe-wefp.la/dk=fkkt1yehuda = e-Xk- e-
Nkt't )

= (e-7)
k
( I - e-1) = Ctp)kp

oui p= 1 - e-X C- 30,11 .

Done Yn Giorno ( 1- e-x )
TD18 : Ex 8.5

, 8.7ft 8.8

a) Y=xXtf , 2- o , GEIR

Fyltl-IPCYEH-plaxtpetl-pfxst-I-1-Fxlt-LI-f.ITfields

⇐Ears to txt#Edy
f-aatp Done tzfxlttfslestunedensitidey

b) y=e× Fondiontestgeeb CIR)



Efglyl) =#gley ) - ftjgcetfxcnldae
= fotglytfxcenylydyf- er

x=eny
= £59191 fxllnyltyhgo,+*Hldy
-

Done yadmetpourdensittfxllnyltytgo.HN
44=4230 Fyftl-opmrt.co
HTZO

. FyHI=P(xZH=P(-F-Exert)
= Fx Ift ) - Fxl -rt )

( Fx est continue)
= ffjfxlnldr - fjtfxlrldse
=

ftp.fxlnldk-fortfxbeldrtfjzfxcnldkx-fy
It µ

x= -ry
Y =ze2Youfotf.ly/ztydyfotfxtrHIrydyFyltI=fotfxlryltfxffy)

zry
dy .



Done Y=x2 admit pourdemit
' fxcfyltfxfry)

Ty
to,to[ (Y)

d) 4=1×1 fondion test g E Eb CRI

Elgull -- Efgllxl)) = IT glial) fun) doe
= Soto gcselfxlaldaet 1! gtselfxse) doe
= Sotogbetfxfeldse-fotogbdfxf.se) dad Y""

= Sotogladffxcultfxtu)) doe
I
e-

Done 1=1×1 admit pour dunite (fxlyltfxl- Y)) Iso,tatty)

a) Rappel : Exercise -7.7
Fw Hk Pfmaxcx, Y) E t ) =P(Xet et yet )

×Ey
IPCXEHPCYEH = Fx Itt Fy Ct)

Fzltl = I - IP (min Hill> t ) = 1- IP (x > t et Y> t)
= 1- PIX>t) ply>t) = 1- ( I- Fatt) H- Fy H1)
XIY

= Fxltltfyttl - Fxltttylt)
Ici Iet Yontlamemeloi , done Fx=Fy et

tw HI = Fifth FztH=2Fx HI - Fx Ctf



Comme Xadmetunedensitefx
⇒ dunite fwH=adfF×Af=2FxHddtFxH=2Fx# fxft)
fzltl - dat (2¥ Itt - Fx Itt) = 2f×H) - 2 fxtttfxft)

= 2f×fH (I - Fxltl )
Si X - UCQH

, fxltl =L]o,# htt F×CH=t pour octet

fwltt-2ttyo.se HI fzttk 2h-t) Igo,a[ It)
ECW) = If tfwltldt = f'S 2E Igoneltldt
= So

"

2Edt= }
Eth= IT tfzfttdt = f!2K-Htdt =3

b) Lemme ( Exercise 7.3 ) : Si Vw ER
, XCW) E Ycw)

odors FXCHZ Fy Ctl pour tout tEIR .

( XEY ⇒ Fxzfyl
Theme : { yet} c { x et} car X EY
Fy # =P( yet ) E PIX ft) = Fx CH o

Application : W -- max (x , y) ZZ -_ min (x. Y) ⇒ Fz Z Fw
Sans peste degenerate't

'

,
on pent supposes que

Xi , Xz , Yi , Yz des v.a
. indef , de loi U (0,11

We -_ max (Xn , Ya ) Zy = min (X1
,
Ya )

Wz -- Max ( Xz , Ya ) Zz= min (Xz , YI )
Wn , wzindep.dememeloiqueWZn.Zzinddp.de mime loi que Z



min ( Wn , Wz ) = min (Max(Xi, Y, ) , maxfxz , Yz ) ) Z min (Xi , Yz )=Z,
car max (Xi, Yi ) z Xi et max (Xz , Yz ) Z Yz

Denteme
,
min Iwa

, Wz ) z min ( Yn , Xz ) = Zz
Dono min (Wi , Wz ) Z Max ( Zi , Zz )
Hirsi park lemme , Fminlw

, ,w. )
E Fmaxcznzz)

al M×HI=Elet× ) =L'Ietk¥
,
e-Eda

= LIFE
,

et"# de
= ÷

+ Eda
= e¥ da

= et une densite
'

normale

b) MxH=e¥=.EE#.EIi=.E.otYaiMxltI=FzoElf? th
Par uniate de la decomposition en series entire, on a



Elxkto sik impair
Efxk )=¥? sik-zi.ieN

c) yrNCµ,r2) r> O densitidey :

foe,=Lfree
'

':#
f- ( Y-a) www.H" "

=MyH=E(etY)=EfetHtM) )=€(etrxtte )
=

etnefe.tn/=etMMxltr)=er2t2tMtTD19:Ex8.11.8.12et9.1

1
"

V

= tan

On voit que X
- tan COI arctanilR-I-I.IE

Lafonction de repartition de X
Fxcr )=P(XEX) =P( tariffs )
=p ( ⑦ Earctanae )
= Focarctanx ) = # ( Izttarctane ) , the EIR

Fatt ) - Fel + t) pour-LEJ-E.EE
= o site-I
= 1 si TETE



Fx est de classe et sur IR
Donc X admet poor densite f-× be)

= FICx) = ¥ daredrank
= #¥

Conclusion : X est une variable de Cauchy .

2nd methode : g une fonton continue board de IR dans IR
E ( guy ) = EL guano 1) = f gttanulfztzq.q.lu) du

IR
= I gctanuldu = ¥ fr glut w duV= tank

u= avatarsU
= fr gbe) Tiffany doe . Done feel = ,¥+nz, est une

densite' de X
.

a) Comme X est positive , Xk z O et E(Xk) est toujours
bien define dans Eo, to]

b) X positive,
'

a dunite fx ECXk) = foil fx Cmdr < to
Alois him ft

-

zekfx Get da = O
t→to

Or fixfuel de Z fittkfxhelda = tkffxlnldr
= th p(X >t) Z O

( X a- dens ite ⇒ IP(X>t ) =p( X Zt ) )



Done fish
,

th PIX> t) = o

c) Efxk) = Jot
-

xkfxlaldr = zhjmsfosekfx Cmdr
On note FTH=P(X>t) = 1- Fx ft) . On Sait que FAI =

- fat)

ffxkfxcaldn = f!seek#'ca) da =L-KENT!-f!-Fk) Kahan
integration par partie

= -zk Etz ) tf! Else) kzk-I da
si El Xk) < to

,

Par b) , him zk ICz ) = o et done
⇒to

¥77.1? akfxcaldr = fined! Else) kak-tda
= Soto Else) kkk

- Idr
par consequent , E(Xk) = foto Krk-1 PIX>x ) doe
Si Efxk) = to , pour tout 2- so on a toujours
f! zekfxcrlda = -zk FEI tf! Fbdkzek-tda

Eff Fla)Kkk-1- doe

III. f!sekfxcx) da = Efxk) = to
Dona fotoEla) knk-tdn-fzigz.IE Else) Kkk

-take to

Par consequent Efxk) = +• = fotokzk
-1
PIX>a) du



d) Y Edensite' l Yl positive et a- densite ( Ex 8.51
Y admet un moment d

'

ordre k fini
⇒ E(HIM < to

PEZ, ECHR) - fo
'

kektpflylstldtc to
⇒ th-I IP(141 > t) est integrable sur Rt

a) X de densite 2- Leo
, d⇒k)d

⑦ de densite ⇐[o, Izz ft)
Comme XI④

,
la dens ite joint de (x I est

f- be .tl = fxlxlf Ctl = # Ito,d⇒lm1[o, (t)
b) L'aiguille soit ai cheval sur la rainure
⇒ elk intersect la rainare du parquet⇒ E Sino > X



c) IP (X s Ez Sin ) =

,
f fCr. t ) du dt
K
,HER'T

'

: see ezSint}
S Ed to,d⇒CHI -Lo, HI dkdt

{cnet.HR'T: see Ez Sint}
led ⇒ Ez Sint Edz pour tout te Teo

, If]
Done lpfxsez sin I Fubimtonetti fo

Sint

,¥dda) dt
= ¥ SEE sintdt = Idf f-costs}
= 21
Tld

Remarque : Cette experience fournit une approximation de TL .
D
'

apsis la loi des grandes nombres , soit p la porportion qui estime
cette probabilities BCXs f- sin④) , alois on a un estimator
pour TL X Zpld .

TD20 : Ex 9.5 et 9.6

Xk

N -- I vrai Ze
-M IR+ Cr ) est la densite

'

de la loi ECX ) .

Supposons que ce resultat est vrai pour n . Pour nth
,
on e'crit

Snit = Sn t Xnt1 .

Comme (Xn , . . . . Xn ) est indip. de Xntt ,
on a bindEp entre Sm et Xn+1 .

Rappel (Proposition 5.31 ) X I Y
'

a densite fx et fy
Fx+y CH = IT feel fylz-adobe = ITfxfz-ytfyly) dy



f-
Sma
(ZH f! fsnlmfxn.n.CZ-x) doe
= £5 III, xn

-te-we1*+6) x e-
''Z' '

1µA -x) da
= ¥4;, an

-1

e-
'Z

Leo
,⇒
INda) 1RIH

= IIIs, e-'Z 1*+14 Sf un-' da
= fnn, e-'Z Iria# =tn zne-* Iput

Ce qui conchit la recurrence .

a) ( X , Y) de dens ite' joint ¥ IE-1,1] IN t Ee . (Y)
h : IR→ R continue born'ee

Eth HH)) = Spy hinty) ¥1Em, belt e. hey CN dady
= y

4-ftp.yzhlntyldrdy
changement de variable (n ,y) → (n , a-key)

=If Huldadu
D

oui D= { (n, u) E R2 :
- t E N E 1

,
N- I E U E Kt I}

= { Cn , u) EIR? NZ-I , K Z U -I , KEI , K E UtI , -2EUR}
= {in , ul EIR? Maxft

,
U-1) E N E min (I , Ut11 , -ZEU E2}



④( hC×+y))
Fubini integrable 2 mint,utH
-_ If(f Hulda ) du

-z MAXI-I
,
U-1)

min (1, UTI ) - Max C- I
,
u-1) = UTI -f- 1) = Utz si -ZEUEO{1 - cu-11=2-u si OEUEZ
= min (Utz , 2- u )

Efhlxtyl) = If} hue) min Lutz , 2-a) du
La densitedexty est done 14 min 12-16,2-u) IEzpglu) .

b) (X. Y) densitijointe ↳ e-# e-E .
he EBCR )

Elhlxt'll) =ftp.zhlatylzte-E#dadychangementdevariable (a. y ) t> CK ,U=2ety)

= fuzz hue ) # e
-W+Ldudu

÷¥E.ee/pilfphzYTe-
""" ""

d.) du

= fr hz¥# e-mm-Edu) du

changemeat de
= SIR Re

- '"¥'"#
da ) due

variable
= SIR HITT e-¥ (fire

-
K-Fida) du

Cain → HEEM'S,rhf¥e-E(fire-Kida ') du
= Sir hl e-←¥du

Done Xtyadmetpourdensiti Ige
-¥ ( densitidelaloihfco.nl



Rappel :X : V→ U e
'
- diffeomorphism

fugln.ytdrdy-fvgcceacs.tlikls.tl/ldetJpls

.tl/dsdtTD21iEx9.7et9.9VecteuraleatoieCUiX)admet-
pour densite1-o.ph/ffe11-o.*-k)

(sur IRS
soit h : 112-2112 continue born'm

E- (hlytl-ElhlUXD-fpzhlum1-oaglutfint-o.HN dude
= fan

. ,×["*
HUMAN dud"

1

ldet-ecu.nl/dudk=fgon-xgo,+y-hlhlU.kHfl4zlUiR) )
qq.my

Changementde variable (u , a) C- Toit -430, tot > (if.se) ED
D= { CAME 1122 : RE ]o,tx[ , VETO, NE} Uk

Ici on aurar't die

Jylu.ie/--(oTdetJylu.N--2etravaiUeraveceechangementdevariable
Echl'll )= ↳ hlv) foe) 1a dude

"HED → cease)
det Jefe (via) = hz

hlulfcaltzdudae= fly,x)ElR2 : KETO, -10T , UEJQKT}
hlulfcaltzdudk= f{will EIR? WE ]o,ta[ , RETUNE}

Tub
gjquyftufcaifedr ) do
we

densitidey
Conclusion : Y- UX admetpourdensite

' (fifth Ida) Igo.HN



• Si X -No, I )
, flat = I go,1[ be )

Alois

Minogue,
'

Lada = fig Fatso,rind"
=

Suto O doe = O si v z I

{If Ida = - env si osve
Dono dans ce cas , la densite de YEUX est - en cultgo.tk)

a) X
'

a valuers dans I - t.IE
,
sa demit f× Cato sire] -1.5L

Soit n E3- I , I [

fuel = ↳ If ↳ be
, y) dy = fr I 1g-racycrazy

'" dy

= 27
-

IT

Dona la densite' de X est 2772131,1 [ Cal =L, Ca )
par synietrie, fylyt 2tLynne ly)
Comme ft ↳ In, y ) tfxlntfyly) , X et Y ne sont pas indigo .



(b) Y : Cr , Ole 30,11×30,2 If→ ( rcoso , rSino ) EDI {Gay) : Nao, y =o}
est un e

'
-diffeomorphism detJcp ( not = r

h : 1122-7 IR continue born'ee

Echl R
. D= E (htt'-Hill) = fphlthe.ME dady

= FDI foe , y) : azo , y!!Y
''
K' Y ) ) ¥ dady

= for[ xzo,zit HH
-

the troll) Itldet-Jplr.tl/drdfparleohangement=fIom-xgo,za-hlri0tIT rdrdtt de variable
Dono la dens ite' joint de CR .④ I est

for (not = IT 130,11×10,2TIE tho )
= ¥1 gone IN 1 joint I
= 2r I go , qtr) x LTT 't Torrie IO)

La densite de CR .④I s 'e'crit comme un product de densite's
f, tr) x fz (O)

Dono R et ④ sont indip.de densities respective
2r1

go, qtr ) et It, I]out lol .

Remarque ⑤ est uniforme sur 30,2hL
.

Mais R n'est pas une v.a - uniforme .



TD 22 : Ex10.1 , 10.3 et 10.2

Yi = Xi , i EIN E( Yi ) = E(Xi) = Var(Xi) = okto
Hit it in est une suite de v.a . i. i. d

,
d
'

esperance finie
Grade a- la loi des grands hombres , on a

( Wn = In Iz
,

Yi) P
> Efyi) = r2

n71

a) Ellen Xi ) = foto en se . Xe
-Mdse

Y=Xk
= gotteny-en x ) e-Ydy
= I:'(hide-Ydy - enx - fi

-

e
-Y
dy

= -T - lnX E IR
n

b) ln⇐Ixif) = In en IIIXit = In fnxi
( en Xi) izz est une suite de v.a

.

iii.d.
,
d 'esperance fine

Grate ai la loi des grands rumbles . the,hxi)n⇒P→ -thx
ElenXi)



Rappel XD Is X ⇒ Vg : R→ IR continue , (g IX n)) Is g Cx)
La fondion exponential est continue, done

LII
,

Xith = exp ( In teen xi) P→ exp f-r- end = FI
I

a) Par la loi des grands hombres ,
×'t "n P→

m

Rappel yn Is y ⇒ tf f continue bombsur IR ,

tim ElfHn ) ) = ElfH))
n →y

Ici , si f Etait continue partout sur IR , on await directanent

firry ElfHit
-

int")) = Effhell = ffu )
pour la prune dans le cas oui f est sentement continue en le .
voir la correction .



b) 1 . Soit (Xi) izz une suite de v.a .
i id de loi U lo,1) .

El Xi ) = Iz
Iim fo? . . S! ffmtI) da. . . - dan = himE(ffkt)
n→o n-so

= flEl
2

. Soit (Xi) izz une suite de v.a .
de loi Berner)

Xit . . . t Xn ~ Bin (n , se )

E(Xi) =R

himE. th ) at G-ai - k f kn) = himEff IHt)n→a thx

= flat
3
. Soit Kil izz une suite de v. a .

de loi Poi CX )
Xrt . . . t Xn ~ Poi ( NX )

ElXi ) = x

him II. e-" "I? f Hn ) = himEffN't " D
n→ x n -70

= f- (x )


